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அணிந்துரை 


( திரு . செ . அரங்கநாயகம் , தமிழகக் கல்வி அமைச்சர் ) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினேழாண்டு 
கள் ஆகிவிட்டன . குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் இளங்கலை 
வகுப்பு வரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழி 
லேயே கற்று வந்தனர் . 1989 ஆம் ஆண்டிலிருந்து அறிவியல் 
பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம் . 
தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன் வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர் 
களின் ஊக்கம் , பிற பல துறைகளில் தொண்டு செய்வோர் இதற் 
கெனத் தந்த உழைப்பு . தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 
எழுதித்தர முன் வந்துள்ள நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி 

வற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் 
மன நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது . இவ் 
வகையில் கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை , அறிவியல் பாடங்களை 
மாணவர்களுக்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான 
பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகமும் சென்னைப் 
பல்கலைக்கழகமும் ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சி 
யைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும் . 

வரலாற்றியல் , அரசியல் , உளவியல் , பொருளியல் , மெய்ப் 
பொருளியல் , புவியியல் , புவியமைப்பியல் , மனையியல் , கணித 
வியல் , இயற்பியல் , வேதியியல் , உயிரியல் , வானியல் , புள்ளி 
யியல் , விலங்கியல் , தாவரவியல் , பொறியியல் , சட்டவியல் 
ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் மூல நூல்கள் , மொழிபெயர்ப்பு நூல் 
கள் என்று இரு வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் 
நூல்களை வெளியிட்டு வருகிறது . 
இவற்றுள் 

ஒன்றான கணிதம் ஓர் அறிமுகம் என்னும் 
இந் நூல் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 781 ஆவது 
வெளியீடாகும் . கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 
35 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 816 நூல்கள் வெளி 
வந்துள்ளன . இந் நூல் மைய அரசு , கல்வி , சமூக நல அமைச்ச 
கத்தின் மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் 
திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிறது . 
தமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் 

உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும் . 
கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக்கழகங்களிலும் கலையியற் பாடங்களையும் , 
அறிவியற் பாடங்களையும் , தொழில் நுட்ப அறிவுப் பாடங்களையும் 
பயிலுகின்ற மாணவர்கள் , அவற்றைத் தமிழில் பயில வேண்டும் 
என்பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் காரணம் , தமிழறிவு வளர 
வேண்டும் என்பதைவிட , தமிழ் மக்களின் அறிவு ஆற்றல் எளி 
தாக , விரைவாக வளரவேண்டும் என்பதுதான் . எதிலும் தமிழ் ; 
எங்கும் தமிழ் என்னும் குறிக்கோளை நிறைவேற்ற வேண்டிய 
கடப்பாடு தமிழக ஆசிரியப் பெருமக்களையும் மாணவர்களையும் 
சார்ந்ததாகும் . தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக்கழகங்களின் பல்வகை 
உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் மனம் கலந்த நன்றி உரித் 
தாகுக . 
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1. அறிமுகம் 
( Introduction ) 


1-1 . அடிப்படைக் கருத்துகள் 

கொடுக்கப்பட்ட ஒரு கூற்று ; பொருளுள்ளதாகவும் , அதில் 
அடங்கியுள்ளக் கருத்து உண்மையானதா அல்லது 

பொய் 
யான தா என்பதைத் திட்டவட்டமாகக் கூறக் கூடியதாகவும் 
இருந்தால் அந்தக் கூற்று அறுதியுரை ( Proposition ) என்று 
அழைக்கப்படும் . அறுதியுரைகள் சம்பந்தப்பட்ட அளவையியல் 
( Logic ) விதிகளைக் கணித முறைகளைப் பின்பற்றி விளக்குவது 
தான் கணித அளவையியல் ( Mathematical logic ) எனப்படும் . 
இங்கு முக்கியமாகக் கையாளப்படுவன கணித முறைகளில் 
சிறந்ததான குறியீட்டு முறைகளாகும் . இந்தக் குறியீட்டு 
முறைகள் கருத்துகளைத் 

தெளிவாகவும் ஆழமாகவும் , மிகக் 
குறு கிய காலத்தில் தெரிந்துக் கொள்ள உதவுகின்றன . கணிதச் 
செய்கையின் போது , சிலக்குறியீடுகள் எவ்வாறு பயன்படுத்தப் 
படுகின்றன என்பதை இப்பொழுது பார்க்கலாம் . 

இங்கு p , | என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட அறுதியுரை 
களாக இருக்கட்டும் . 

அதாவது p என்னும் அறுதியுரை 
உண்மை எனில் , 4 என்னும் அறுதியுரையும் உண்மையாகும் 
என்ற வாக்கியத்தை p = q 

எனக் குறிப்பிடுதல் வழக்க 
மாகும் . இதை p என்றால் g 

என்று படிக்க வேண்டும் .. 
மேலும் , = என்னும் குறியீடு என்றால் ( அல்லது எனில் ) 
என்ற பொருளில் பயன்படுத்தப்படுகிறது . 


கணிதவியலில் ‘ p == என்னும் முறையில் குறிப்பிடப் 
படும் வாக்கியங்கள் பெரும்பாலும் தேற்றங்களாக அமையும் . 
இங்கு p என்பது மெய்மைக்கோள் ( Hypothesis ) 

என்றும் , 
பு என்பது முடிவு ( Conclusion ) என்றும் கூறப்படும் . 

p = q என்றும் , q = p என்றும் இருப்பின் , இதை p == q 
என்று குறிப்பிடுவதுண்டு . அதாவது , ‘ பு என்பது உண்மையான 
தாக இருக்க , வேண்டியதும் போதுமானதுமான நிபந்தனை p 
என்பதாகும் என்னும் பொருளில் இக் குறியீடுப் பயன்படுத்தப் 


ខ 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


படுகிறது . எனவே = என்னும் குறியீடு வேண்டியதும் , 
போதுமானதும் என்ற பொருள்படும் . இதை ஆங்கிலத்தில் 
• Necessary and sufficient conditions என்று கூறுவர் . 


அடுத்து , p = q என்றும் , 4 - r/ என்றும் இருப்பின் 
p = r என்பது உண்மையென விளங்கும் . இங்கு , = என்ற 
குறியீடு ஒரு நிலை மாற்றத் ( அல்லது கடந்து செல் ) தொடர்பை 
( Transitive relation ) விளக்கப் பயன்படுத்தப்பட்டுள்ளது . 
இந்த முறையில் , = என்னும் குறியீட்டைப் பயன்படுத்தித் 
தேற்றங்களை நிறுவ முடியும் . இவ்வாறு தேற்றங்களை நிறுவும் 
முறைக்கு நேர்முக நிறுவல் ( Direct proof ) எனப் பெயராகும் . 


p என்னும் அறுதியுரைக்கு எதிரிடையான அல்லது நேர் 
மாறான கூற்றை ~ p என்று 

என்று குறிப்பிடுவ 

குறிப்பிடுவதுண்டு . இதை 
p- இன்மை ( Negation of p ) என்று கூறுவர் . 


என்று 


இக் குறியீட்டைப் பயன்படுத்தி , ‘ p == q என்று நிறுவு 
வதற்குப் பதிலாக ‘ - q = ~ p 

நிறுவுவதுண்டு . 
ஏனெனில் , p = 4 எனும் கூற்றும் ~ q = ~ p என்ற கூற்றும் 
ஒன்றேதான் என்பதை அறியவும் . இவ்வாறு நிறுவும் முறைக்கு 
மறைமுக நிறுவல் ( Indirect proof ) என்பது பெயராகும் . 


p = 4 எனும் கூற்று உண்மை அல்ல என்றால் , இதைக் 
குறிப்பிட என்ற குறியீடு பயன்படுத்தப்படுகிறது . மேலும் 
ஒரு கூற்று முன்னுக்குப் பின் முரணான கருத்தைத் தருமாயின் , 
அதைக் குறிப்பிடுவதற்கு = = என்ற அடையாளம் பயன் 
படுத்தப்படும் . 


மேற் கூறிய குறியீடுகளும் , மற்றும் பலவும் , கணிதச் செய்கை 
களில் பயன்படுத்தும் நேரங்களில் , படிப்பவர்களுக்குத் தெளிவாக 
விளங்கும் என்பதை இங்குக் கூறிக்கொள்வதுடன் , குறியீடுகள் 
பற்றிய விளக்கங்களை முடித்துக்கொள்வோம் . 


அடுத்து . எண்களைப்பற்றிய ஒரு சில கருத்துகளை எடுத்துக் 
கூறுவதன் மூலம் , மெய்யெண்களின் தொகுதியை அறிமுகப் 
படுத்துவோம் . 


1-2 . எண்களின் தொகுதி ( Number system ) 

ஆதிகாலத்தில் 1 , 2 , 3 , 4 ...... என்ற மிகை முழு எண்களை 
மட்டுந்தான் மனிதன் முதன் முதலாக அறிந்திருதான் . அதன் 
பின்னர் , மிகை பின்னங்களின் தேவையை மனிதன் உணர 


அறிமுகம் 
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லானான் . இவ்வாறு , + , போன்ற எண்ணிலடங்கா பின்னங் 
களை அறிமுகப்படுத்தலாயினர் . மேலும் , அறிவு வளர்ச்சி ஏற் 
பட்டதன் காரணமாக , குறை எண்களும் 

எண்களும் அறிமுகப்படுத்தப் 
பட்டன . 


இவற்றை , கணித இயல் முறைப்படி , அறிஞர்கள் எவ்வாறு 
அறிமுகப்படுத்தினர் என்பதை பின்வரும் விளக்கங்களிலிருந்து 
அறியக்கூடும் . முதலில் , x - 6 = 0 என்ற சமன்பாட்டை 
எடுத்துக் கொள்வோமானால் , இச் சமன்பாட்டின் தீர்வு x = 8 
எனும் மிகை முழு எண் என்று தெரியும் . ஆனால் 3x - 5 = 0 
என்ற சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால் , இதன் தீர்வு காண மிகை 
முழு எண்கள் 

போதுமானவை அல்ல என்று தெரிகிறது . 
ஆகையால் இங்கு பின்னங்களை அறிமுகப்படுத்த வேண்டிய 
அவசியம் ஏற்பட்டது . இவ்வாறு , x = + என்ற பின்னம்தான் 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு என்று அறியலாம் . 


மேலும் x + 3 = 0 , 2x + 7 = 0 போன்ற சமன்பாடுகளின் 
தீர்வுகளைப் பெற மிகை முழு எண்களோ அல்லது பின்னங்களோ 
பயன்படமாட்டாது என்பது விளங்கும் . ஆகையால் , இங்கு குறை 
எண்களின் தேவை உணரப்பட்டது . அதாவது குறை எண்களை 
அறிமுகப்படுத்துவதன் மூலம் தான் இத்தகைய சமன்பாடுகளின் 
தீர்வுகளைப் பெற முடியும் என்று அறிந்தனர் . இவ்வாறு முதல் 
சமன் பாட்டிற்கு x = - 3 எனும் குறை முழு எண்ணும் , இரண் 
டாவது சமன்பாட்டிற்கு x = - எனும் குறை பின்னமும் தீர்வு 
களாகும் . 


இவ்வாறு பெறப்பட்ட மிகை , குறை முழு எண்களும் ; மிகை , 
குறை பின்னங்களும் சேர்ந்த தொகுதியை விகிதமுறு எண்களின் 
தொகுதி என்று கூறுகின்றனர் . எனவே , ஒரு படிச் சமன்பாடு 
களின் குணகங்கள் விகிதமுறு 

எண்களாக இருக்குமானால் 
அவற்றின் தீர்வுகளைக் காண , இத்தகைய விகிதமுறு எண்கள் 
பயன்படுகின்றன . 


. 


ஆனால் , x = 3 என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோ 
மானால் , இதன் தீர்வு காண விகிதமுறு எண்கள் போதுமானவை 
யல்ல என்பது நன்கு விளங்கும் . ஏனெனில் , எந்த விகிதமுறு 
எண்ணின் 

வர்க்கமும் மூன்றுக்குச் சமமாகாது . எனவே , 
இத்தகைய சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் பெற விகிதமுறு எண்கள் 
எனும் ஒரு புது வகை எண்களை அறிமுகப்படுத்த வேண்டிய 
அவசியம் ஏற்பட்டது . விகிதமுறா எண்களை அளவுக் கிணங்கா 
எண்கள் என்றும் கூறுவதுண்டு . ஏனெனில் , அத்தகைய எண் 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


களின் மதிப்பை முற்றிலும் சரியாகக்கணக்கிட முடியாது . எந்தக் 
கணிதச் செய்கையின் போதும் விகிதமுறா எண்களின் தோராய 
மதிப்புகளைத்தான் எடுத்துக் கொள்வது வழக்கம் . 12. 19 , e , 
-117 , * முதலியன 

எண்களாகும் . மேலும் 
V2 = 1 + 414 , V8 = 1.732 என்று தோராயமாகக் கொள்கி 
றோம் . இங்கு சமன்பாடு x2 = 3 - ன் தீர்வுகள் 8 , 
என்று அறியலாம் . 


விகிதமுறா 
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இதுகாறும் பார்த்த விகிதமுறு எண்களும் , விகிதமுறா எண் 
களும் சேர்ந்தத் தொகுதியை மெய்யெண்களின் தொகுதி என்று 
அழைக்கிறோம் . மெய்யெண்களைத் தவிர , கற்பனை எண்கள் 
எனப்படும் வேறு ஒரு வகை எண்களும் கணிதவியலிலும் , மற்றும் 
பல துறைகளிலும் மிகவும் பயன்படுத்தப்படுகின்றன . கற்பனை 
எண்களைப் பற்றித் திரிகோண கணிதத்தில் விளக்கமாக அறிந்து 
கொள்ளலாம் . 


குறிப்பு : p , q என்பன 

இரண்டு முழு எண்களாகவும் , 
அவற்றிற்கு ஒன்றைத் தவிர வேறு பொதுக்காரணிகள் இல்லை 

P 
என்றும் கொள் வோமானால் , என்ற அமைப்பில் இருக்கக் 

4 
கூடிய எல்லா மெய் யெண்களையும் விகிதமுறு எண்கள் என்றும் , 
இந்த அமைப்பில் எழுத முடியாத 

ஏனைய மெய்யெண்களை 
விகிதமுறா எண்கள் என்றும் வரையறுப்பதுண்டு . இனி விகிதமுறா 
மூலங்களைப் பற்றிய ஒரு சில பண்புகளைப் பார்ப்போம் . 


1-2.1 விகிதமுறா மூலம் ( Surd ) 

ஒரு விகிதமுறு எண்ணின் மூலம் விகிதமுறா எண்ணாக இருக்கு 
மானால் அம் மூலத்தை விகிதமுறா மூலம் அல்லது அளவுக் 
கிணங்கா மூலம் என்று கூறுகின்றோம் பொதுவாக ( எனும் 
விகிதமுறு எண் , எந்த ஒரு விகிதமுறு எண்ணின் 11 - ஆவது 
படியாக அமைந்திராவிடில் , " a என்பது a- ன் n படி விகிதமுறா 
மூலம் என்று கூறப்படும் . எடுத்துக்காட்டாக , 12 என்பது 
இருபடி விகிதமுறா மூலம் என்றும் , 15 என்பது முப்படி விகிதமுறா 
மூலம் என்றும் அறியலாம் . 


விகிதமுறா மூலங்களின் பல வகைகளைப் பற்றியும் அவற்றின் 
பண்புகளைப் பற்றியும் பின்வரும் விளக்கங்கள் மூலம் தெரிந்து 
கொள்ளலாம் : 


5 


அறிமுகம் 


( அ ) ஒரே ஓர் உறுப்புடைய விகிதமுறா மூலத்தை ஓருறுப்பு 
விகிதமுறா மூலம் என்பர் . 3,5119 , 

T3 , 5719 , -2-11 முதலியன 
ஓருறுப்பு விகிதமுறா மூலங்களாகும் . 


அக் 


( ஆ ) ஒரு கோவையில் உள்ள இரண்டு உறுப்புகளுள் குறைந் 
தது ஓர் உறுப்பாகிலும் விகிதமுறா மூலமாக இருப்பின் , 
கோவையை ஈருறுப்பு விகிதமுறா மூலம் என்று கூறுவர் . அதாவது 
இரண்டு விகிதமுறா எண்கள் , அல்லது ஒரு விகிதமுறு எண் , 
மற்றொரு விகிதமுறா 

இவற்றின் கூடுதல் அல்லது 
வேறுபாடு ஓர் ஈருறுப்பு விகிதமுறா மூலம் எனப்படும் . 
( 2 3 + 7 ) . ( 
7-18) ( 

5- 11) என்பன ஈருறுப்பு 
விகிதமுறா மூலங்கள் . 


எண் 


இதே போன்று மூன்று உறுப்புகள் உடைய கோவையில் , 
குறைந்தது இரண்டு உறுப்புகள் விகிதமுறா மூலங்களாக 
இருந்தால் , அக் கோவையை மூன்றுறுப்பு விகிதமுறா மூலம் 
என்று கூறுவது வழக்கம் . இவ்வாறே பல்லுறுப்பு விகித முரு 
மூலத்தையும் வரையறுக்கலாம் . 


( இ ) இரண்டு அல்லது இரண்டுக்கு மேற்பட்ட விகிதமுறா 
மூலங்கள் ஒரே விகிதமுறு எண்ணின் வெவ்வேறு மடங்காக இருக் 
குமானால் , அம் மூலங்கள் ஓத்த விகிதமுறு மூலங்கள் என்றழைக் 
கப்படும் . 


( i ) 418 , 32 , 150 என்பனவற்றைச் சுருக்கி 

32, 42 , 5 2 என்று எழுதலாம் . எனவே , இவை 

ஒத்த விகிதமுறா மூலங்களாகும் . 
( ii ) 2 , 27 , 75 

என்பன ஒத்த 

விகிதமுறா 
மூலங்களாகும் . 


குறிப்பு : ஒத்த வி கிதமுறா மூலங்கள் பலவற்றின் கூடுதலை 
ஓருறுப்பு விகிதமுறா மூலமாகச் சுருக்கி எழுதலாம் . இவ்வாறு 
VT + / 27 175 = $ 13 + 3 13 
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3 என்றாகும் . 
( ஈ ) இரண்டு ஈருறுப்பு விகிதமுறா மூலங்கள் சமமாக இருப்பின் , 
அவற்றின் விகிதமுறு பகுதிகள் சமமாகவும் விகிதமுறா பகுதிகள் 
சமமாகவும் இருக்க வேண்டும் . 
அதாவது , a + vi = 2 5 எனில் , a 2 . 

15 என்றிருக்கும் . 


Nb 


6 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


( உ ) இரண்டு ஈருறுப்பு விகிதமுறா மூலங்களின் பெருக்கத் 
தாகை ஒரு விகிதமுறு எண்ணாக இருந்தால் , அந்த மூலங்களை 
துணையிய விகிதமுறு மூலங்கள் என்று கூறுவர் . 


-- 


எடுத்துக்காட்டாக , 

( 7 + 23 ) , ( 7- 23 ) என்பன 
துணையிய மூலங்களாகும் . ஏனெனில் , ( 7 + 203 ) x ( 7-213 ) 
= 49 

- 12 = 37 . 

= 
இதே போன்று (503 + V6 ) , ( 573-8) என்பன 
துணையிய மூலங்களாகும் . 

பொதுவாக , இரண்டு விகிதமுறா மூலங்களின் பெருக்குத் 
தொகை ஒரு விகிதமுறு எண்ணாக இருப்பின் , அவை ஒவ்வொன் 
றும் மற்றதை விகிதமுறச் செய்யும் காரணி எனப்படும் . 
எடுத்துக்காட்டாக , (13 + 12 ) , ( 19 -16 + 14 ) 

மூலங்கள் ஒன்றையொன்று விகிதமுறச் செய்யும் 
காரணிகளாகும் . 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


என் 

ற 


1. சுருக்குக : 


( i ) 1768 


( ii ) 2384 


( iii ) 31/13 


( iv ) 24 


54 + 150 


( v ) 


1 
2 / 2 + 13 


( vi ) 


15 - 7 43 
9 -53 


தீர்வு : 


( i ) 1788 = 38Xx12 = 2 x 2012 


4112 . 


2 1/50 


( ii ) 21/64 | 


== 


2 1 * = 215 


II 


50 . 


== 


( iii ) 341 ) 


= 3 4 = 181X5 


3 


= 4/27 x 5 = 


4/135 


அறிமுகம் 


7 


23 


( iv ) ฟ 24 v54 + +150 = +4 x 6 - 8 x 8 

+ + 25 x 8 = 2 ป 6 - 8 + 8 + 5 +6 = 4 ฟ 8 


1 


( v ) 2 + 2 + + + 


-- 


( 2 ฟ 8 ) 

( 2+ 2 + + 5 ) ( 2 - 8) 
( 2 + 3 ) 
( 2 ) - ( 3 ) 
22- # 3 2 ปะ - + 8 
4 X 8 - 8 


-- 


5 


( vi ) 


15 - 7 # 3 

( 15 - 7 ป 3 ) ( 8 + 5 +3 ) 
98 - 5 ฟ 8 

( 9 - 5 ป 3 ) ( 9 + 6 ฟ 3 ) 
( 185 

35 x 8 + 75 3 - 88 49 ) 

( 9 ) - ( 5 ฟ 3 ) 
( 30 4 12 ฟ ช ) 30 + 12 3 

5 + 8 9 
( 81 75 ) 

8 


} 


2. கணம் 

( Set ) 


2-1 . 


வரையறை 


பல 


திட்டவட்டமாக வரையறுக்கப்பட்ட பொருட்களின் 
‘ தொகுப்பு ’ ஒரு கணம் என்று அழைக்கப்படும் . 


ஒரு கணத்தை உருவாக்கும் பொருட்கள் அக் கணத்தின் 
மூலகங்கள் ( Elemeats ) அல்லது , உறுப்புகள் ( Members ) என்று 
கூறப்படும் . 


ஒரு வினக்கம் : 

ஒரு கணமும் ஏதேனும் ஒரு மூலகமும் 
கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , அந்த மூலகம் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
கணத்தில் இருக்கின்றதா அல்லது இல்லையா என்பதனைத் திட்ட 
வட்டமாகக் கூற முடிதல் வேண்டும் . இக் கருத்தை உணர்த்தும் 
வகையில் தான் , கணத்தின் உறுப்புகள் • திட்டவட்டமாக 
வரையறுக்கப்பட்ட பொருட்களாயிருக்க வேண்டும் 
மேலே கொடுக்கப்பட்ட வறையரையில் குறிப்பிடப்பட்டுள்ளது 
என்பதை அறியவும் . அடுத்து , கணத்தை எவ்வாறு குறிப்பிடுவது 
என்பதைப் பார்ப்போம் . 


என்று 


2-2 . குறியீடுகள் 

பொதுவாக ஒரு கணத்தை S எனும் எழுத்தினாலும் , அக் 
கணத்தின் ஒரு மூலகத்தை : என்றும் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . 
மேலும் x E S எனும் குறியீடு , x என்பது S என்ற கணத்தின் 
ஓர் உறுப்பு என்பதைக் குறிப்பிடப் பயன்படுத்தப்படுகிறது . 
மாறாக , y என்ற மூலகம் S- ல் இல்லை என்பதைக் குறிப்பிட 
• y # S என்ற அடையாளத்தைப் பயன்படுத்துகிறோம் . 


சாதாரணமாக , கணங்களை A , B , C , ... முதலிய பெரிய 
எழுத்துகள் மூலமும் , கணங்களின் மூலகங்களை a , b , c ............... 
முதலிய சிறிய எழுத்துகள் மூலமும் குறிப்பிடுகிறோம் . இவ்வாறு 
கணவியலில் , இயற்கை எண்களின் கணத்தை N என்றும் ; முழு 
எண்களின் கணத்தை Z என்றும் ; 

விகிதமுறு 

எண்களின் 
கணத்தை Q என்றும் ; மெய்யெண்களின் கணத்தை R என்றும் ; 


கணம் 
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மற்றும் கலப்பு எண்களின் கணத்தை ( என்றும் குறிப்பிடுவது 
வழக்கமாக உள்ளது . 
என வே , 27 E N என்பதும் , 

--37 E Z என்பதும் , 
2 4 Z என்பதும் , மற்றும் 

E R என்பதும் நன்கு விளங்கும் . 


2-2 • 1 . இனி ஒரு கணத்தை அதன் உறுப்புகள் மூலம் குறிப்பிடும் 

முறைகளைக் கவனிப்போம் . 


- 


( அ ) ஒரு கணத்திலுள்ள 

கணத்திலுள்ள உறுப்புக்களை வரிசைப்படுத்தி 
எழுத முடியுமானால் , அவற்றை இரண்டு அடைப்புக் குறிகளுக்கு 
இடையே வரிசையாக எழுதி அக் கணத்தை குறிப்பிடுவதுண்டு . 
இம் முறைக்கு • அடைப்புக்குறி 

முறை ( Roster notation ) 
என்பது பெயராகும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 

( i ) 3 முதல் 6 வரையிலுள்ள முழு எண்களை உறுப்புக் 
களாகக் கொண்டுள்ள கணத்தை , { 3 , 4 , 5 , 8 } என்று குறிப் 
பிடலாம் . 

( ii ) இயற்கை எண்களால் ஆன கணம் N- ஐ , { 1,2,3,4 ... } 
என்று குறிப்பிடுவதுண்டு . 

( iii ) தமிழ் மொழியில் உள்ள வல்லின எழுத்துகளால் 
அமையப்பெறும் கணத்தை , { க , ச , ட , த , ப , ற } என்று குறிப் 
பிடலாம் . 


மான 


குறிப்பு : இம் முறையில் 

இம் முறையில் கணங்களைக் குறிப்பிடுதல் எப் 
பொழுதுமே எளிதாக அமைவதில்லை . மேலும் , இது ஒரு சுருக்க 

முறையுமல்ல . ஏனெனில் , ஆங்கில மொழியில் உள்ள 
எழுத்துகளின் தொகுப்பை எடுத்துக்கொள்வோமானால் , இந்த 
எழுத்துகள் எண்ணிக்கையில் 26 உள்ளன . ஆகவே , இந்தத் 
தொகுப்பை அடைப்புக்குறி முறையில் குறிப்பிடுவதற்கு , 26 
எழுத்துகளையும் இரண்டு அடைப்புகளுக்குள் வரிசையாக எழுத 
வேண்டும் . 

இது 

சற்றுச் சிரமமான காரியமாகும் . இதே 
போன்று . R என்னும் மெய்யெண்களின் 

கணத்தை எடுத்துக் 
கொண்டால் , இதை அடைப்புக்குறி முறையில் குறிப்பிடுதல் 
இயலாததொன்றாகும் . இவ்வாறு இன்னும் சில கணங்களையும் 
ம் முறையில் குறிப்பிடுதல் சிரமமாக இருக்கும் . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


( ஆ ) எனவே , இம் முறையைவிட எளிதானதாகவும் , எல்லா 
கணங்களையும் சுருக்கமாகக் குறிப்பிட இயலுவதாகவும் உள்ளப் 
பொதுவான முறை ஒன்றைப் பார்ப்போம் . இதை கண உருவாக் 
கல் முறை ( Set builder notation ) என்று கூறுகிறோம் . இம் முறை 
எவ்வாறு பயன்படுத்தப்படுகிறது என்பதை ஒரு எடுத்துக் 
காட்டின் மூலம் விளக்குவோம் . இங்கு R என்னும் மெய்யெண் 
களால் ஆன கணத்தை எடுத்துக்கொள்வோம் . இக் கணத்தின் 
ஏதேனும் ஓர் உறுப்பை x என்று குறிப்பிடுவோமானால் , x ஒரு 
மெய்யெண்ணாக இருத்தல்வேண்டும் என்று தெரியும் . அதாவது 
ஒரு மெய்யெண் 

எனும் பண்பை உடையது 
என்பது பொருளாகும் . எனவே , இத்தகைய X- களால் 

x- களால் ஆன 
கணம் R- ஐ கண உருவாக்கல் முறையில் , { x / x என்பது ஒரு 
மெய்யெண் } எனக்குறிப்பிடுகிருேம் . இதை 

இதை . X என்பது ஒரு 
மெய்யெண்ணாக உள்ள எல்லா x- களாலும் ஆன கணம் என்று 
படிக்கவேண்டும் . ( The set of all x such that x is a real 
number ) . இவ்வாறே பின் வரும் கணங்களையும் கண உருவாக்கல் 
முறையில் குறிப்பிட முடியும் . 


x என்பது 


( i ) Q என்னும் கணத்தை , { x / x என்பது ஒரு விகிதமுறு 
எண் } என்று குறிப்பிடலாம் . 

(( ii ) { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 } என்னும் கணத்தை { x / x என்பது 
முதல் 5 வரையுள்ள ஒரு முழு எண் } என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 

( iii ) ஆங்கில மொழியிலுள்ள எழுத்துகளின் கணத்தை , 
{ x / x என்பது ஆங்கில எழுத்துக்களுள் ஒன்று } எனக் குறிப் 
பிடலாம் . 


1 


2.2.2 . பல்வகைக் கணங்கள் 


( அ ) வெற்றுக் கணம் : உறுப்புகளே இல்லாத கணத்தை 
வெற்றுக்கணம் , அல்லது பூச்சியக்கணம் ( Empty set ) என்று 
அழைக்கிறோம் . அதாவது , வெற்றுக் கணத்தில் ஒரு மூலகம் 
கூட இருக்காது என்பது பொருளாகும் . இதை - என்ற எழுத் 
தால் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . மேலும் இக் கணத்தை { } 
என்றும் குறிப்பிடுவதுண்டு . 


பின்வருவன வெற்றுக் கணங்களாகும் : 

( i ) p = { x / x என்பது x + x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மெய்மூலம் . } ஏனெனில் , x + x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்க 
மெய்மூலங்களே கிடையாது . 


கணம் 
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( ii ) P = { .xlx என்பது 10 வயதுள்ள ஒரு B.A. , பட்ட 
தாரி } ஏனெனில் , எவருமே 10 வயதில் B.A. ,, படிப்மை . 
முடிக்க இயலாது . 

( iii ) = { x / x என்பது கொம்புகளையுடைய பறவை } 
( ஆ ) உட்கணம் A , B என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட 
கணங்களாக இருந்து , A- ல் உள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பும் B- ல் 
இருக்குமானால் , A என்பது B- ன் ஓர் உட்கணம் ( A is a sub - set 
of B ) எனப்படும் . 


இதை AC B ( A is contained in B ) என்றோ, அல்லது , 
B - A ( B contains A ) என்றோ குறிப்பிடுவது வழக்கமாகும் . 
அதாவது , A என்பது B- ல் அடங்கும் , அல்லது B என்பது A- ஐ : 
அடக்கியுள்ளது என்ற பொருள்படும் . 

A என்பது B- ன் உட்கணமாக இல்லாவிடில் , இதைக் குறிப் 
பிட , A E B என்றோ , அல்லது B D A என்றே எழுத வேண்டும் . 
பின் வரும் உட்கணங்களைக் கவனிக்கவும் : 

( i ) { a , b } C { a , b , c , d , e } 
( ii ) { 1 , 3 , 5 ................ } C { 1,2,3,4,5,6 ............... } 
( iii ) N CZCR 


குறிப்பு : 

AC A ; அதாவது ஒவ்வொரு கணமும் தன்னுடைய உட் . 
கணமாகவே இருக்கும் . 


( இ ) சமகணங்கள் : A , B என்பன இரண்டு கணங்களாக 
இருக்கட்டும் . மேலும் A- ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் B- ல் 
இருந்து ; B- ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் A- ல் இருக்குமானால் , 
பின் A , B என்பன 
சமகணங்கள் எனப்படும் . 

அதாவது , 
A என்பது B- ன் 

உட்கணமாகவும் ; B என்பது A- ன் உட்கண 
மாகவும் இருக்குமானால் , அவை இரண்டும் சமகணங்களாகும் . 
இப் பண்பை , A = B என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 


இவ்வாறு A = B எனில் , A C B என்றும் , B C A என்றும் 
பெறப்படும் . A C B ; RC A = A = B. 


குறிப்பு : 


( i ) A , B என்ற இரண்டு கணங்கள் சமமானவை அல்ல .. 
எனில் , A + B என்று குறிப்பிடுவதுண்டு. 


12 


கணிதம் - 

ஓர் அறிமுகம் 


A 


( ii ) A , B ஆகிய இரண்டு கணங்களும் , A C B என்றும் , 
A + B என்றும் இருப்பின் , A என்பது 

A என்பது B- ன் தகு உட்கணம் 
( Proper sub - set ) என்று கூறப்படும் . இப் பண்பைக் குறிப்பிட ,, 

FB என்ற அடையாளம் பயன்படுத்தப்படும் . 
எடுத்துக்காட்டுகள் 

{ a , b } } { a , b , c , al, e } 
N F zF 2 SR 


(iii ) { a , b , c } = { c , a , c , b , a } என்பது உண்மையாகும் . 
இதிலிருந்து இரண்டு முடிவுகளைப் பெறுகிறோம் . அவை பின் 


வருமாறு : 


( அ ) ஒரு கணத்திலுள்ள உறுப்புகளை வரிசை மாற்றம் 
செய்வதனால் , அதன் தன்மை மாறாது . 

( ஆ ) ஒரு கணத்திலுள்ள சில உறுப்புகளை திரும்பவும் 
சேர்ப்பதனாலும் , அக் கணத்தின் தன்மை மாறாது . 

( iv ) A என்பது B என்ற கணத்தின் உட்கணம் என்று 
நிறுவுவதற்கு , A- யிலுள்ள ஏதேனும் ஓர் உறுப்பை எடுத்து ,, 
அவ் வுறுப்பு B- யிலும் உள்ளது என்று நிறுவுதல் வேண்டும் . 
அதாவது , 

x E A = x E B என்று நிறுவவேண்டும் . 


2-2.2.1 . தேற்றம் 

வெற்றுக்கணம் , 
கணமாக இருக்கும் . 


ஏனைய கணங்கள் ஒவ்வொன்றின் உட் 


நிரூபணம் : 

A என்பது ஏதேனும் ஒரு கொடுக்கப்பட்ட கணமாக இருக் 
கட்டும் . - என்பது வெற்றுக் கணம் என்க . 


இப்பொழுது , என்பது A- ன் உட்கணமாக இராவிடில் , 
A- ல் இல்லாத ஓர் உறுப்பேனும் 4 - ல் இருக்கவேண்டும் என்றா 
கிறது . ஆனால் , டி - ல் ஓர் உறுப்புகூடக் கிடையாது என்று 
தெரியும் . எனவே , A- ல் இல்லாத எந்த உறுப்பும் டி - ல் இருக்க 
முடியாது . அதாவது , CA என்றிருக்கவேண்டுமென 
அறிகிறோம் . 


A- ல் உள்ள 
மூலகங்களை நீக்கி , ப - ல் உள்ள ஏனைய மூலகங் 


கணம் 
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இதேபோன்று , என்பது ஒவ்வொரு கணத்தின் உட்கண 
மாகவும் இருக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


என 


2-2.2.2 . தேற்றம் 

வெற்றுக்கணம் ஒன்றே ஒன்றுதான் உள்ளது . 
நிரூபணம் : 

என்பது வெற்றுக்கணமாக இருக்கட்டும் . முடிந்தால் , 
என்பதும் வெற்றுக்கணம் எனக் கொள்வோம் . இப்பொழுது , 
என்பது வெற்றுக்கணமாதலின் , மேற்கூறிய தேற்றப்படி ? 
என்றமையவேண்டும் . ஆனால் , -ம் வெற்றுக்கணம் 
எடுத்துக்கொண்டுள்ளமையால் , என்றிருக்கவேண்டு 
மென அறிகிறோம் . இவ் விரண்டு முடிவுகளிலிருந்தும் , உ = pr . 
என்று கிடைக்கின்றது . 

அதாவது , வெற்றுக்கணம் என்பது - 
என்ற ஒரே ஒரு கணம்தான் என்பதாகும் . 
குறிப்பு : 
( i ) + { 0 } ; ஏனெனில் , { 0 } என்பது பூஜ்யத்தை 

மூலகமாக உடைய கணம் . 
( ii ) * * { > 

+ 2 ; ஏனெனில் . . என்பது --ஐ மூலக 

மாக உடைய கணம் . 
( iii ) E { } ; ஏனெனில் , { } எனும் கணத்தின் மூலகம் 

என்பதாகும் . 
( iv ) C { } ; ஏனெனில் , என்பது எந்த ஒரு கணத் 

திற்கும் உட்கணமாகும் . 


( ஈ ) அகில கணம் ( அல்லது பொதுக் கணம் ) : 

பொதுக் கணம் ) : எந்த ஒரு 
விவாதத்தின் போதும் ( அல்லது கணிதச் செய்கையின் போதும் ) 
எடுத்துக்கொள்ளப்படும் கணங்கள் அத்தனையும் ஒரு குறிப்பிட்ட 
கணத்தின் உட்கணங்களாக 

இருக்குமானால் அந்தக் கணம் 
அகில கணம் ( Universal set ) என்றுக் கூறப்படும் . இதை U என்று 
குறிப்பிடுவது மரபாகும் . 
ஒரு கணத்தின் நிரப்பி : 

U என்பது அகில கண 
மாகவும் , A என்பது ஏதேனும் ஒரு கணமாகவும் இருக்கட்டும் . 


( உ ) ஒரு 


பின் , ACU என்று தெரியும் . 


களால் உருவாக்கப்படும் கணம் A- ன் நிரப்பி ( Complement of A ) 
என்றழைக்கப்படும் . இதை AC என்ற குறியீட்டினால் குறிப்பிடு 
வதுண்டு . A- ன் நிரப்பியை C ( A ) , A என்றும் குறிப்பிடலாம் . 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


எனவே , Ac = { x / x E U , மற்றும் x # A } 

என்று அறிய 
- லாம் . எடுத்துக்காட்டாக , 

A = , 

{ 1 , 2 , 3.4 } என்றும் , 
[ J = { 1,2,3.4 10 } என்றும் இருந்தால் , 

{ 5,6,7,5,9,10 } என்றமையும் . 


1 . 


2 
. 


உட்கணங்களைக் 


6 . 


பயிற்சி 
• Economics என்னும் வார்த்தையிலுள்ள ஆங்கில 

தொகுப்பை 

அடைப்புக்குறி 
உயிரெழுத்துக்களின் 
முறையில் எழுதுக . 
பூஜ்யத்திற்கும் 50 - க்கும் இடையே உள்ள ஐந்தால் 
வகுபடும் முழு எண்களின் கணத்தை அடைப்புக்குறி 

முறையிலும் கண உருவாக்கல் முறையிலும் எழுதுக . 
3 . { x / x2 -- 4 = 0 } என்ற கணத்தை அடைப்புக்குறி 

முறையில் குறிப்பிடுக . 
4 . { 1 , 3 , 5 , 7 ... } என்ற கணத்தை கண உருவாக்கல் 

முறையில் குறிப்பிடுக . 
5. வெற்றுக்கணத்தை மூன்று எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் 

விளக்கவும் . 
{ 1,2,3 } என்னும் கணத்தின் 
கண்டுபிடி . 
{ 1 } என்பது { x/ x - 1 = 0 } என்ற கணத்தின் ஓர் 
உட்கணம் என நிறுவுக . 
A C B என்றும் BCC என்றும் இருந்தால் AC C 

என்று நிரூபிக்கவும் . 
9. A = { x / x2 - 5x + 6 = 0 } என்றும் , B = { 2,3 } 

என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , A , B என்ற கணங் 
கள் 

அல்லது 
என்பதை காரணங்காட்டி விளக்குக . 
U = N என்றும் , A = { x /x என்பது ஒரு மிகை இரட்டை 
எண் } என்றும் இருப்பின் , A என்னும் கணத்தைக் 

கண்டுபிடி . 
11 . 

A = { a , b , c } எனில் , பின் வருவன சரியா , அல்லது 
தவறா என்று கண்டுபிடி . 
( i ) a E A , ( ii ) cC A , ( iii ) { c } = A , ( iv ) { b } CA , 
( v) { bc } E A. 


7 . 


8 
. 


சமமில்லாதன வா 


சமமானவையா 


10 . 


கணம் 
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12 . 


S என்பது 0.2 } எனும் கணததைக் குறிக்குமானால் . 
பின் வருவனவற்றுள் எவை சரியானவை ? 
( i ) { 0 } € S , ( ii ) { 0 } CS , ( iii ) 0 € S , ( iv ) OCS , 
( v ) 4 S. ( vi ) 24 S. 


4 . 


விடைகள் 
1. E , i , 0 . 
2 . { 5,10,15 ......... 45 } = { x/ x என்பது 0 - க்கும் 50 - க்கு 

மிடையே உள்ள ஐந்தால் வகுபடும் எண் } . 
3 . { 2 , - 2 } . 

{ x / x என்பது ஒரு மிகை ஒற்றை எண் } . 
6. 4 , { 1 j , { 2 } , { 3 } , { 1 , 2 } , { 2 , 3 } , { 1 , 3 } , 

{ 1 , 2 , 3 } . 
9 . சம கணங்கள் : ஏனெனில் , x2 

5x + 6 = 0 - ன் 
மூலங்கள் 2 , 3 என்பனவாகும் . 
10. AG 

Ac = { 1 , 3 , 5 , 7 , ... ... } 
11 . சரியானவை : ( i ) , ( iv ) ; மீதியுள்ளன தவறானவை .. 
12 . சரியானவை : ( ii ) , ( iii ) . 


2-2.3 . கணச் செயல்கள் ( Set operations ) 

( அ ) கணங்களின் சேர்ப்பு : A , B என்பன ஏதேனும் 
இரண்டு கணங்களாக இருக்கட்டும் . A , B ஆகிய இரண்டு கணங் 
களிலும் உள்ள மூலகங்கள் அனைத்தும் சேர்ந்து உருவாக்கும் 
கணத்தை A , B ஆகியவற்றின் சேர்ப்பு அல்லது ஒன்றிப்பு ( Union 
of A and B ) என்று கூறுகிறோம் . இதை A சேர்ப்பு B என்றும் 
படிப்பதுண்டு . 

இது A U B என்ற குறியீட்டால் குறிப்பிடப்படும் . 
எனவே , A U B = { x / x E A , அல்லது X E B } என்றாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுகள் 
( i ) 

1 , 2 , 3 , 4 } U 2 , 4 , 6 } = { 1 , 2 , 3 , 4 , 6 } 
( ii ) { 0 , 2,4 } U { 1,3,5 } 

20 , 1 , 2 , 3 , 4,5 } 
( iii ) AU = A 
( iv ) A J A = A 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


( ஆ ) கணங்களின் வெட்டு : A , B எனும் இரண்டு கணங் 
கள் கொடுக்கப்பட்டால் , A- யிலும் இருந்து , B- யிலும் இருக்கக் 
கூடிய மூலகங்களினால் உருவாகப்படும் கணம் ( அதாவது A , B 
ஆகியவற்றின் பொது உறுப்புகளால் ஆன கணம் ) . இவ்விரண்டு 
கணங்களின் வெட்டு ( Intersection of A and B ) என்று அழைக் 
கப்படும் . 

இது AO B என்று குறிப்பிடப்படும் . 

எனவே , A D B = { x | x E A , மற்றும் X € B } 
எடுத்துக்காட்டுகள் 

( i ) { 1 , 2 , 3 , 4 } 0 { 2 , 4 , 6 } { 2,4 } 
( ii ) ( 0 , 2 ,40 { 1,3,5 } = p 
( iii ) A0 4 = 9 
( iv ) AO A = A 


= 


( இ ) தொடர்பற்ற கணங்கள் : A , B எனும் இரண்டு கணங் 
களுக்கிடையே 

பொதுவான மூலகங்கள் இல்லை எனில் , A , B 
என்பன தொடர்பற்ற கணங்கள் ( Disjoint sets ) என்று கூறப்படும் . 

அதாவது , An B = ? என்றால் , A , B என்பன தொடர் 
பற்ற கணங்களாகும் . 
எடுத்துக்காட்டுகள் 

( i ) { a , b , c } , { y } என்பன தொடர்பற்ற கணங்கள் . 
( ii ) A = { x / x என்பது இரட்டை எண்கள் } , 

B = { xjx என்பது ஒற்றை எண்கள் : என்பன 

தொடர்பற்றவை . 
( iii ) A என்ற கணமும் , உ - ம் தொடர்பற்ற கணங்களாகும் . 

(( ஈ ) A- ல் B- ன் நிரப்பி : A , B என்பன இரண்டு கணங்கள் 
என்க . பின் A- ல் இருந்து B- ல் இல்லாத மூலகங்களினால் 
அமையப்பெறும் கணம் A- ல் B- ன் நிரப்பி ( Complement of Bin A ) 
என்று வழங்கப்படும் . 

இதை , A - B என்று குறிப்பிடுதல் வழக்கம் . 

எனவே . A - B = ! x x E A , மற்றும் x 4 B } , 
எடுத்துக்காட்டுக்கள் 

( i ) { 1,2,3,4,5 } - { 1,3,5,7 } = { 2 , 4 } 
( ii ) { a , b , c >> { x ; y } = { a , b , c ) 
( iii ) { 1 , 3 , 5 } - { 1,3,5,7 } = ? 


- 
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பயிற்சி 
1. A = { a , b , c , d } , B = { a , c . e } என்று கொடுக்கப் 

பட்டிருந்தால் A U B , A B , A - B , B - A ஆகிய 
வற்றைக் கண்டுபிடி . 


2. A = { 1,2,3 } , B = { 2 , 4 } , C = { 4 , 5 , 6 } 

என்றால் , AU ( BOC ) , Bn (BUC ) , ( A - BIUC என்பன 
வற்றினைக் கணக்கிடு . 


8. U என்பது அகில கணமாகவும் , A என்பது அதன் ஒரு 

உட்கணமாகவும் இருப்பின் , கீழ்க்காண்பனவற்றை 
நிரூபிக்கவும் . 
( i ) AUU = U 

( ii ) ADU = AA 
| ( iii ) AU AC = U 

( iv ) An Ac = 4 
( v ) U = 4 ( vi ) pc = U ( vii ) ( AG ) = A 


4. A = { 1,2,3,4 } , B = { 2,4,6,8 } , C = { 3,8,9,12 } 

என்ற கணங்கள் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , பின் வரும் 
முடிவுகளைச் சரிபார்க்கவும் . 

(( i ) ( A U B ) 0 C = A 0 ( B 0 C ) 
( ii ) ( AO B ) D C = An ( BO C ) 
( iii ) ( A U B) 0 C = (AO B ) U ( BO C ) 


5. A = { 1,2,3............. 3 } , B = { 2,4,5,6,8,9,10 } 

என்றால் AQ B = A - (A- B ) = B - ( B - A ) 
என்று நிறுவுக . 


6. A = 

A = { 1,2,3 } , B = { 2 , 3 , 4 } என்றும் , அகில கணம் 
U 

{ 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6,7 } என்றும் தெரிந்தால் , 
( i ) ( AO B ) = A U Bc என்பதும் , 
( ii ) ( A U B ) = AO B 

= AcO Bc என்பதும் உண்மையென 
நிரூபிக்கவும் . 


1 . 


விடைகள் 
ta , b , c , d , e ,} , {a , c , , { b , d , } , { e } 
1 , 2 , 3 , 4 } , { 2 } , { 1 , 3 , 4 , 5 , 6 } 


2 . 


க . ஓ . அ . 
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2.2.4 வென் விளக்கப்படம் : 

( அ ) கணங்களையும் , அவற்றிற்கிடையே உள்ள தொடர்பு 
களையும் படங்கள் மூலம் விளக்கும் முறைக்கு வென் விளக்கப் 
படமுறை என்று கூறுவர் . இம் முறையைப் பின்பற்றி அகில 
கணத்தை ஒரு செவ்வகத்திலுள்ள புள்ளிகளாலும் , உட்கணங்களை 
செவ்வகத்தினுள் வரையப்படும் வட்டங்களிலுள்ள புள்ளிகளாலும் 
குறிப்பிடுதல் மரபாகும் . 


வென் விளக்கப்படம் மூலம் ( Venn Diagram ) கணச் 
செயல்களை கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவாறு எளிதாக 

விளக்க 
முடியும் என்பதை அறியவும் . இங்கு U என்பது அகில கணத் 
தையும் , A , B என்பன அதில் அடங்கியுள்ள ஏதேனும் இரண்டு 
உட்கணங்களையும் குறிப்பனவாகும் . மேலும் கணச் செயல்கள் 
ஒவ்வொன்றிலும் கிடைக்கப் பெறும் கணம் கிடைக்கோடுகளினால் 
குறிப்பிடப்பட்டுள்ளதைக் கவனிக்கவும் . 


B ) 


AUB == 


AUB = == 


படம் 1 . 


U 


அ 


B 


A 


B 


AOB = = 


ANB = 


படம் 2 . 


B 


- 


A - 3 = = 


A - B = 5 


படம் 3 . 
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U 


B 


FAE 


B 


ACB + 7 AUB = B 


ACB , AnB = A 


படம் 4 . 


EU 


A 


ACB ; B = A == 


A == 


படம் 5 . 


( ஆ ) எடுத்துக்காட்டுக் கணக்கு : 

கண இயலில் காணக்கூடிய பல்வேறு முடிவுகளையும் , வென் 
விளக்கப்படத்தின் மூலம் எளிதாக நிறுவமுடியும் . பின் வரும் 
எடுத்துக்காட்டு இவ்வுண்மையை 

விளக்குவதாக 

அமைந் 
துள்ளது . 
A - B = ADB என நிறுவுதல் : 

முதலில் , இடது பக்கத்தில் உள்ள கணத்தை வென் விளக் 
கப்படத்தில் வரைந்து காட்டுவோம் . அருகில் உள்ள படத்தில் 
= என்று குறிப்பிடப்பட்டுள்ளப்பகுதி 

( A - B - ஐக் குறிக்கும் . 
அதாவது B- ல் இல் லாத , A- ல் 
உள்ள உறுப்புக்களாகும் . 
அடுத்து , வலது பக்கக் கணத் 
தைக் குறிப்பிடுவோம் . 

இங்கு 

EA = B 
= என்று கிடைக்கோடுகளினால் 
குறிப்பிடப்பட்டுள்ளப் 
முழுவதும் , அகில கணம் U- ல் 

A - B == 
உள்ள B- ன் நிரப்பியைக் குறிப்ப 

படம் 6 . 
தரகும் . இப்பொழுது , கணங்கள் 
A , B இவற்றிற்கிடையே உள்ளப் 

U 
பொது மூலகங்களை # 
கிடைக் கோடுகளினாலும் , 

FA : 

B 
குத்துக் கோடுகளினாலும் குறிப் 
பிட்டுள்ளோம் . 

இரண்டு படங் 
களிருந்தும் , மேலேயுள்ள முடிவு 

BC = = ; ARBS 
உண்மை என்பது நன்கு விளங் 
கும் . 


என்று 


படம் 7 . 
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ல் 


பயிற்சி 
வென் விளக்கப் படத்தைப் பயன்படுத்கி கீழ்க்காணும் முடிவுகளை 
நிறுவுக . 
1 . A U B = B U A : AO B = BO A 

AU ( BU C ) = (AUB) UC 
3. An (BO C ) = (AO BO C 

AU (BUC) = ( A U BO (AU C ) 
5. AO ( BU C ) = (AO B ) U ( An C ) 
6. ( AU B ) 

= AcO Bc 
7. ( AO B ) 

5= AC UB 

U BC 


8. ( AC ) 


9. A - ( A - B ) = An B 
10. ( A - B ) U B = A U B 
11. An ( B - C ) = ( AO B ) - C 

12. ( A - B ) U ( B - A ) = ( A U B ) - ( A ) B ) 
2.2.5 சார்புகள் ( Functions ) : 

A , B என்பன உறுப்புக்களை உடைய ஏதேனும் இரண்டு 
கணங்கள் என்க . A- யிலுள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பையும் , B - J 
லுள்ள ஏதாவது ஒரே ஒரு உறுப்புடன் , f எனும் விதியின் மூலம் 
தொடர்புப்படுத்த முடியுமானால் , பின் f என்னும் விதி A- யிலி 
ருந்து B- க்கானச் சார்பு ( Function ) என்று அழைக்கப்படும் . 

இத்தொடர்பை , f : A - > B என்றோ, அல்லது 


f : A -- B என்றோ குறிப்பிடுகிறோம் . 
இதை பின்வரும் விளக்கப்படம் மூலமும் குறிப்பிடுவதுண்டு . 


+ 


G 


B 
} ( x ) 


படம் 8 . 


குறிப்பு : 

( i ) f : A- > B என்பது A என்னும் கணத்திலிருந்து B 
என்னும் கணத்துக்கானச் சார்பாக இருக்கட்டும் .. இது A- ல் 
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உள்ள x என்னும் ஒரு உறுப்பை , B- ல் உள்ள y என்னும் ஒரே 
ஒரு உறுப்புடன் தொடர்புப்படுத்துமானால் , பின் y = f ( x ) 
என்று எழுதுகிறோம் . இங்கு . f ( x ) - ஐ , x- ன் f- பிம்பம் (f - image ) 
என்று அழைப்பதுண்டு . மேலும் x என்பது f ( x ) - ன் முன்பிம்பம் 
( Pre - image ) என்று கூறப்படும் . 


( ii ) A- யிலுள்ள ஒவ்வொரு X மூலகத்திற்கும் ஒப்ப , B- ல் 
ஒரே ஒரு மூலகம் ( 3 ) இருக்கும் என்று தெரியும் . இங்கு , 
{ f ( x ) / xEA } என்னும் கணத்தை f ( A ) என்று குறிப்பிடுவது 
வழக்கமாகும் . 


2 • 2.5.1 சார்பின் அரங்கமும் , வீச்சும் : 

A , B என்பன மூலகங்களையுடைய இரு வேறு கணங்களாக 
இருக்கட்டும் . f : A- > B என்பது -யிலிருந்து B- க்கான 
சார்பு என்க . 


இங்கு , A என்னும் கணம் -ன் அரங்கம் ( Domain ) என்றும் , 
B என்பது f- ன் உடன் அரங்கம் ( Co - domain ) என்றும் , 

( A ) { f ( x )/ E A } என்ற கணம் -ன் வீச்சு ( Range ) 
என்றும் கூறப்படும் . 


இத்தொடர்பைக் கீழ்க்காணும் படம் மூலமும் குறிப்பிட 
முடியும் . 


F 


B 


G 


Ej ( x ) 


f ( A ) = 5 


படம் 9 . 


குறிப்பு : 

படத்திலிருந்து , f ( A ) CB என்பது பெறப்படும் . மேலும் , 
சார்பு எனும் சொல்லுக்குப் பதிலாக உருமாற்றம் ( Mapping ) 
என்ற சொல்லைப் பயன் படுத்துவதும் பொருத்தமுடையதாகும் . 


2.2.52 பல்வகைச் சார்புகள் : 

( அ ) சமமானச் சார்புகள் : A என்ற ஒரே அரங்கத்தின் 
மீது வரையறுக்கப்பட்டுள்ள f , g எனும் இரண்டு சார்புகளை 
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எடுத்துக்கொள்வோம் . X E A என்றும் , f ( x ) = g ( x ) என்றும் 
இருக்குமானால் , f , g என்பன சமமானச் சார்புகள் ( Equal fun 
ctions ) என்று அனழக்கப்படும் . இங்கு f = g என்று எழுது 
கிறோம் . 


( ஆ ) மாறாச் சார்பு : ஒரு சார்பின் வீச்சு ஒரே ஒரு மூலகத் 
தினால் ஆனது எனில் , அச்சார்பு மாறாச் சார்பு ( Constant 
function ) எனப்படும் . 


(இ ) மேல் நிறைச் சார்புகள் : A , B என்பன இரண்டு 
கணங்கள் என்க . B- ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் , A- ல் உள்ள 
குறைந்தது ஒரு மூலகத்தின் பிம்பமாக இருக்குமாறு , f : A - > B 
என்பது அமையுமானால் , பின் /-ஐ A- யிலிருந்து , B- ன் மேல் 
நிறைச் சார்பு ( Function of A on to B ) என்கிறோம் . அதாவது , 
f- ன் வீச்சு , உடன் அரங்கம் B- க்குச் சமமானால் , f என் பது 
A- யிலிருந்து , B- ன் மேல் நிறைச் சார்பு எனப்படும் . 


இங்கு B- ல் உள்ள ஒவ்வொரு -க்கும் ஏற்ப , A- ல் ஏதாவது 
ஒரு X எனும் உறுப்பு y = f ( x ) என்றமையுமாறு இருக்கும் . 


( ஈ ) ஒன்றுக் கொன்றான சார்புகள் : A , B என்பன இரண்டு 
கணங்கள் என்க . A- ல் உள்ள எந்த இரண்டு வெவ்வேறு மூலகங் 
களுக்கும் ஒரே f- பிம்பமாக இல்லாதவாறு f : A- > B என்பது 
அமையுமானால் , பின் f- ஐ ஒன்றுக்கொன்றான சார்பு ( One to one ) 
அல்லது 1-1 என்று கூறுகிறோம் . 


அதாவது , என்பது 1-1 எனில் , A- ல் உள்ள x , y என்ற 
மூலகங்கள் x y எனும் போது f ( x ) = f ( y ) என்ற நிபந்தனைக் 
குட்பட்டிருக்கும் . 

மேலும் f ( x ) = f ( y ) == x = y என்றும் பெறலாம் . 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 
( i ) A = , = 

{ - 1 , 0,1 } , B = { 0,1 } என்றும் , f : A- > B 
என்ற சார்பு f ( x ) x3 4 xE A என்றும் வரையறுக்கப்பட் 
டுள்ளன எனக்கொள்வோம் . 


இங்கு f ( - 1 ) = ( - 1 ) = 1 = B 
f ( 0 ) 

( 0 ) = 0 EB 
f ( 1 ) = ( 1 ) = 1 E B 
எனவே , f- ன் வீச்சு = { 0 , 1 } = B 
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வ்வாறு என்பது A- யிலிருந்து B- ன் மேல் நிரைச் சார்பு 
என்றறிகிறோம் . 


படம் 10 . 


( ii ) A = { 0 , 1 , 2 } , B = { 0 , 1 , 3 , 5 , 6 } என்று 
கொள்வோம் . மேலும் , f : A - > B என்னும் 

சார்பை , 
f ( x ) = 3x + x E A என்று வரையறுப்போம் . 
இப்பொழுது f ( 0 ) 

= 3X0 = O E B 
f ( 1 ) = 31 

= 3 E B 
f ( 2 ) = 3 x 2 = 6E B 
ஆனால் , -ன் வீச்சு = { 0 , 3,6 } + B 
ஆகையால் என்பது A- யிலிருந்து B- ன் மேல் நிறைச் சார்பு 
அல்ல என்று அறிகிறோம் . 


= 


O 


S 


படம் 11 . 


( iii ) A = { 1 , 2 , 3 } , B = { 0 , 2 , 4 , 8,8 } என்க . 
அடுத்து , f : A -- B என்பது f ( x ) 

> B என்பது f ( x ) = 2x 1 x E A என்று 
வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்க . 
இங்கு , f ( 1 ) = 2x 1 = 

2 x 1 = 2E B 
f ( 2 ) = 2 x 2 = 4 = B 
f ( 3 ) = 2 x 3 = 6 = B 


0 


உ ; 


- 


5 . 


படம் 12 . 
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ஆகையால் , f- ன் வீச்சு = { 2 , 4 , 6 } C B 
எனவே , f என்பது ஒரு 1-1 சார்பு எனத் தொளிவாகப் புரியும் . 

iv ) A = { -1 , 0 , 1 } , B = { 0 , 1 , 2 } என்க . மேலும் 
f : A - VB என்ற சார்பை f ( x ) = x + E A என்று வரையறுப் 
போம் . 
பின் , f ( -1 ) = ( -1 ) = 1 EB 

f ( 0 ) ( 0 ) 2 = OE B 
f ( 1 ) = ( 1 ) = 1 E B 


3 


O 


1 


2 


படம் 13 . 


இங்கு f ( - 1 ) = 1 = f ( 1 ) என்று தெரிகிறது . 
ஆனால் , -1 + 1 என்பது தெளிவு . 
எனவே , f என்பது ஒரு 1-1 சார்பாக இருக்க முடியாது . 

( உ ) சரியொத்தச் சார்பு : f : A- > B எனும் சார்பு மேல் 
நிறைச் சார்பாகவும் , ஒன்றுக்கொன்றான தாகவும் இருப்பின் A , B 
எனும் கணங்கள் சரியொத்தன ( Equivalent ) என்று கூறுகிறோம் . 

எடுத்துக்காட்டாக பின் வரும் தொடர்பைக் காண்க . 
A = , , , 

{ 1 , 2 , 3 , } B = { 3 , 6,9 } என்றும் , 
f : A- > B என்பது f ( x ) = 3.1 W X E A என்ற சார்பாகவும் 
இருக்கட்டும் . 
இங்கு f ( 1 ) = 3x 1 = 3 

f ( 2 ) == 8 x 2 = 6 
f ( 3 ) = 3 x 3 = 9 


- 


3 


படம் 14 . 
எனவே , f என்பது A- யிலிருந்து B- ன் மேல் நிறைச்சார்பா 
கவும் , ஒன்றுக்கொன்றான தாகவும் உள்ளது . ஆகையால் , A , B 
எனும் கணங்கள் சரியொத்தன வாகும் . 


கணம் 
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பயிற்சி 


1. A ta , b , c } , B = { 1 , 2 , 3 , 4 } என்பன 

இரண்டு கொடுக்கம்பட்ட கணங்களாகவும் , f : A- + B 
என்னும் சார்பு f ( a ) = 1 , f ( b ) = 3 , f ( c ) 

= 3 , f ( c ) = 4 என்று 
வரையறுக்கப்பட்டும் இருக்குமானால் , -ன் வீச்சைக் 
காண்க . 


2 
. 


A = { 1,2,3 } , B = { 1 , 2 , 3 , 4 } என்ற 

கணங் 
களைத் தொடர்புப்படுத்தி f : A- > B என்னும் சார்பு 
f ( x ) = x + 1 . ப XE A என்று வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது . 
f- ன் வீச்சு என்ன ? 


5 . 


3 . 

A = { x , y , = } , B = { a , b , c , d } என்ற கணங்களை 
தொடர்புப்படுத்தும் சார்பு f : A -- B என்பது , f ( x ) = b , 
f ( v ) = 4 , f ( z ) = a என்று 

வரையதுக்கப்படு 
மானால் , என்பது எவ்வகைச் சார்பு எனக் கண்டுபிடி . 
4 . 

X = { 1 , 2 , 3 } என்றும் . Y = { 0 } என்றுமிருந்து 
f : X - Y என்னும் சார்பு f ( x ) = 0 , 4 x E X என்று 
வரையறுக்கப்படுமானால் , என்பது X- யிலிருந்து Y- ன் 
மேல் நிறைச் சார்பு என்று நிறுவுக . மேலும் இது ஒரு 
1--1 சார்பாக உள்ளதா என்பதையும் தீர்மானிக்கவும் . 
X = { 1 , 2 , 3 ...... .. 1 , Y = { 2 , 4 , 8 , 8 . ....... } 
என்பன இரண்டு முடிவிலாக்கணங்கள் . மேலும் : X- Y 
என்ற சார்பை f ( x ) == 2x , V x E X என்று வரையறுப் 
போமானால் , X , Y என்ற கணங்கள் சரியொத்தவை 

என நிரூபிக்கவும் . 
8 . பின் வரும் சார்புகளைத் தகுந்த சூத்திரங்களின் மூலம் 

வரையறுக்கவும் . 
( i ) f என்ற சார்பு ஒவ்வொரு மெய்யெண்ணையும் 
அதன் வர்க்கத்தோடுத் தொடர்புப்படுத்துகிறது . 
( ii ) f என்ற சார்பின் மூலம் ஒவ்வொரு விகிதமுறு 
எண்ணும் , அந்த எண்ணைவிட 

எண்ணைவிட 5 அதிகமாகவுள்ள 
எண்ணுடன் தொடர்புப்படுத்தப்படுகிறது . 
( iii ) ஒவ்வொரு மிகை எண்ணுடனும் அதன் முப்படி 
யையும் , மற்ற எண்கள் ஒவ்வொன்றுடனும் அதன் நாற் 
படியையும் தொடர்பு கொள்ளச் செய்யும் சார்பாக 
f அமைந்திருத்தல் . 


1 
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7. A = 


A = { 1 , 2 , 3 } , B = { 4 , 5 , 6 } என்ற கணங்கள் 
கொடுக்கப்படின் , பின் வருவன A- யிலிருந்து B- க்கானச் 
சார்புகளா என்று பரிசோதிக்கவும் . 
( i ) f ( 1 ) = 4. f ( 2 ) = 6 , f ( 1 ) = 5 , f ( 3 ) 

, 5 , = 5 . 
( ii ) f ( 1 ) = 4 , f ( 2 ) = 6 , f ( 3 ) = 5 . 
( iii ) f ( 1 ) = 5 , f ( 3 ) 

f ( 3 ) = 6 . 
X = { - 1 , 2 } என்றும் , f : X -– R எனும் சார்பு 

x + 1 
f ( x ) = 

3 

என் றிருக்குமாறும் அமையுமானால் , 
f ( -1 ) , f ( 1 ) f ( 41 ) ஆகியவற்றின் மதிப்புகள் 

என்ன ? 
9 . f ( x ) = x +1 , g ( x ) sin x என்ற சார்புகளின் 

மூலம் R- ல் உள்ள எண்களை அவைகளுடனேயேத் 
தொடர்புப்படுத்துமாறு அமையும் f , g- ன் வீச்சுகளைக் 

கணக்கிடு . 
10 . பின் வரும் சார்புகளின் தன்மையைக் காண்க . 
( i ) உலகத்திலுள்ள நாடுகளால் ஆன கணத்தை A 

என்றும் , நகரங்களின் கணத்தை B 
குறிப்பிட்டால் , f என்ற சார்பு ஒவ்வொரு நாட் 
டுடனும் அதன் தலை நகரைத் தொடர்புப்படுத்து 

கிறது . 
( ii ) ஒவ்வொரு முக்கோணத்துடனும் அதன் பரப்பைக் 
குறிக்கும் மிகை எண்ணைத் 

தொடர்புப்படுத்தும் 
சார்பு . 
( iii ) A = { 1 , 2 , 3 , 4 } , B = { 5 , 6 , 7 , 8 } , 

C = { 3,5,7,9 } எனக் கொள்க . மேலும் f : A > B 
எனும் சார்பு f ( x ) = x + 4 என்றும் , 
g : A- > C எனும்சார்பு g ix ) = 2x + 1 
என்றும் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன . 


என்றும் 


1 . 


6 . 


விடைகள் 
{ 1,3,4 } 2 . { 2 , 3 , 4 } 

3. 1 - 1 சார்பு 
( i ) f : R > R , R = ( 0 , 0 ) , f ( x ) 
( ii ) f : Q > Q , f ( x ) = x + 5 
( iii ) f : R > R , f x x , x > 0 எனில் ; 

f ( x ) = x * , x 5 0 எனில் 


= x2 


. 
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7. ( i ) இல்லை ; ஏனெனில் 1 - க்கு இரண்டு பிம்பங்கள் 

உள்ளன . 
( ii ) ஆம் . 

( iii ) இல்லை ; ஏனெனில் f ( 2 ) வரையறுக்கப்படவில்லை . 
8. f ( -1 ) = 0 , f ( 1 ) = -1 , f ( 43 ) என்பது வரைய 

றுக்கப்படவில்லை . 


9. f ( R ) = [ 1 , ] , g ( R ) = [ - 1,1 ] 


10. ( i ) 1-1 ( ii ) மேல் நிறை ; 1- 1 அல்லது . 
( iii ) இரண்டுமே 1-1 ஆகவும் , மேல் நிரைச் சார்பா 

கவும் உள்ளன . 


3. படிகுறிக் கொள்கை 

( Theory of Indices ) 
3.1 படிக்குறி விதிகள் : a என்பது ஏதேனும் ஒரு மெய்யெண் 
ணைக் குறிப்பதாகக் கொள்வோம் . பின் , a . a . 1 என்று a என்ற 
எண்ணையே மும்முறை பெருக்குவதை a எனும் குறியீட்டாலும் , 
a . a . a . a என்று நான்கு முறை பெருக்குவதை a * எனும் குறியீட் 
டாலும் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . இதே போன்று , 1 என்பது 
ஏதோனும் ஒரு மிகை முழு எண் எனில் , a . a.u ......... 
தடவைகள் பெருக்கும் செயலை am 

செயலை am என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 
இங்கு , m என்பது a என்ற எண்ணின் 11 - ஆவது படிக்குறி அல்லது 
அடுக்குக்குறி எனப்படும் . அதாவது am- ல் 1 என்ற எண்ணை 
அதனாலேயே எத்தனை முறை பெருக்குகிறோம் என்பதை 111 என்ற 
குறியீட்டெண் குறிப்பிடுகிறது . இவ்வாறு um = a . a . a 
காரணிகள் வரை , என்பது தெளிவாகும் இவ்வரையறையினை 
அடிப்படையாகக் கொண்டு பின் வரும் விதிகளை நிறுவலாம் . 


( l என 112 


17 


( அ ) m , n என்பன ஏதேனும் இரண்டு மிகை முழு எண்க 
ளாயின் , 

am x ar = am + n . 


நிரூபணம் : 


am = a . a . a 


..m காரணிகள் வரை . 


an == a.a.a 

.n காரணிகள் வரை . 
am x a " = ( a . a . a ... m காரணிகள் வரை ) x ( a a a 

n காரணிகள் வரை ) 
= a . a a ...... 

( im + n ) காரணிகள் வரை . 


= am + n 


j.e 


am xan = amtaa 


துணை முடிவுகள் : 

( i ) amar . ap = am + r . a = am + n + 2 
( ii ) இதே போன்று , am . a " . aP . ar ............ = am + n + = + ..... 


படிக்குறிக் கொள்கை 
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22 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 

( i ) as.a = al4 . 
( iii ) 24. 23 --- 27 . 


( ii ) a4 . a18 = a 


a 


.. 


am 


( ஆ ) 


= am- " ( m > // எனில் ) 


( R 


1 


( n > m1 எனில் ) 


an - m 


a . a d ....... 


an 


u . a . a ... 


நிருபணம் : 
am 

.m காரணிகள் வரை 

... 11 காரணிகள் வரை 
இங்கு / > ] எனில் , பகுதியிலுள்ள எல்லா 1 காரணிகளையும் , 
தொகுதியிலுள்ள m காரணிகளுள் n காரணிகளுடன் நீக்கி 
விடலாம் . இப்பொழுது தொகுதியில் ( m - n ) காரணிகள் தான் 
இருக்கும் . 


am 


... 


= a . a . a 


............. ( m - 1 ) காரணிகள் 

வரை 


an 


= amon 


i . e . 


am 


( nhộn 


an 


am 


1 


== 


என்று நிறுவ 


இதே போன்று , / > m எனில் , 


( n 


tn - in 


முடியும் . 
எடுத்துக்காட்டுகள் : 


8 


a 


a12 
45 


243 
27 


35 
ஓ s = 

82 


( i ) 


4. (ii ) 


7 . 


( ii ) 


Q17 


ே 


( இ ) (am , n = amn 


நிரூபணம் : 


( amr = am , am , am , n காரணிகள் வரை . 
ஆனால் am = a , a , a , 

............ } காரணிகள் வரை . 
( am ) = ( a.a.a. 

... 

.......... ] ] ] காரணிகள் வரை ) X 
( a.a.a. ..... 111 காரணிகள் வரை ) X 

இது மாதிரியான 7 காரணிகள் . 
= a.a.a 

(mxn ) காரணிகள் வரை . 


-80 
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i . e . 


( am ) 


= amo 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 
( i ) 84 = ( 28 ) * 
( 2 ) = 219 

( ii ) ( a ) a15 . 
( ஈ ) a , b என்பன இரு வேறு எண்களாயின் 

( a bam = am . an 
நிருபணம் : 
( a b , = ( ab ) . ( ab ) . ( ab ) ..... 

இதே போன்று m 
காரணிகள் வரை . 
( a.a.a ............ m காரணிகள் வரை ) x ( b.b b ......... 

m காரணிகள் வரை ) 
= am . ந m 


i.e. 


( ab ) m 


= am . bm 


துணை முடிவுகள் : 

( i ) ( abc ) m = am . bm.cm. 

( ii ) ( abcd ........ ) m = ar.bm. cm . dm ..... 
எடுத்துக்காட்டுகள் : 

( i ) ( ab ) = a . b5 . ( ii ) 6 = ( 2x8 ) = 27.37 


( உ ) 


) ( H ) " - - - 


நிரூபணம் : 


( 2 ) " = ( 5 ) ( 6 ) ( ......... 


m காரணிகள் 


வரை 


a.a.a ......... 


am 


m காரணிகள் வரை 
m காரணிகள் வரை 


b.b.b ...... 


bm 


i e . 


( * ) " - ( 6 ) 


. 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 
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( i ) ( 4 ) - * . ( i ) 


( 2 ) - * 


31 


படிக் குறிக் கொள்கை 


இதுகாறும் நிறுவிய விதிகள் அனைத்தும் , அடுக்குக்குறியின் 
மதிப்பு மிகை எண்களாக இருக்கும் போதுதான் பொருந்தும் 
என்பது விளங்கும் . எனினும் , அடுக்குக் குறியின் மதிப்பு விகித 
முறு எண்களாக இருந்தாலும் , அவ்விதிகள் உண்மையாகும் 
என்று நிறுவமுடியும் . இவ்வாறு நிறுவ , பின் வரும் விளக்கங்கள் 
அடிப்படையாக அமைவனவாகும் . எனவே அவற்றை இங்கு 
பார்ப்போம் 


3.2 சிலபடிக் குறிகளின் பொருள் காணுதல் 

( அ ) a - என்பதன் பொருள் காணல் : 

படிக்குறி பூச்சியமாக இருக்கும் போதும் , படிக்குறி விதி 
உண்மை என கருதுவோமானால் , m- ன் 

m- ன் மிகை முழு 

எண் 
மதிப்பிற்கு , 

= ar + m என்பது உண்மையாகும் . 
i.e. a . am = am 


aº . am 


am 


i.e. aº 


am 


i.e. 


ao 


இவ்வாறு , ஒரு முடிவுடைய எண்ணின் படி பூச்சியமாக , அதன் 
மதிப்பு ஒன்றுக்குச் சமம் என்று அறிகிறோம் . 


( ஆ ) a-- என்பதன் பொருள் காணல் : ( m மிகை முழு எண் என்க ) 

படிக்குறி விதியினை குறை முழு எண் மதிப்பிற்கும் பொருந்தும் 
எனக் கொள்வோமானால் , 

a - m . am = am + என்றாகும் 
i.e. a - m . am 


20 


j.e. a - m . am 


| 


--- 


1 


i.e. 


a - m 


um 


அதாவது , ஒரு எண்ணின் அடுக்குக்குறி குறை முழு எண் 
ணாக இருக்குமானால் , பின் அந்த எண்ணை தலைகீழாக்கி , படியை 
மிகையாக்கக் கிடைக்கும் மதிப்பிற்கு அது சமமாகும் . 
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எடுத்துக்காட்டுகள் : 


1 


1 ) 
64 


. 


= 


( i) ( ) 

( 2 = 5 


( i ) 4-3 


48 ) 


( 1 ) 


= 25 


82 . 


n 


( இ ) a 


என்பதன் பொருள் காணல் : 


இங்கு m என்பது குறை அல்லது மிகை முழு எண்ணா 
கவும் , n மிகை முழு எண் என்றும் கொள்வோம் . 


m 


n1 


n 


n 
a 


.......... காரணிகள் வரை 


எனவே , 


a 


(( 1 )" 


in 


I 


n 


n 


= a 


= am 


( . )" . 


Qm 


அதாவது , 


ma 


n 


a 


= am- ன் 1 படி மூலம் 


11 


i.e. 


11 
a 


Kam 


1 


11 


துணை முடிவு : 


m = 1 என்றிட , a 


= wa என்றாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 
( i ) 83 

1/82 = 18 X 8 = 


2 


83 = 


1/4 X 4 x 4 = 4 


1 


1 


3 
9 


1 
9 


1 
3 


( ii ) 


(3X3) 


27 


88 


* . a . ( a ) ) 
படிக்குறிக் கொள்கை 

எடுத்துக்காட்டு கணக்குகள் 
1. சுருக்குக : 
( i ) 272 

as . 
( iii ) 

( a ) 
தீர்வு : 
( i ) 1272 
1279 = [[ 27 ) +1+ = 

[[ 8 + )** = (8 ) 


) - 


- 


. 


= 8 ( 6 . ! ) 


39 


= 9 


= a ( 2.3 ) 


(i ) V.5-3 - ( c . 5- ) - ( e ) t . ( * ) 

* 

--- * - * 
ai.a - res 

2 . 


a 


( iii ) 


== 


(a ) 


1 . 


a 


a . a - t.. 


a 


a 


at . - . +++ 
( *- * + ) .. ! 


= a 


. 


2. பின்வருவனவற்றின் மதிப்பு காண்க : 


GR 


(6) ( F ) . Py , y 

( * ) ( * ) ( 1 ) 


( i ) ( 


( iii ) ( xP- ) P + q . ( x - ) + . ( Fr + P 
க . ஓ . அ . -3 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


தீர்வு : 


( i ) 


= 


( F ) < ry - zF ",y 

* . (x+ y^ )*. ( s " . y " ) 
* . ( * ) !. (v * )!. ( x ^ ) ! . ( y-*+) ! 

***• y " . x " . ; 
- y".y". *** 


= 


8 


. 


= x8 . y 


( ii ) 


( * ) ( * ) ( * ) 


( x ) . (3- . ( x - ) 
x1b - c0 . x 1c - a ] b . 

x la -blc 


= 


16 - c ) + - ab + ( o - bIC 


x alb - c ) + blc - a ) + clo - bJ 


* 

lab - CC + bc 


bo + co – cb ) 


= 


8 


= 1 . 


-- 


( iii ) ( x p - s ) p + . ( x 4- ) + r . 

( x - ) + . ( x - ) + 
( p - q ) p + a ) . * 14 - r ) ( q + r ) . x ( r - p ) (r + p) 
= , x 1p2-49 ) . x q2 - rs ) , x ( ra - pe ) 

x 1p2 - q3 ) + 1q2 - r2 ) + ( r 2 - pa ) 
xº = 1 . 


1 என்று நிறுவுக . 


= Cxy 


8. a = 

a = bx , b = cy , c = ar எனில் , xyz 
தீர்வு : a = bx ( c ) 

( b = ( 7 ) 
( a ) ( c = ar ) 
= axz . 
i.e. al = axyz 

இரு பக்கங்களும் உள்ள அடி எண்கள் சமமாக இருப்பதால் , 
படிகளும் சமமாக இருக்க வேண்டும் என்பது தெளிவாகும் . 
. 1 = xyz . 

அல்லது , xyz = 1 . 


படிக்குறிக் கொள்கை 


85 


* 


++ 


+ 


1 

1 
us = by = ab என்றால் , 

= 1 என்று நிரூ 
பிக்கவும் . 
தீர்வு : 

1 
a = ab என்பதால் , = Sab 

Sab = ( ab ) 

என்றாகும் . 

1 


y 


அதேபோல br = ab என்பதால் , b = Jab = ( ab ) 
என்றாகும் . 

1 

, 
இப்பொழுது a.b ( ab ) . ( ab ) y 


= ( aby ( H + 3 ) 


i.e. 


( ab ) = ( ab ) 

( + ) 


1 


1 


1 = 


+ 


74 


y 


5 
. 


33 + 9 எனில் , x3 

x 
என்று காட்டுக . 


9x = 12 


தீர்வு : 


D. 


ஓ 
* = (3 + 3 ) 
= (3 ) + 3.8 

8.3 .... ( 1 + 3 ) +(8 ) 
32 + 3.33 +3 (x ) + 3 


. 


9 + 3.3 ( x ) + 8 


12 + 9x 


i.e. 


9x = 19 


பயிற்சி 


1. சுருக்குக . 


( i ) 324 


( ii ) 


1 
P (rs ) 


1 
+ 

8-9 
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ue b 


ல 


53 


8 


(i) - 
chy ( 4.5 ); + ( 5 ) 

-3 ) 


10 


II 


45 என்று 


( iv ) 

( 3 . 
2. , 
x = 4t , y = 81 என்றால் , 

Nxy 
காட்டுக . 

3. பின்வருவனவற்றின் ஒவ்வொன்றின் மதிப்பும் ஒன்று 
என நிறுவுக . 

x x 
(i ) A 

xo 
x 1 + m 

xm m + n an +1 
( ii ) 

x 


an ( 5 ) *+e +5 (= )*++ 


( * ) * 
+ a+ 

--- 


1 


£ 1 


4 . 

என்றால் , x + y - 2 = 1 என்று 
நிறுவுக . 
5 . a x + bx + c = 0 எனில் , 

asx2 + bx + c = 3abcx என்று நிரூபி . 
6. x = yr , y = z * , 

7 = x என்றால் , xyz = 1 எனக் 
காட்டுக . 
x = am , y = ar , a = 

( x ^ ym ) என்று கொடுக்கப்பட் 
டால் mnp = 1 என்று நிரூபிக்கவும் .. 
8. a = 
ax = by = 1 என்றும் , b = ac என்றும் கொடுக்கப் 

1 1 

2 
பட்டால் , 

y 
9 . 

2 2-1 
x 

என்றால் , 2x : + 6x = 3 
நிரூபிக்கவும் . 

விடைகள் 


7. * 


+ 


என்று நிறுவுக . 


X 


2 


என்று 


23 


1. (( i ) 16 ( ii ) 

16 ( ii ) 18 ( iii ) 


( iv ) 118615 


பூ 


4. மடக்கை 

(Logarithm ) 


4.1 . வரையறை : 

N , a என்பன ஏதேனும் இரண்டு மிகை எண்கள் என்றும் , 
N = a என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , பின் X எனும் எண் , 
a- ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்டுள்ள N- ன் மடக்கை என்று 
வரையறுக்கப்படுகிறது . 


அதாவது a எனும் எண்ணை எந்த படிக்கு உயர்த்தினால் 
N- க்குச் சமமாக 

சமமாக இருக்குமோ அந்த எண்ணை ( படியை ) a- ஐ 
அடி எண்ணாகக் கொண்டுள்ள N- ன் மடக்கை என்று கூறு 
கிறோம் . 


இதைக் குறிப்பிட , log . N = x என்ற அடையாளத்தைப் 
பயன்படுத்துகிறோம் . 

இவ்வாறு N = ax எனில் , log : N = x என்று அறிகிறோம் . 
குறிப்பு : ( அ ) N = ax என்று எழுதுவதும் , log . N = x என்று 
எழுதுவதும் ஒன்று என அறியவும் . 
( ஆ ) எடுத்துக்காட்டாக , 

( i ) 102 = 100 என்பதால் , log 1.100 = 2 என்றும் , 
( ii ) 34 = 81 என்பதால் , log s81 = 4 என்றும் , 

1 1 
( iii ) 2-3 = என்பதால் , logs 

- 3 
28 

8 
என்றும் கிடைக்கும் . 
( இ ) மேலும் log aa = 1 என்றும் , log.1 = 0 என்றும் 
பெறப்படும் . இங்கு a- ன் மதிப்பு ஒன்றைத் தவிர வேறு ஏதேனும் 
மிகை எண் என்றறிக . இவ்விரண்டு முடிவுகளும் மிகவும் முக்கிய 
மானவையாகும் . 

( ஈ ) மிகை எண்களுக்குத்தான் மடக்கை வரையறுக்கப் 
படும் என்பதை நன்கு கவனிக்க வேண்டும் . 


( ) 
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4.2 . அடிப்படை விதிகள் : படிக்குறிக் 
பயன்படுத்தி பின் வரும் மடக்கை 

மடக்கை விதிகளை 
என்பதை அறியவும் . 


கொள்கையைப் 
நிறுவ 


முடியும் 


( அ ) பெருக்கல் விதி : M , N , a என்பன ஏதேனும் மிகை 
எண்கள் எனில் , 

log ( MN) = logaM + log .N . 


நிரூபணம் : 
log M 

= x என்றும் , log .N = y என்றும் கொள்வோம் . 
ஆகையால் , M = a , N = a என்று கிடைக்கும் . 
இப்பொழுது , MN = ar . ar = alx + y ) 

i.e. MN 

MN = alx + y ) 


:: log a (MN ) = x + y 

log M + log aN 


i.e. 


log ( MN ) = log M + log aN 


அதாவது இரண்டு எண்களின் பெருக்குத் தொகையின் மடக்கை , 
அந்த எண்கனின் தனித்தனி மடக்கைகளின் கூட்டுத் தொகைக் 
குச் சமமாகும் . 


துணை முடிவுகள் : 

( i ) log . ( MNP ) = log aM + log aN + log .P 

( ii ) log . ( MNPQ ...) = logoM + logaN + logoP + log ..... 
( ஆ ) வகுத்தல் விதி : 

M 
log 

= .M 

log aM - logaN 
N 


( M ) 


நிரூபணம் : முன்போலவே log aM = x , log .N = y என்க . 
ஆகையால் , M = a* , N = av என்று பெறலாம் . 

M 
இப்பொழுது , 

= alx - y ) ( x > y எனக் கொள்வோ 
N 

மானால் ) 
M 
i.e. 

N 


ax 


ay 


- 


= alx - y ) 
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மடக்கை 


... log 


x - y = logaM - log aN 


log.( K ) 

( W ) - 


i.e. 


log a 


= M 

log .M - log .N 


அதாவது இரண்டு எண்களின் விகிதத்தின் மடக்கை , அந்த 
எண்களின் மடக்கைகளின் வேறுபாட்டிற்குச் சமமாகும் . 


( இ ) படிக்குறி விதி : 

log ( MP ) = p log M 
நிசூபணம் : 

இங்கு , log M = x என்க . 
ஆகையால் , M = a * என்றாகும் . 
இப்பொழுது , MP = (at ) = apx 

i.e. MP = apx 
log . ( MP ) px = p log.M 


i.e. 


log a ( MP ) = p_log aM 


( ஈ ) அடி எண் மாற்று விதி : 

log.N 
log N = 

log ob 
நிரூபணம் : 

இங்கு log aN = x எனில் , N = ax என்றாகும் . 
இதேபோல , log ab = y எனில் , b = ar என்றாகும் . 


1 


b = ar , 

a என்பதால் , a = b " என்று பெறலாம் . 


X 


எனவே , N = ax 


v == = ( 5 ) 


. 


அதாவது , N = b y 


ஃ . 


log oN 


x 
y 


i.e. 


log oN 


log .N 
log ab 
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குறிப்பு : இம் முடிவிலிருந்து , ஏதேனும் ஒரு எண்ணை அடி 
எண்ணாகக் கொண்டுள்ள எந்த ஒரு எண்ணின் மடக்கையையும் , 
தெரிந்த எண் ஒன்றை அடி எண்ணாக உடைய மடக்கைகள் 
மூலம் எழுத முடியும் என அறிகிறோம் . 

துணை முடிவு : மேலே கண்ட முடிவில் N = a என்றிடுவோ 
மானால் , 

logoa 
log ba = 

என்றாகும் . 
log ob 

1 
i.e. log ba 

( : log .a = 1 ) 

log ab 
இதுவும் முக்கியமான முடிவாகும் . 
இதை மாற்றியமைக்க , log ba . log .b = 1 என்று பெறலாம் . 


1 . 


எடுத்துக்காட்டு கணக்குகள் 
பின் வருவனவற்றின் மதிப்புகள் காண்க : 
( i ) 2 -ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்டுள்ள 18 - ன் 
மடக்கை . 

1 
( ii ) 2/2 
-ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்டுள்ள -ன் 

256 
மடக்கை . 
( iii ) 4 - ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்டுள்ள 0.0825 - ன் 

மடக்கை . 
தீர்வு 
( i ) தேவையான மடக்கையை x எனக் கொள்வோம் . 
அதாவது , log 

7 ( 16 ) = x என்பதாம் . 
எனவே , 

16 = ( 2 ) என்றாகும் . 


. 


2 = ( ) .. 


i.e. 


X 


4 


; 


i.e.x = 


8 ; 


2 


i.e. 


los ( 16 ) = 8 . 


( ii ) log 


>< 7( 253 ) 


y என்க . 


1 


பின் , 256 


( 2/2 ) என்று கிடைக்கும் . 


மடக்கை 


41 


= 


. 


-18 


1 
i.e. ( 23y 

28 
i.e. 2-8 = 

24y 
ஃ -8 = ty ; i.e. y = 

3 

1 
j.e. log 

16 
( iii ) log 4 ( 0.0625 ) = z என்க . 
ஃ 0.0625 = 42 என்று கிடைக்கும் . 
625 

1 
i.e 

47 ; i.e. 
= 47 ; 

45 
10000 

16 
i.e. 4 

.. 

2 என்றாகும் . 
i.e. log - 0.0625 ) = - 2 . 


= 43. 


41 ; 


Z = 


( 18 ) 


+ log 1081 


( 31 ) - los1 .( 3 ) 


10 


2. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை நிரூபிக்கவும் : 
( i ) log 1.125 = 3 - 3 log 102 .. 
15 

64 
( + 

log 105 

3 
log 27 + log 8 - log 1000 
( iii ) 

2 
log 1-2 
தீர்வு : 

1000 
( i ) log1 . ( 125 ) = log 

log1 . ( 1000 ) -log1.8 
8 

( வகுத்தல் விதிப்படி ) 
= log 1. ( 103 ) - log 10 ( 23 ) 
3 log 1.10 - 3 log 102 

( படிக்குறி விதிப்படி ) 
3 - 3 log 102 

( :: log 10 

0 = 1 ) 
* 15 64 

4 
( ii ) log + log 

log 

27 
81 
16 

10 
15 64 

4 
log 

x 

- log 
16 81 

27 

( பெருக்கல் விதிப்படி ) 
15 

A4 27 

X 
( 16 81 
log 105 . 


= 3 


10 


. 


10 


X 


log 


4 ) ( வகுத்தல் விதிப்படி ) 


கணிதம்- ஓர் அறிமுகம் 


( iii ) இங்கு அடி எண் குறிப்பிடப்படாவிடினும் , எல்லா 
மடக்கைகளுக்கும் ஒரே அடி எண்தான் என்று தெரிந்துகொள்ளு 
தல் வேண்டும் . 


இப்பொழுது , log 27 + log 8 

log 27 + log 8 - log 1000 

log 27+ log 64 - log 1000 
= log ( 27 ) + log ( 64 ) ! ) - log ( 1000 ) 


= log 


[ 73 ) 
+ los [ 16-11 

( 11 ) 


1.3 log 


= * log ( 1 • 2 ) . 


R 


log / 27 + log 8 - log 1000 

log 1.2 


* log 1 • 2 

log 1.2 
31 
2 


== 


2. பின் வருவனவற்றை நிறுவுக : 
( i ) [ log ( a ) ] - [ log ( b ) ] [ log ( ab ) ] [ log ( a / b ) ] . 
1 

1 
( ii ) + 

= 1 . 
log ( ab ) log b ( ab ) 


( iii ) log ma ( x ) 


log nx 
1 + logam 


( iv ) log aN + log 1 N = 0 . 
( v ) log , 3.10g4. log 45.loga.log 7.10g 18 = 3 . 


தீர்வு : 
( i ) ( log a ) | 

( log a ) - ( log b ) 2 


( log a + log b ) log a log b ) . 

[ :: x - ye = ( x + y ) ( x - y ) ] 
[ log ( ab ) ] [ log ( a / b ) ] . 


மடக்கை 
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1 


1 


( ii ) 


log o( ab ) + log blab ) 


log ob ( a ) + log ab ( b ) 

1 


( : logsa = 


log ba = log ab 


) 


( iii ) log mn ( x ) 


log ab ( a.b ) 

logs ( ab ) = 1 . 
log n ( x ) 

( அடி எண்ணை n- க்கு மாற்றுக ) . 
log ( mini )) 

log nx 
loger ( m ) + log on 
log nt 

log ax 
log n ( m ) + 1 1 + log nm 


== 


( iv ) log .N = x எனக் கொள்வோம் . 
ஃ N = ax என்று தெரியும் . 
1 

1 
i.e. N = 


ப்பொழுது , N = 


- ( 1 ) 


என்பதால் , 


log 


= -X என்று கிடைக்கும் . 


| ( N ) 


எனவே , lagaN + log | N = x + ( - x ) 

0 . 
( v ) இங்குள்ள எல்லா மடக்கைகளுக்கும் அடி எண் 2 எனக் 

கொள்வோம் . 


log , 4 . log 45 = 


log 34 

log , 5 
log , 3 

log 4 
இதேபோன்று மற்றவைகளையும் மாற்றி அமைக்கலாம் . 
எனவே , log , 3.log : 4.log 45.log s6.log s7.log 18 . 

log.4 
log : 3 

log , 5 log . 6 
log 3 

4 log , 
log , 7 

log , 8 
8 

log 7 
log 8 

log ( 2 ) = 3 log , 2 = 3.1 ( : log 2 = 1) 
= 3 . 


5 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 
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2 


3 


4.x + y = 7xy எனில் , log ( x + y ) = 1 ( log x + log y ) 

+ log 3 எனக் காட்டு . 
தீர்வு : 

x + y 7xy என்பதால் , 
( x + y ) = x + y + 2xy 

7xy + 2xy என்றாகும் . 
i.e. ( x + y ) 9xy 
ஃ log ( x + y ) log ( 9xy ) 
i.e. 2 log ( x + y) = log 9 + log x + log y 

log 32 + log x + log y 

2 log 3 + log x + log y 
i.e.2 log ( x + y ) = 2 [ log 3 + 3 ( log x + log y ] ] 

log ( x + y ) = log 3 + 1 ( log x + log y ) 


5 . பின் வருவனவற்றின் தீர்வு காண்க . 
( i ) 523.72x - 1 = 175 

( ii ) 2 : + 27.2 = = 12 . 
தீர்வு : 

( j ) 59x.79s - 1 = 175 . 
ஏதேனும் ஒரு எண்ணை அடி எண்ணாகக் கொண்டு . 
இருபுறமும் மடக்கை எடுக்க . 

log ( 52x.72x - 1 ) = log 175 என்றாகும் .. 
i.e. log ( 52x ) + log ( 72x - 1 ) log 175 
i.e. 2x Jog 5 + ( 2x - 1 ) log7 = log 175 
i.e. 2x ( log 5 + log 7 ) 
i.e. 2x log 35 

log ( 175 x 7 ) 

log ( 3535 ) 
= 2 log 35 
2 log 35 

1 . 
2 log 35 


log 175 + log7 


( ii ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

2x + 27.2 - x = 12 . 


இதில் , 25 

2x = y என்றிட , 
y + 27y - 1 = 12 என்றாகும் . 


மடக்கை 


45 . 


1 


i.e. 


y + 27 


= 12 . 


i.e. 

y +27 = 12y 
i.e. y * -12y + 27 = 0 . 
i.e. -3 ) ( y - 9 ) = 0 . 
ஃ y = 3.அல்லது 9 என்று பெறுகிறோம் . 

i.e. 2 : = 3 அல்லது 9 . 
முதலில் 2x = 3 எனில் , log 3 என்றாகும் . 
அடுத்து 2 = 9 எனில் , x = log , 9 என்றாகும் . 

i.e. x = log ( 3 ) 

= 2 log 3 
எனவே , x = log , 3 , x = 2 log 3 என்பன தீர்வுகளாகும் 


6. a , b , C என்பன அடுத்தடுத்துள்ள 3 மிகை முழு எண்கள் 

எனில் , log ( 1 + ac ) = 2 log b என்று நிறுவுக . 
தீர்வு : 
a , b , c என்பன அடுத்தடுத்துள்ள எண்களாதலின் , 

a + 1 = b , b + 1 = c என்று தெரியும் .. 
அதாவது , a = b - 1 , c = b + 1 
எனவே , 

( b - 1 ) ( b + 1 ) 
= b - 1 . 


ac - 


= 
1 + ac = 2 


i.e. 


ஃ log ( 1 + ac ) = log ( be ) 
i.e. log ( 1 + ac ) = 2 logb . 


பயிற்சி 
1. பின் வருவனவறிறின் மதிப்புகள் காண்க . 
( i ) 213 - ஐ அடியெண்ணாகக் கொண்டுள்ள 144 - ன் 

மடக்கை .. 


( ii ) 2 15 - ஐ 


அடியெண்ணாகக் கொண்டுள்ள 

1600 - ன் மடக்கை . 


3 


( iii ) 


அடியெண்ணாகக் 


கொண்டுள்ள 
1728 - ன் மடக்கை .. 


8 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


( 


2. log 2 = 0.301 , 

0.301 , log 3 = 0.4771 என்று கொடுக்கப் 
பட்டால் , பின் வருவனவற்றின் மதிப்புகளைக் கணக்கிடு . 

384 
(( i ) log 432 ( ii ) log ( 0-0625) ( iii ) log 

0.075 
3. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை நிறுவுக . 

( i ) log 1.1600 = 2 + 4 log 102 . 
( ii ) log 1 ( 113 ) = 2-2 log 1 . . 
9 35 

15 
( iii ) log + log 

= 0 . 
14 24 

16 
- 4 . பின் வருவனவற்றைச் சுருக்குக : 

16 25 

81 
( i ) log 2 + 18 log 

15 +12 log 

24 


log 


+ 7 108801 


81 


18 

25 
( ii ) 7 log 

15 + 5 log 

24 


+ Slog 80 


( iii ) log 


( 9 


851 
539 


+ 2 log ( 110 


( 11 ) - 3105 1 


5. கீழே உள்ளவற்றை நிரூபிக்கவும் . 

a : 53 
( i ) log 

+ log 

+ log 

as 

- 3 log ( bec ) = 0 . 
( ii ) ( log a) + 6 ( log b ) - 5 ( log a ) . ( log b ) 

log 


( iii ) 6 ( log a) + ( log a ) ( log b ) - 12 ( log b ) . 

as 
log ( a2 b8 ) . log 

b4 


-6 . f ( x ) = log 


(14 ) 


என்றால் , 2 f ( x ) = f 


( * ) 


என்று நிறுவுக . 
7. x + y = 18xy என்றால் , 2 log ( x - y ) = log x + log y 

+ 4 log 2 எனக் காட்டு . 
8. a + b ) 6ab எனில் , log 1 ( a - b ) = z ( log a + log b ) 

என்று நிறுவுக . 
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மடக்கை 


a - 6 


logo 


+ 


9. . -y : 3xy எனில் , 3 log ( x - y ) = log x + 2 logy 

+ log 3 என்று காட்டு . 
10. log ( x + y ) log 3 + 3 ( log x + logy ) என்று கொடுக் 

கப்பட்டால் , x " -- y = 7xy என்றும் , ( x - y ) = 5xy 
என்றும் நிறுவுக . 
log x log y 

log z என்றால் , பின் 

வருவன 
b - c 

( -a 
வற்றை நிரூபிக்கவும் : 
( i ) x jbzc = 1 , ( ii ) xb + c • ye + 4 = za + b = 1 . 

. 
12 . 

பின் வருவனவற்றை உண்மை என்று நிரூபிக்கவும் . 
( i ) log a . log cb . log ac = 1 ; ( ii ) log a . log ( b . 

logaa ; ( iii ) log.A. log B log A.log B ; 
1 1 

1 
( iv ) 

+ 
log ( abc ) log b.abc ) log ( abc ) 
19. 2 logsN log ( 2N ) = q 

p , 

( ) என்றும் , மேலும் 
4 என்றும் 
( q - p ) = 4 

N- ன் 

கொடுக்கப்பட்டால் , 
மதிப்பைக் காண்க . 
14 . log , ( x ) , b = logsx ( 2x ) , c = log4x 

log4x ( 8x ) 
என்றால் , abc + 1 2bc என்று காட்டு . 

1 

1 
15. x2- + y 

log ( x - y ) x 
என்று நிறுவுக . 
18. loga b = 

10 , logs ( 326 ) = 5 என்றால் a- ன் மதிப்ப 
என்ன ? 
17. a == log : ( yz ) , b = 10gy ( Ex ) , c = 

logy ( Ex ) , c = log : ( xy ) என்றால் , 
abt == ( a + b + c + 2 ) என்று நிரூபிக்கவும் . 


என்றால் , log(x+ Y ) 


+ 


( 
1 
) 


18. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க . 

( i ) 3.58 - x = 34-8x , 7x . 
( ii ) as - x.b5x ax + 5 . b8x . 
( iii ) a4 - x.b3x = as + 8x . bs - x . 


விடைகள் 
1. ( i ) 4 . 

( ii ) 6 . 

( iii ) - 6 . 
2. ( i ) 2.8853 ( ii ) -0-8027 ( iii ) 3.8090 . 
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கணிதம் -- ஓர் அறிமுகம் 


4. ( i ) log 10 ( ii ) log 2 ( iii ) 1 . 


13 . 


N = 512 . 


16 . 


a 


3 . 


18. ( i ) x == 


3 ( log 5 - log 3 ) 
log7 + logs 

8log 3 


11 


log a 
log ( b / a ) 


( ii ) x log ( bla ) = log a . அல்லது 

2 log a – 8 log b 
( iii ) x = 

4 ( log a log b ) 


4.3 பொது மடக்கை ( Common logarithm ) 

மடக்கையை , அதன் அடி எண்ணைப் பொறுத்து . இரண்டு 
வகைகளாகப் பிரித்துள்ளனர் . அவை பொதுமடக்கை , 
இயற்கை மடக்கை எனப்படும் . 


அடி எண்ணை 10 எனக் கொண்டு எடுக்கப்படும் மடக் 
கையை பொது மடக்கை என்றும் , e எனும் விகிதமுறா எண்ணை 
அடி எண்ணாகக் கொண்டு எடுக்கப்படும் மடக்கையை இயற்கை 
மடக்கை அல்லது நேப்பியரின் மடக்கை 

என்றும் கூறுவது 
வழக்கம் . 


பல 


நடைமுறையில் பொது மடக்கைதான் பல துறைகளிலும் 
பயன்படுத்தப்படுகிறது . முக்கியமான மிகப் எண்களின் 
பொது மடக்கைகள் கணிக்கப்பட்டு , அவற்றை அட்டவணைப் 
படுத்தியுள்ளனர் , கணித வல்லுநர்கள் . அட்டவணையைப் பயன் 
படுத்தும் முறையும் பின்னர் விளக்கப்படும் . 


4.3.1 . மடக்கை முழு எண்ணும் மடக்கை பின்னமும் : 

ஒரு எண்ணின் பொது மடக்கை இரு பகுதிகளால் ஆனது 
அவற்றுள் ஒன்று முழு எண்ணாகவும் , மற்றொன்று பின்னமாகவும் 
இருக்கும் . முழு எண் பகுதியை மடக்கை முழு எண் என்றும் , 
பின்னப் பகுதியை மடக்கைப் பின்னம் என்றும் கூறுவர் . மேலும் 
மடக்கை முழு 

முழு எண் மிகையாகவோ அல்லது குறைவாகவோ 
இருக்கக்கூடும் ; ஆனால் பின்னப் பகுதி மிகையாகத்தான் 
இருக்கும் என்பதை பின்வரும் விளக்கங்களிலிருந்து அறியலாம் . 


இவ்வாறு , ஒன்றைவிட பெரிய எண்களின் மடக்கைகளை 
யும் , ஒன்றைவிட சிறிய மிகை எண்களின் மடக்கைகளையும் 
காணும் முறையை இங்கு பார்ப்போம் . 


- 


log10 10 = 1 
மடக்கை 

49 
அ . ஒன்றைவிட பெரிய எண்களின் பொது மடக்கை 

10 ° = 1 என்று தெரியும் . ஃ log1.1 = 0 
இதேபோன்று , 101 = 10 என்பதால் , 

102 100 என்பதால் . 

log1 . 100 = 2 
10 = 1000 என்பதால் , 

log1 . 1000 = 3 


இவற்றிலிருந்து , ஒன்றுக்கும் பத்துக்கும் இடையே உள்ள 
எந்த ஒரு 

எண்ணின் பொது மடக்கையும் , பூச்சியத்திற்கும் 
ஒன்றுக்குமிடையே அமைந்திருக்கும் என்றும் ; பத்துக்கும் 
நூறுக்கும் இடையே உள்ள எண்ணின் மடக்கை , ஒன்றுக்கும் 
இரண்டிற்கும் இடையே இருக்கும் என்றும் ; நூறுக்கும் ஆயிரத் 
திற்கும் இடையே உள்ள எண்ணின் மடக்கை , இரண்டிற்கும் 
மூன்றுக்குமிடையே இருக்கும் என்றும் கண்டு கொள்ளலாம் . 
இதேபோன்று ஏனைய எண்களின் பொது மடக்கைகள் அமைந் 
திருக்கும் எல்லைகளையும் அறிய முடியும் . எடுத்துக்காட்டாக . 
log7.563 

0 + ஒரு மிகை பின்னம் 
log 67.35 

1 + ஒரு மிகை பின்னம் 
log 76.52 

2 + ஒரு மிகை பின்னம் 
log 4056.81 = 3 + ஒரு மிகை பின்னம் .. 


இவ்வாறு , ஒன்றைவிடப் பெரிய எண்ணின் பொது மடக்கை 
ஒரு முழு எண் பகுதி , ஒரு பின்னப்பகுதி இவற்றால் ஆனது 
என்றும் ; முழு எண் பகுதி பின்னப்பகுதி இரண்டுமே மிகையாக 
இருக்கும் என்றும் அறிகிறோம் . மேலும் முழு எண் பகுதியின் 
மதிப்பு , குறிப்பிட்ட எண்ணின் முழு எண் பகுதியிலுள்ள இலக் 
கங்களின் எண்ணிக்கையை விட ஒன்று குறைவாக இருக்கும் . 
மடக்கையின் பின்னப் பகுதியை , மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து 
கண்டுகொள்ள வேண்டும் . 


logi . 1 


ஆ . ஒன்றைவிட மிகச் சிறிய மிகை எண்களின் பொது மடக்கை 
பின் வரும் மடக்கைகளை கவனிக்கவும் . 
10 ° = 1 என்பதால் , 

= 0 

1 
= 0.1 , 

: log1 . ( 0 • 1 ) 
10-2 

0.01 , ஃ login ( 0-01 ) 
10-8 = τοσο 0.001 , . logic ( 0.001 ) 

= - 8 . 


10-1 


10 


க.ஓ . அ . - 4 


- 


log 0-9183 
log 0.08139 
log 0.003891 


( ii ) ஒன்றைவிட சிறிய எண்ணின் தசம புள்ளிக்கு அடுத்து 
பார்த்த உடனே யே அந்த எண்ணின் மடக்கையில் உள்ள முழு 
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ஓர் அறிமுக 
இம் மதிப்புகளிலிருந்து , 0.1 - க்கும் 1 - க்குமிடையே உள்ள 
எண்களின் மடக்கைகள் ; ( --11 - க்கும் பூச்சியத்திற்கும் இடையில் 
அமைந்திருக்கும் என்றும் ; / * 01 - க்கும் 0. 1 - க்குமிடையே உள்ள 
எண்களின் மடக்கைகள் ; ( -2 ) -க்கும் ( -1 ) -க்கும் இடை யில் 
அமைந்திருக்கும் என்றும் ; 0.00 1 - க்கும் 0-01 - க்கும் இடையே 
யுள்ள எண்களின் மடக்கைகள் . --3 ) - க்கும் ( - 2 ) -க்கும் இடை 
யில் இருக்கும் என்றும் தெரிகிறது . இவ் வாறு , 

11. 

ஒரு மிகை பின்னம் , 
- 2 + ஒரு மிகை பின்னம் , 

3 + ஒரு மிகை பின்னம் , 
என்றிருக்க வேண்டும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 

ஆகையால் . மடக்கைக் காண்பதற்காக ஏதேனும் ஒரு மிகை 
பின்னம் கொடுக்கப்பட்டால் , அதை முதலில் தசம அமைப்பில் 
எழுதவேண்டும் . பின் அந்த எண்ணின் பொது மடக்கையின் 
முழு எண் பசதியை அறிய , கொடுக்கப்பட்ட எண்ணில் தசம 
புள்ளிக்கு அடுத்து தொடர்ந்தாற்போல் எத்தனை பூச்சியங்கள் 
உள்ளனவோ அதோடு ஒன்றைக் கூட்டி , அதன் அடையாளத் 
தைக் குறையாகக் கொள்ள வேண்டும் . முன்போலவே , மடக் 
கையின் பின்னப் பகுதியை மடக்கை 

அட்டவணையிலிருந்து 
கண்டு கொள்ளலாம் . 
குறிப்பு : ( i ) ஒன்றை விட பெரிய 

எண்ணின் முழு எண் 
பகுதியில் n இலக்கங்கள் இருந்தால் அதனுடைய பொது மடக் 
கையின் முழு எண் பகுதி ( n - 1 ) என்றிருக்கும் . 
தொடர்ந்தார்போல் இருக்கும் பூச்சியங்களின் எண்ணிக்கை 
என்றால் , அந்த எண்ணின் பொது மடக்கையின் முழு எண் பகுதி 
( n + 1 ) என்றிருக்கும் . 

எண் கொடுக்கப்பட்டால் , அதைப் 
இ . இவ்வாறு , ஒரு 


n 


றைவிட 


எண் பகுதியை கூறமுடியும் என்றும் ; அந்த எண் ஒன் 
அதிகமாக இருந்தால் , மடக்கை முழு எண் பகுதி மிகையாகவும் ; 
ஒன்றைவிட குறைவாக இருந்தால் , மடக்கை முழு எண் பகுதி 
குறையாகவும் இருக்கும் என்றும் அறிகிறோம் . மேலும் மடக்கைப் 
பின்னத்தை அட்டவணையிலிருந்து தெரிந்துகொள்ள வேண்டும் 
என்றும் , அது எப்பொழுதுமே மிகை மதிப்பாகத்தான் இருக்கும் 
என்றும் ; அறியவும் . இனி மடக்கை பின்னத்தை கணக்கிடும் 
முறையைப் பார்ப்போம் . 


மடக்கை 
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4.3-2 . 


மடக்கை அட்டவணையைப் பயன்படுத்தும் முறை 


இங்கு , குறிப்பாக 61.89 என்ற எண்ணின் பொது மடக் 
கையைக் காண்போம் . இந்த எண்ணின் முழு எண் பகுதியில் 
6 , 1 எனும் இரண்டு இலக்கங்கள் 

உள்ளன . 

ஆகையால் 
மடக்கை முழு எண் பகுதி 1 என்று தெரிகிறது . மடக்கை பின் 
னத்தை பின் வருமாறு கணக்கிடல் வேண்டும் . 


மடக்கை அட்டவணையில் , Logarithm என்ற தலைப்புள்ள 
பக்கத்தை எடுத்துக் கொண்டு , அப் பக்கத்தின் முதல் நிரலில் 
61 என்ற இலக்கங்கள் உள்ள வரிசையைப் பார்த்துக்கொள்ள 
வேண்டும் . இந்த வரிசையை , 8 என்ற இலக்கத்தைத் தலைப்பில் 
உடைய நிரல் சந்திக்கும் இடத்திலுள்ள இலக்கங்களைக் குறித்துக் 
கொள்ள வேண்டும் . அவை 7910 என்று தெரிகின்றன . பிறகு 
அதே வரிசையில் , சராசரி வேறுபாடு ( Mean difference ) எனும் 
பகுதியில் உள்ள 3 என்ற இலக்கத்தின் கீழ் அமையும் நிரலில் 
இருக்கும் இலக்கங்களையும் குறித்துக் கொள்ள வேண்டும் . அந்த 
இலக்கம் 2 என்று தெரிகிறது . இதை முதலில் கண்ட இலக்கங் 
களுடன் கடைசியிலிருந்து கூட்டவேண்டும் . அம்மதிப்பு 7912 
என்று கிடைக்கும் . ஆகையால் தேவையான மடக்கை பின்னம் 
0.7912 என்று அறிகிறோம் . இவ்வாறு , 
log 61.83 

10.7912 = 1.7912 


காமம் 


என்று கிடைக்கும் . 


4 


R. 


காண 


குறிப்பு : மடக்கை அட் 

மடக்கை அட் -- வணை மூலம் , மடக்கை 
விருக்கும் எண்ணின் நான்கு இலக்கங்களுக்குச் சுத்தமாகத்தான் 
மடக்கை பின்னப் பகுதியை அறிய முடியும் . அதாவது , கொடுக் 
கப்பட்ட எண்ணின் பொருளுடைய முதல் நான்கு இலக்கங் 
களுக்கு ஒப்பான மடக்கை பின்னப் பகுதியைத்தான் பெறலாம் . 
எனவே இலக்கங்கள் 4 - க்கு மேல் உள்ள ஒரு எண் கொடுக்கப் 
பட்டால் , அதன் மதிப்பை 4 இலக்கங்களுக்கு சுத்தமாகச் 
சுருக்கிக் கொள்ளவேண்டும் . 

இந்த 4 இலக்கங்களுக்கு ஒப்ப 
அமையும் மடக்கை பின்னம்தான் , கொடுக்கப்பட்ட எண்ணுக் 
கும் ஒப்பான மடக்கை பின்னமாகும் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 7813.62 என்ற எண்ணிக்கை மடக்கை 
காணும் போது , 7084 என்ற இலக்கங்களுக்கு ஒப்ப அமையும் 
மடக்கை பின்னம்தான் , கொடுக்கப்பட்ட எண்ணுக்கும் ஒப்ப 
அமையும் மடக்கை பின்னமாகும் . 
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ஓர் அறிமுகம் 


இதேபோன்று . log 0.0590183 - ன் மதிப்பைக் காணும் 
போது , 5902 என்ற இலக்கங்களுக்கு ஒப்பான மடக்கை பின் 
னத்தைத்தான் , தேவையான மடக்கை பின்னமாகக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


இவ்வாறு , ஒரு எண்ணின் மடக்கை மதிப்பு தோராயமான 
தொன்று என்று அறியவும் , 


4-3.3 . பொருளுடைய இலக்கங்களின் தொடர் முறை ஒன்றாகவே 
அமைந்து , தசமப் புள்ளியால் மட்டும் மாறுபட்டுள்ள பல்வேறு 
எண்களின் மடக்கைகளின் பின்னப் 

பகுதிகள் சமமாகவே 
இருக்கும் . 


அதாவது . 

35-19 , 351-9 , 3.519 முதலிய எண்களின் 
மடக்கைகளின் பின்னப் பகுதிகள் சமமாகவே இருக்கும் . 


முதலில் 35-19 - ன் மடக்கையைக் காண்போம் . 


முழு எண் 


பின்ன 


இந்த எண் ஒன்றை விடப் பெரியது ; மேலும் இதனுடைய 

பகுதியில் இரண்டு இலக்கங்கள் இருப்பதால் , 
மடக்கை முழு எண்ணின் மதிப்பு ஒன்று என்று தெரிகிறது . 
அடுத்து மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து , மடக்கை 
பதிப்பு 0 • 5465 என்றும் கண்டுகொள்ளலாம் . இவ்வாறு . 

log 35-19 = 1.5464 என்று அறிகிறோம் . 
இதேபோன்று , log 351 • 9 = 2.5484 என்றும் ,, 

log 3-519 = 0 • 5464 என்றும் கிடைக்கும் . 
மேலும் , log 0-03519 = -2 + 0.5484 என்று தெரியும் . 


இங்கு மடக்கை முழு எண் ( -2 ) எனும் குறையெண்ணாகும் . 
ஆனால் மடக்கை பின்னம் மிகை மதிப்பாகும் . இவை இரண் 
டையும் + என்ற குறியீட்டின் உதவியில்லாமல் சேர்த்து எழுத 
log 0.03519 

2.5464 என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 
இங்கு ( - 2 ) -ஐ , 2 என்று குறிப்பிட்டுள்ளதை கவனிக்கவும் . 
அதாவது 2 - ன் அடையாளம்தான் ( - ) என்பதைக் குறிப்பிட , 
2 - ன் தலைமீது 

அந்த குறியீட்டைக் குறிப்பிட்டுள்ளதையும் 
கவனிக்கவும் . இதேபோன்று , பின் வரும் மடக்கைகளையும் 
எழுதலாம் . 

log 0.3519 = 1.5464 
log 0.00003519 = 5.5464 
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குறிப்பு : மேலே கண்ட மடக்கைகளில் , அடி எண்ணைக் 
( 10 ) குறிப்பிடாமலிருப்பதைக் கவனிக்கவும் . இங்கு நாம் காண் 
பதும் , இனி காண இருப்பதும் பொது மடக்கைகளேயாதலின் , 
அடி எண் குறிப்பிடப்படவில்லை . ஆகையால் , வேறுவிதமாகக் 
கூறும் வரை மடக்கையின் அடி யெண்ணை 

10 

எனக் 
கொள்ளவேண்டும் . 


4.3.4 . எதிர் மடககை 


logicN = x என்றால் , N என்பது x என்ற எண்ணின் எதிர் 
மடக்கை என்று கூறப்படும் . அதாவது எந்த எண்ணின் பொது 
மடக்கை x ஆக இருக்குமோ , அந்த எண்ணை -ன் எதிர் 
மடக்கை என்கிறோம் . இதைக் குறிப்பிட , 

N = Antilog x என்று எழுதுதல் வழக்கமாகும் . 
எடுத்துக்காட்டாக , log 918.5 = 2.9607 என்று தெரியும் . 
எனவே , Antilog 2.9607 == 913-5 என்பதாகும் . 


மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து எந்த ஒரு எண்ணின் மடக் 
கையை கண்டறிவது போன்று , எதிர் மடக்கையையும் காண 
முடியும் . இதை பின் வரும் விளக்கம் தெளிவுபடுத்தும் . 


மேலே கொடுக்கப்பட்ட எடுத்துக்காட்டில் , 

Antilog 2.9607 = x எனக் கொள்வோம் . 
... log x = 2.9607 என்று தெரியும் . 


இப்பொழுது , எதிர் மடக்கையை ( அதாவது x- ன் மதிப்பை ) 
பெற , log x- ல் உள்ள முழு எண் பகுதியை முதலில் விட்டுவிட 
வேண்டும் . பிறகு மடக்கை அட்டவணையில் உள்ள Altilogarithm 
எனும் தலைப்புடைய பக்கத்தை எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும் . 
அந்தப் பக்கத்தின் முதல் நிரலில் 96 எனும் இலக்கங்கள் உள்ள 
வரிசையை , 0 எனும் இலக்கத்தைத் தலைப்பில் உடைய நிரல் 
சந்திக்கும் இடத் தில் இருக்கும் இலக்கங்களை குறித்துக் கொள்ள 
வேண்டும் . 

அவை 9120 என்ற இலக்கங்களாகும் . அதன்பின் 
சராசரி வேறுபாடு என்ற பகுதியில் உள்ள , 7 எனும் இலக்கத் 
தின் கீழ் அமைந்துள்ள நிரலில் , முன்பு பார்த்த அதே வரிசை 
யில் இருக்கும் இலக்கங்களையும் குறித்துக்கொள்ள வேண்டும் .. 
அந்த இடத்திலுள்ள இலக்கங்கள் 15 என்று 

தெரிகிறது . 
இவற்றை முன்பு குறித்துக்கொண்ட இலக்கங்களுடன் கடைசி 
யிலிருந்து கூட்ட , 9135 என்று கிடைக்கும் . 
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ஆனால் log x- ன் முழு எண் பகுதியில் 2 என்றிருப்பதால் , 
தேவையான எண் x- ன் முழு எண் பகுதியில் 3 இலக்கங்கள் 
இருக்கவேண்டும் . எனவே மூன்று இலக்கங்களுக்குப் பிறகு தசம 
புள்ளியை வைக்கவேண்டும் என்று அறியவும் . இவ்வாறு , 

Antilog 2.9607 = 913.5 என்று கிடைக்கும் . 


என்று 


இதேபோன்று , Antilog 5.9607 = 0.009135 
தெரியும் . ஏனெனில் , ஒரு எண்ணில் தசம புள்ளியை அடுத்து 
2 பூச்சியங்கள் இருந்தால் தான் , அந்த எண்ணின் மடக்கையின் 
முழு எண் பகுதி ( -3 ) என்றிருக்கும் . இவ்வாறே ஏனைய எண் 
களுக்கும் எதிர் மடக்கையை கணக்கிடலாம் . 


குறிப்பு : மடக்கையைப் பயன்படுத்தி மிகவும் எளிய 
முறையில் , கடினமான பல எண்களின் பெருக்கல் , வகுத்தல் , 
மூலங்கள் முதலியனவற்றைக் கணக்கிடமுடியும் . பொது மடக் 
கையை எல்லா துறைகளிலும் பயன்படுத்துகின்றனர் . சிக்க 
லான பல கணக்குகளின் தீர்வுகளை எளிதில் பெற , பொதுமடக்கை 
உதவியாக உள்ளது . இதை பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகளி 
லிருந்து அறியலாம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


1. 111 , 711 ஆகிய எண்களுள் பெரிய எண் எது என்று 
கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

இங்கு , x = 11 " என்க . 
ஃ . log x = log 11 = 7log 11 

= 7x1.0414 (மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து ) 
i.e. log x = 7 • 2898 


அடுத்து , y = 

711 என்க . 
ஃ . log y = log 711 

log 711 = 11 log 7 
= 11 x 0.8451 


i.e. logy = 9.2961 
ஆகையால் , log y > log x என்று தெரிகிறது . 
எனவே , y > x என்றிருக்க வேண்டும் . 
அதாவது , 711 என்பது பெரிய எண்ணாகும் . 
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2 
. 


880 என்ற எண்ணில் எத்தனை இலக்கங்கள் இருக்கும் ? 


தீர்வு : 


880 எனக் கொள்வோம் . 
log x = 30 log 8 


ஃ 


30 x 0.9031 


= 27-093 


எனவே , Ing x- ன் மடக்கை முழு எண் 27 என்றிருப்பதால் , 
x என்ற எண்ணில் 28 இலக்கங்கள் இருக்கவேண்டும் . 


8. 2- X3-4 என்ற எண்ணை தசம பின்னமாக எழுதினால் 
பொருளுடைய முதல் இலக்கம் அமையும் இடத்தைக் காண்க . 


தீர்வு : 


x = 2-53- என்க . 


ஃ 


log x = log ( 2-5 X 3-4 ) 

log ( 2-5 ) + log ( 3- ) 
= -5 log 2 - 4 log 3 

-5X0.3010 - 4 x 0.4771 
= - [ 1505 + 1.9084 ] 

3.4134 . 


இங்கு , முழு எண் பகுதி , பின்னப்பகுதி இரண்டுமே குறை 
எண்களாக உள்ளன . மடக்கை முழு எண் பகுதியை தீர்மானிக் 
கும் முன் , பின்னப் பகுதியை மிகையானதாக மாற்றவேண்டும் . 
ஆகையால் , 


log x = 


3 + ( -0.4134 ) 
- 

4 + (1-0.4134 ) 
- 4 + 0.5866 


i.e. logx = 4.5866 

இங்கு log x- ன் மடக்கை முழு எண் ( -4 ) என்றிருப்பதால் , 
X- ல் தசம புள்ளியை அடுத்து 3 பூச்சியங்கள் இருக்கவேண்டும் . 
அதாவது தசம 

புள்ளியை அடுத்து நான்காவது இடத்தில் 
பொருளுடைய முதல் 

இலக்கம் அமைந்திருக்கும் 
அறிகிறோம் . 
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கணிதம் - 


ஓர் அறிமுகம் 


4 . 


மடக்கையைப் பயன்படுத்தி பின் வருவனவற்றின் மதிப்பு 
காண்க . 
24-557-632 

1 

( ii ) 
0.325 

(( 8.675 ) 
36.723 4.51 

( 28.5 ) 2x10-528 ) : 
( iii ) 

(iv ) 
( 1.87 ) X2.19 

1 - ( 0.352 ) 


( 
i 
) 


8 


ப 


தீர்வு : 


24.55 x 7.682 
( i ) * = 

என்க . 
0.325 


log x = log 


24.55x7.682 

0.825 


| 


log 24.55 + log 7.832 - log 0 • 325 


2.7608 


எனவே , 


Y = Antilog 2.7608 


= 576.5 


செய்முறை : 
மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து , 

log 24.55 = 1.3901 
log 7-632 = 0.8826 
கூட்ட : 

2.2727 
log 0.325 = 1.5119 
கழிக்க , 

2.7608 


1 


1 


= 


== 


என்க . 


] 


( ii ) * 

( 8.675 ) ( 8.675 ) 
i.e. 

( 8.675 ) 
ஃ log x = log [( 8.675 ) 

- : x log 8.675 

x 0.9883 
-1 x 1.8766 

0.6255 ( தோராயமாக ) 


t 


- 
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i.e. log x = -1 + ( 1-0.8255 ) 

1.8745 
x = Antilog ( 1 :8745) 

= 0.2369 


ll 


36.72 X 14:51 
( iii ) 

எனக் கொள்வோம் .. 
( 1:87) X 2.13 
:: log x = [ log 86:72 + log ( 4.51) ]] 

[ log ( 1:87 ) 8 + log 2:19 ] 
[ log 38.72 + log 4:51] 

[ 3 log 1.87 + log 2:19 ] 
= ( 1.5649 + x 0.854e ] 

- [ 9 X 0.2718 +0.8404 ) 
[ 1.5649 + 0.8271 ] , [ 0.8151 + 0.3404 ] 

1.8920 - 1.1558 
i.e. log x = 0.7862 
.. 

Antilog 0.7382 


X 


= 5.448 


8 


( iv ) x = 

( 29.5 ) X (0.523 ) 

1 - (0.952 ) 

(29.5 ) x ( 0.528 ) 
( 1 +0.952) (1-0.352) 
( 28.5 ) " x (0.582 ) 

1.852 X 0.848 
% 60 $ wroj , logx = [ log ( 23.5 ) + log (0.528 )"} 

[ log 1.352 + log 0.848 ] 
[ 2 log 29.5 + 3 log 0.523 ] 

[ log 1.352 + log 0.848 ] 
[ 2 x 1.3711 +3 X 1.7185 ] 

[ 0.1309 + 1.8116 ] 
[ 2.7422 + ( -0.8445 ) ] – [0.1809 

+ ( -0.1884 ) ] 
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கணிதம் ஓர் அறிமுகம் 
(( 2.7422 +0.1884) - ( 0.8445 + 0.1309 ) 

2.9306 0.9754 
= 1-9552 
x = Antilog 1-9552 

90.20 


5. log 2 = 0.3010 , log 3 = 0.4771 என்று கொடுக்கப் 

= 3 
பட்டால் log 4.12 - ன் மதிப்பைக் கணக்கிடு . 
தீர்வு : 

log1.12 
log4.12 = 

log1040 

( அடிமாற்று விதிப்படி ) 
logic (43) 
log1 . [ 4x10 ) 
log104 + log103 
log104 + log1.10 
2 log 2 + log 3 

( :: log 1.10 = 1 ) 
2 log 2 + 1 
2x0.3010 + 0.4771 

2x0.3010 + 1 
1.0791 10791 
1.602 16020 


]] 


== 


6. கீழ்க் காணும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க : 
( i ) 3xx52x - 1 = 15 , ii ) 28x - 5 x 32 - x = 72x , 

( iii ) 9x + 20 = 3x + 2 
தீர்வு : 

( j ) 3xx 52x - 1 = 15 


இரண்டு பக்கங்களும் மடக்கை எடுக்க , 
i.e. log ( 3KX £ x - 1 ) 

= log 15 
i.e. log 3x + log 52x - 1 = log 15 
i.e. x log 3 + ( 2x - 1 ) log 5 = 

log 15 
i.e. x ( log 3 + 2 log 5 ) = log 15 + log 5 

x ( log 3x52 ) = log (5x15 ) 
i.e. x log 75 = 

log 75 
x = 1 
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= 0.5508 


( ii ) 2 -3-- = 720 

- 
இருபுறமும் பொது மடக்கை எடுக்க , 
log [ 28x - 5 • 82 - x ) = log ( 72 ) 
i.e. log 28x - 5 + log 32 - x = log ( 79x ) 
1.e. ( 8x - 5 ) log 2 + ( 2 - X ) log 3 = 2x log 7 
i.e. x [ 3 log 2 - 

log 3-2 log7 ] = 5 log 2 - 2 logs 
i.e. x [ 3 x 0.3010 - 0.4771 - 2 x 0-8451 ) 

= 5x 0.3010 - 230.4771 
i.e. x [ 0.903 - 2.1673 ] = 0 5508 
i.e.x [ - 1.2643 ] 
0.5508 

5508 
1.2643 

12843 
5508 
y = என்க . 

குறை 

( ஏனெனில் , 
12643 

எண்களின் மடக்கை வரையறுக்கப்பட வில்லை . ) 
.. log y = log 5508 

log 12843 
3.7410 - 4.1018 
i.e. log y = 1-6392 
y 

Antilog ( 1-6392 ) 

= 0.4357 
எனவே , x = -y = 

y = -0-4357 


ஃ . 


அடுத்து , 


ஃ . 


. 


( iii ) 9x + 20 = 3x + 9 

i.e. ( 82 ) + 20 = 3.32 

i.e. ( 3 ) + 20 = 9x3 
இங்கு y = 3 * என்றிட சமன்பாடு பின் வருமாறு அமையும் , 
அதாவது . y : + 20 = 9y 


i.e. y 


ey + 20 = 0 


. 


i.e. ( y - 4 ) ( y - 5 ) = 0 
y = 4 அல்லது 5 
= 4 எனில் , 3x = 4 என்றாகும் 
ஆகையால் , log ( 3 ) 


y = 


log 4 
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3 = 


X 


II 


i.e. x log 3 

log 4 
log 4 

= 1.262 என்று கிடைக்கும் . 

log 3 
அடுத்து , y = 5 எனில் , 31 = 5 என்றாகும் .. 
6T 60 Go , log ( 8 % ) = log 5 
i e . x log 3 

log 5 
log 5 

= 1.465 என்று பெறலாம் , 
log8 


பயிற்சி 


1. கீழ் காணும் பிரிவுகளில் உள்ள 

எண்கள் ஒவ்வொன் 
றிலும் இருக்கக்கூடிய இலக்கங்களின் எண்ணிக்கையைக் 
கண்டுபிடி . 

( iii ) 878 

( iv ) 819 x 28 
( v) 212 x 37 


( j ) 314 


( ii ) 587 


2. பின் வரும் பிரிவுகளில் காணும் எண்கள் ஒவ்வொன்றை 

யும் தசம பின்ன அமைப்பில் எழுதும்போது பொரு 
ளுடைய முதல் இலக்கம் அமையும் இடத்தைக் காண்க . 


1 
310 


( iv ) ( 0.9 ) 100 


( i ) 2-30 ( ii ) 3-4 ( iii ) 
( v ) ( 0.02 ) 


0 


3. பின்வருவன ஒவ்வொன்றின் மதிப்பு காண்க . 

( i ) 12.592 ( ii ) 10.5432 ( iii ) 5000835 


1 


( iv ) 10-008378 ) 


4. பொது மடக்கை மூலம் பின் வரும் எண்களின் மதிப்பு 

களைக் கணக்கிடு . 


( i ) 3.456 x 58.51X0.04372 


( ii ) 13471X ( 20 • 3 ) ( iii ) 


4671x3-487 
252.4x16.3 


( iv ) 


131 * 5x ( 15 * 67 ) ? 

5.645 


( v ) 


24.71x8.43 
16.94x3.23 
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( vi ) 


134.6 ( 0.272 ) 
( 46-95 " x8 • 743 


( vii ) (8-215 x (0 02378 

( 45-67) X ( c-c02135 ) 


( viii ) 


3941 X 41.943 

100.8 


1 


= 


5. logs 10 

log10 
பைப் பெறுக . 


என்று நிறுவி , logs 30 - ன் மதிப் . 
3 


6. y = axb- % என்ற சமன்பாட்டை ( i ) x = 0 • 2 , y = 316 , 
( ii ) x = 0.4 , y = 120 என்ற 

மதிப்புகள் 
நிறைவு செய்யுமானால் a , b இவற்றின் மதிப்புகளைக் 
கணக்கிடுக . 


இணை 


7. கீழே கொடுக்கப்பபடுள்ள சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் 

பெறுக . 

( i ) 2x - 1X32x - 1 * (ii ) 5x39x - 1 = 7x + 2 
( iii ) 32-1x42x - 8 = 20 ( iv ) 29x + 1x7x + 3 


= 17 : +5 . 


8. பின்வருவனவற்றின் தீர்வு காண்க . 

( i ) 91 - 5x3 + 4 = 0 ( ii ) 92x == 9 + * 


80 . 


விடைகள் 


1. ( i ) 7 ( ii ) 26 ( iii ) 38 ( iv ) 9 ( v ) 7 
2. ( i ) 10 ( ii ) 21 

( iii ) 10 ( iv ) 5 ( v ) 34 
8. ( i ) 1.974 ( ii ) 0.8586 ( iii ) 0-384 ( iv ) 44.31 
4. ( i ) 8.843 ( ii ) 5389 ( iii ) 3.937 ( iv ) 5720 

( v ) 1.951 ( vi ) 0.00008539 (vii ) 3.685 

( viii ) 999.7 
5.3.096 
6 . a == 832.2 , 

832.2 , = 126.6 
7. ( i ) 0-5205 ( ii ) 13.46 ( iii ) 2 • 9 ( iv ) 15-3 
8. ( i ) 0 , 1 • 262 ( ii ) 0 , 1-995 


5. இருபடிச் சமன்பாடு 

( Quadratic equation ) 


5.1 . மூன்னுரை 

x என்ற மாறியில் அமைந்துள்ள ஒரு சமன்பாட்டில் x- ன் 
உயர்ந்த படி ஒன்று என்றிருக்குமானால் , அச் சமன்பாட்டை 
ஒரு படிச் சமன்பாடு ( Linear equation ) என்று கூறுகிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 3x - 5 = 0 , 8x + 11 = 0 , ax + b = 0 
என்பன ஒரு படிச் சமன்பாடுகளாகும் . 


. 


இங்கு ax + b = 0 , ( a , b என்பன ஏதேனும் இரண்டு மெய் 
யெண்கள் ) எனும் சமன்பாடு ஒருபடிச் சமன்பாட்டின் திட்ட 
அமைப்பாகும் . 


இதேபோன்று x- ல் அமைந்துள்ள ஒரு சமன்பாட்டில் -ன் 
மிக உயர்ந்த படி இரண்டு என இருப்பின் , அவை இருபடிச் 
சமன்பாடு என்கிறோம் . அதாவது , 

5x -7x + 2 = 0 , 
x2 + 3x + 2 = 0 என் பன இருபடிச் சமன்பாடுகளாகும் . 
இவ்வாறு , a , b , c என்பன ஏதேனும் மூன்று 

மெய்யெண் 
களாயின் , ax " + bx + c = 0 என்பது இருபடிச் சமன்பாட்டின் 
திட்ட அமைப்பாகும் . இங்கு a- ன் மதிப்பு பூஜ்யமாக இருத்தல் 
கூடாது என்பது தெளிவாகும் . 


பொதுவாக , x- ல் அமைந்துள்ள ஒரு சமன்பாட்டில் கடன் 
உயர்ந்த படி n என்றால் , அச் சமன்பாட்டை n படிச் சமன்பாடு 
( n th degrce equation ) என்பது வழக்கமாகும் . இதன் திட்ட 
அமைப்பு , 


a . x " + alan - 1 + a , xn - 2 + 


+ an - 1 x + an = 0 


என்பதாகும் . இங்கு as , ay , a , 

an என்பன மாறிலிகள் 
என்றும் , 1 ஒரு மிகை முழு எண் என்றும் அறியவும் . 


* 


சமன் பாடு 
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அடுத்து , சமன் பாட்டின் தீர்வு என்றால் என்ன என்பதைப் 
பார்ப்போம் . X- ன் எம்மதிப்பு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 
நிறைவு செய்யுமோ அம்மதிப்பை சமன்பாட்டின் தீர்வு ( Solution ) 
அல்லது மூலம் ( Root ) என்று கூறுகிறோம் . இவ்வாறு , மேலே 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளுள் , 


( i ) 3x - 5 = ) என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு என்றும் , 
( ii ) 6x + 11 = 0 என்பதன் தீர்வு - .. என்றும் . 
( iii ) 5x - 7x + 2 = 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டின் 

மூலங்கள் 1 , 3 என்றும் , 
( iv ) x + 3x + 2 == 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 

--1 , -2 என்றும் கண்டு கொள்ளலாம் . 


இனி , எந்த இருபடிச் சமன்பாட்டிற்கும் இரண்டு மூலங்கள் 
தான் உண்டு என்று நிறுவி , அந்த மூலங்களை காணும் முறையை 
யும் , அவற்றின் பண்புகளையும் பற்றி பேசலாம் . 


5.2 . 


ஒரு இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் இரண்டுதான் 
என நிறுவுதல் 


நிரூபணம் : 

கொடுக்கப்பட்ட இருபடிச் சமன்பாட்டை ax + bx + c = 0 
என்க . 

மேலும் , d , B என்பன இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
எனக் கொள்வோம் . பின் , d , B இவற்றைத் தவிர கொடுக்கப் 
பட்ட இருபடிச் 

சமன் பாட்டிற்கு வேறு மூலங்கள் இருக்க முடி 
மாறாக , வேறு ஒரு மூலம் இருக்குமானால் அதை Y என்க . 


யாது . 


இப்பொழுது , d , B , Y 

என்பன ax + bx + c = 0 - ன் 
மூலங்களாக இருப்பதால் , பின் வருவன உண்மையாகும் . 
acle + be + c = 0 

( 1 ) 
a B2 + bB + c = 0 

( 2 ) 
ay2 + by + c = 0 
சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 )-லிருந்து , 

a ( B2 - Y ) + b ( B + Y ) = 0 
என்று கிடைக்கும் . 


... 


அதாவது , 

B 


Y ) [ a ( B + Y ) + b ] = 0 . 
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ஆகையால் , 
a ( B + Y ) + b = 0 

( 4 ) 
என்றிருக்க வேண்டும் . 
இதேபோன்று , சமன்பாடு ( 1 ) , ( 2 ) - லிருந்து , 
a ( al + B ) + b = 0 

( 5 ) 
என்று பெற முடியும் . 
( 4 ) , ( 5 )-லிருந்து , a ( Y - d ) = 0 என்று கிடைக்கும் . 
ஆனால் , a = 0 என்பதால் , Y - d = 0 என்றிருக்க வேண்டும் . 
அதாவது , y = d என்றாகிறது . 


இவ்வாறு d , B , Y என்ற மூன்று மூலங்களுள் , இரண்டு சமம் 
என்று பெறுகிறோம் , எனவே ஒரு இருபடிச் சமன்பாட்டிற்கு 
இரண்டே இரண்டு வெவ்வேறு மூலங்கள் தான் உள்ளன என்று 
தெரிகிறது . 


53 . ருபடிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு காணுதல் ( Solving the 

quadratic equation ) 
கொடுக்கப்பட்ட இருபடிச் சமன்பாட்டை ax + bx + c = 0 
எனக் கொள்வோம் . இங்கு a- ன் மதிப்பு பூஜ்யமாக இருக்க 
முடியாது என்று தெரியும் . எனவே சான்பாட்டை , 

b 
x + 

x + 


C 


= 0 


a 


a 


என்று மாற்றியமைக்கலாம் . 


அதாவது , 


0 . 


>* + 2.x. 2a + + + ( a - ) = 0 

((x + 2 ) - * 


C 


i.e. 


b3 


4ac 


4a 


ஆகையால் , வர்க்கமூலம் காண , 


( x + 2a) 


+ 


M 


be - 4ac 

4ae 


+ b - 4ac 

2a 


. 
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i.e. 


b 
2a 


+ 


be - 4ac 

2a 


-- b + Mba – 4ac 

2a 
-bir b² + 4ac 

--h - 46-4ac 
2a 

2a 


i.e. 


x - 


9 ) . 


-44 ), 


என்று கிடைக்கும் . 


எனவே , இவ்விரண்டு மதிப்புகள் தான் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
சமன்பாட்டின் மூலங்களாகும் . இவற்றை d , B எனக் குறிப் 
பிடுவோமானால் , பின் 


d = 


- b + 3 - 4ac 

2a 


B = 


--b - 169-4ac 

2a 


5.3.1 . இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்களுக்கும் , 

குணகங் 
களுக்குமிடையே உள்ள 

தொடர்பு காணுதல் 
( Relation between the roots and coefficients) 
ax + bx + c = 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங் 
கள் d , B என்க . 


எனவே , 


-b + b - 4ac 

2a 


dd 


) . 


- - - - -ac 

2a 


B = 


என்று தெரியும் . 


இப்பொழுது , 


-b +/-4ac 


A + B = ( 


B - 4 ) + ( -5-2 - 46) 


1 
2a 


[ -b + / b > -4ac -b - 59-4ac 


க 


= 


[ - 2b ] = 
2a 


- 


b 


i.e. 


a + B 


== - 


அ . -5 
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அதாவது , 

-ன் குணகம் 
மூலங்களின் கூடுதல் = 

( 
X- ன் குணகம் 

) . 
இதேபோன்று , 
-b + vb2-4ac 

- 5 - 6 - 4ac 
als 

" ) . ( 
2a 
1 
[ [-b + vb_4ac) . ( -b - b - 4ac ]] 


2a 


= 


1 
40 


[ [ -b ) " - ( 5 - 4ac ) ] 


1 

[ b - ( b " 
4ae 


4ac ) ] 


1 
4a 


[ 4ac ) = - 


i.e. 


ds = 4 


அதாவது , 


மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை 


( 


தனி உறுப்பு 
x- ன் குணகம் 


5.3.2 . இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் கொடுக்கப்படின் , 

சமன்பாட்டைப் பெறுதல் (Forming a quadratic equation ) 


கொடுக்கப்பட்ட மூலங்களை d , B எனக் 

கொள்வோம் . 
எனவே , ( x - d ) , ( x - B ) என்பன அம் மூலங்களுக்கு ஒப்பான 
காரணிகளாகும் . இருபடிச் சமன்பாடு ஆதலால் வேறு காரணி 
கள் இருக்க முடியாது . 

ஆகையால் தேவையான சமன்பாடு , 
( x - d ) ( x - B ) = 0 என்பதாகும் . 
i.e. x " - x ( a + B ) + B = 0 
i.e. x " - x ( மூலங்களின் கூடுதல் ) + 

( மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை ) = 0 . 
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எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழ்காணும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் காண்க : 


( i ) 2x - 7x + 3 = 0 . 


( ii ) ( x - 1 ) ( 5 - x) = 3 . 


( i) + + + , 


+ 


தீர்வு : 


( i ) 2x " - 7x + 3 = 0 


, 


இங்கு a , b = -7 , c = 3 

c = 3 என்பது நன்கு 
விளங்கும் . எனவே சமன்பாட்டின் மூலங்கள் d , B என்றால் , 
- b + / b3_4ac 

b- 3 - 4ac 
dl = 

B = 
2a 

2 
என்று தெரியும் . 

7 + ( -7) -4. 2.8 7+ 49-24 
. dl = 
2.2 

4 


7 + 25 


12 


== 


i.e. 


d = 3 . 


இதேபோல , 


B 


7 - V ( -7 ) -4.2.9 


7 - 25 

4 


2.2 


1 


7 - 5 

4 


2 


ச 


ஆகையால் , சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 3 , } என்பனவாகும் . 

( ii ) ( x - 1 ) ( 5 - x ) = 3 


i.e. 


--x2 + 5x + x - 5 = 3 


i.e. 


-x + 6x 


& = 0 


i.e. 


1 


xே + 8 = 0 . 
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; 


= 4 


, 


இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் d , B எனில் , 

+8+ ( -6) - 4.1.8 
a 

+ 6- ( - 6 ) -4.1.8 
= 

; B 
2.1 

2.1 
6 + 14 

6 - 14 
2 

2 

2 
i.e. d = 4 , B = 2 . 
1 

1 

1 
( iii ) 
( x + p ) ( x + q ) 

( x + q ) + ( x + p ) 1 
i.e. 

( x + p ) ( x + q ) 
i.e. ( 2x +p + q) r = ( x + p) ( x + q ) 

= x + px + qx + pq 
i.e .. | 

0 x + ( p + q- 27 ) x + ( pg - gr - rp ) 
i.e. x + ( p + q - 2r ) x + ( pq - qr - rp ) 


+ 


+ -- 


= 


P 


சமன்பாட்டின் மூலங்கள் d , B பின் வருமாறு அமையும் . 
இப்பொழுது , 
d = - ( p + q - 2r ) + V ( p- q - 2r) -41 ( pq - qr - rp ) 

2. 1 
- [ - ( p + q - 2r) + 

( p3 + q +47 + 2pq- 4qr - 4rp ) - 4 ( pg - - p ) ] 
= > q ° q 

[ ( 2r - p - q) + p + q + 4r " - 2pg ] 
= * [( 2r - p - q ) + (p - q ) + 4r"] 


இதேபோன்று , 


B = / [( 2r - p - 4 ) - (p - q ) + 4r "] 


2. , 

d , B என்பன x - 4x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் என்றால் ( i ) ( a + B ) , ( ii ) ( a + BS ) இவற்றின் 
மதிப்புகளைக் காண்க . 
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தீர்வு : 


2 


43 + 1 = 0 - ன் மூலங்கள் 4 , 8 என்பதால் , 

( -4 ) 
d + B = 

4 , 


ds = " 


= 1 , என்று தெரியும் . 


( i ) இப்பொழுது , ( d * + Be ) 

( a + B ) = ( a + B ) - 2018 

( 4 ) * - 2.1 

= 14 . 
( ii ) இதேபோன்று , d + B = ( a + B - 30B( a + B ) 

= ( 4 ) * - 3.1 ( 4 ) 

52 . 


. 


3. x + 7x + 2 = 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
d , B எனில் , 


d * + BS 
( i ) 

( ii ) 
dL 

+ B 
இவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க . 


) ( i ) ( d - B " ) 


தீர்வு : 
d , B என்பன x + 7x + 2 = 0 - ன் மூலங்களாதலின் , 

7 
ad + ß8 = - 

-7 , 
1 


2 


B 


= 2 , என்று கிடைக்கும் . 


1 


( i ) இப்பொழுது , d + Be = ( u + By - 3UB ( d + B ) 

= ( - 7 ) * - 3 • 2 | -7 ) 
= [ - 49 +617 

- 43 x 7 
- 301 . 


1 


அடுத்து 4-1 + B 


+ 


1 
B 


al 
d + B 
dB 


|| 


= ( ") -- 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


ஃ 


* + B 

+ B - 1 


1 


( ii ) 


1 
+ 

B 


+ 


= 


பூ 


== 


( - 301 ) 

= 2 x 43 = 86 . 
( -1 ) 
a - B3 

d s 
( a + B ) - 2 d B 

( dB ) 
( -7) - 2.2 45 
( 2 ) 

4 
( d- B ) ( a + B ) 

( a - B ) ( a + B ) 
( u + B ) - 4dB 

( al + B ) 
V ( -7 ) - 4 . 2 . 

4. 2. ( - 7 ) 
-7749 - 8 = -7141 


. 


( iii ) de | 


B 


✓ 


2 


4. ax2 + bx + c = 0 எனும் இருபடிச் சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் . நீ எனில் , பின் வரும் கோவைகளின் மதிப்புகளைக் 
கண்டுபிடி . 


2cal + 

23 + 

B 
( ii ) ( 1 - * ) ( 1 - 3 " ) , 

B8 
( iii ) 

( iv ) ( ad + b ) -1 + ( as + b - 1 
B 

d 


( * + k ) 


+ 


தீர்வு : 
d , B என்பன ax + bx + c = 0 - ன் மூலங்களாதலின் , 

b 
al + நீ 

B என்று தெரியும் . 
a 


C 


a 


( 1 ) இப்பொழுது . ( 2 + ; ) ( 26 + 1 ) 

= ( Ast 1 ). (2 s + 1) 


1 

( 2AB + 1 ) 
AB 


2 


- - ( 3 + 1) 


இருபடிச் சமன்பாடு 


a ( 2c + a ) 

aº 


с 


( ec + a ) * 


ac 


( a + 2c ) 


ac 


( ii ) ( 1 - d ) ( 1 - B3) = 1 - dø - Bø + d B * 

= 1 ta B8 - d + B8 ) 
= 1 + 48 B3 – [ ld + B13 
- 3 dB ( d + B ) ] 

6 
= 1 + 


9 


( a ) - [(-4) 
– 8 (a ) ( - ) ] 
- [ - 

: ] 
- ( +672 28 - abe ) 


a ta 

a3 


11 


bº 
a® 

8bc 


+ Ta 


(ii) + 


gle 


+ 


B8 
L 


+ B 
dB 


8 


8 


( *** (B " 
)" 
do l ( + B + )* – 22 * B * ] 
db { [ ( d + B ) * 


2 


U 


{ [ ( d + B ) – 2 dB ] 

- 9 4 * 8 * } 


- {[( - ) - ] 

:) 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


-- 


1 
cla 


[ ( " -2 ) - - ) 
[ [6-2ac - 2 ) 


C 


1 


ac 
- [ [52 


- ) 

2ac ) - 2 ac ] 


== 


( iv) ( ad + by - 1 + ( as + b ) -1 
1 

1 
+ 
ad + b 

+ 6 as + 
( aB + b ) + ( ad + b ) 
( ad + b ) ( as + b ) 

a ( a + B ) + 26 
a dB + abd + abB + be 

a ( d + B ) + 26 
a ) (dB ) + ab ( d + B ) + b ? 

a ( - bla ) + 26 
a ( c /a ) + ab ( -bla ) + b3 
-- b + 2b 

b2 + 62 


== 


== 


ac 


b 


ac 


மூலங்களாக 


1 

1 
5 . 

என்பனவற்றை 
( 3 + 5 ) 

(3-15 ) 
உடைய இருபடிச் சமன்பாடு காண்க . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட மூலங்களை d . B என்க . 
எனவே மூலங்களின் கூடுதல் , 

1 

1 
d + B 

( 3 + 15 ) ( 3-5 ) 
3 - 15+ 3 + 15 
( 3 + 5 ) ( 3-5 ) 
6 

8 
9-5 

2 


+ 


இருபடிச் சமன்பாடு 
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இதேபோன்று மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை , 


as = ( +15 ) ( 5 ) 
--- 

. 


ஆகையால் , தேவையான இருபடிச் சமன்பாடு பின் வருமாறு : 

i.e.x - ( A + B ) x + dB = 0 
i.e. x * - * x ++ = 0 
i.e. 4x - 8x + 1 = 0 


6 . 

ஒரு இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் கூடுதல் 5 
என்றும் , அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 13 என்றும் கொடுக் 
கப்பட்டால் , அச் சமன்பாட்டைக் காண்க . 


தீர்வு : 

d , B என்பன தேவையான இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங் 
கள் எனில் , பின் , 
d + B = 5 . * + B * 

= 18 , 
என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


இப்பொழுது , 


அதாவது , 


+ B = ( d + B ) - 2aB 
18 = ( 5 ) - 20B 
20 = 25 13 = 12 
ds = 6 . 


i.e. 


i.e. 


எனவே தேவையான சமன்பாடு , 

x " - ( a + B ) x + As = 0 என்பதாம் . 
i.e. 

x * - 5x + 6 = 0 . 


7. p , q என்பன 5x - * - 2 = 0 எனும் சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் எனில் , 

என்பனவற்றை மூலங்களாக உடைய 


3 


3 


p 


g 


இருபடிச் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 5x - x - 2 = 0 


இதன் மூலங்கள் p , q என்பதால் , 

- ( -1 ) 1 
p + q = 

5 


pg = 


2 
5 , என்று கிடைக்கும் . 


8 


3 


இப்பொழுது , தேவையான சமன்பாட்டு மூலங்கள் 
என்பனவாம் . 


p 


பு 


அவற்றின் கூட்டுத் தொகை 


3 


8 


+ 


p 


g 


3 


( ++ ) 
* 


q + p 

pg 


3 


( 5 ) 
(-1 ) 


2 


8 


2 


இதேபோல , மூலங்களின் பெருக்குத்தொகை 


8 


8 


g 


P 
9 


9 
2/5 


pg 
45 
2 


எனவே , தேவையான சமன்பாடு , 

45 
x * – ( -3/2 ) x + 

2 


ப 


O 


1 


i.e. x + 3/2 x - 45/2 

+ = 0 
i.e. 2x + 81 - 45 = 0 


இருபடிச் சமன்பாடு 
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8. ax + bx + c = 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
d , B என்றால் , கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை மூலங்களாக 
உடைய சமன்பாடுகளைக் காண்க . 
( i ) d . Bal 

( ii ) ( md + B ) , ( m B + du ) , 
( iii ) ( cle + B + 89 ) , ( als 

( iv ) ( -1 ) , ( B- 1 ) 
தீர்வு : 

ax + bx + c = 0 - ன் மூலங்கள் d , B என்பதால் , 
+ B bla , 

dB = c / a என்று தெரியும் 
( i ) தேவையான சமன்பாட்டின் மூலங்கள் B. Bot 
என்பதால் , 
அவற்றின் கூட்டுத் தொகை B + Bal 

AB ( ol + B ) 
b 

bc 


R 


* ( - :) 


== 


== 


9 ) 


8 


மூலங்களின் பெருக்குத்தொகை 


B. Bal 
d B * 


CS 
as 


ஃ 


தேவையான சமன்பாடு , 


- ( 8 ) 
* - ( - * ) ++ = 0 


i ... x + abc x + = 0 
( ii ) கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூலங்கள் 

( md + B ) , ( ms + d ) என்பதால் 
மூலங்களின் கூட்டுத்தொகை ( md + B ) + ( ms + d ) . 

= m ( a + B ) + ( d + B ) , 

( m + 1 ) ( + B ) 
( m + 1 ) ( -b | a ) 

( m + 116 


a 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 
மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை = ( ma + B ) ( mB + d ) 

= medB + md + 

ms + dB 
AB ( m + 1 ) + 

m ( a + B ) 
( m ° + 1 ) ds + 

m [ ( d + B ) - 2d B ] 
= ( m " + 1-2m ] dB + 

m ( a + B ) 
= ( m - 1 ) d B + 

m ( d + 3 ) 


2 


+ 


ே 


( m - 1) ( 

)- ( 6 ) 

17 (- - ) 
= ( m - 1 ) * * + m 


be 


a 


* 


) - 


( m - 1 ) ac + mahe 

a 
எனவே தேவையான சமன்பாடு , 
( m + 1 ) 

( m - 1 ) ac + mba 
x + 

= 0 

a ? 
i.e. a x " + ( m + 1 ) abx + ( m - 1 ) ac + mb " = 0 
( iii ) கொடுக்கப்பட்ட மூலங்கள் : 

( + dB + B2 ) , ( - + 82 ) 
ஃ அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 

( a + B + B2 ) + ( a - AB + B- ) 
2 ( de + B2 ) 
2 [ ( a + B ) - 24 B ] 

b 
2 

2 


2 


[ b2 - 2ac ] 


aa 
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இருபடிச் சமன்பாடு 


மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை 

( + dB + B ) ( d - dB + B- ) 

( + B + dB ) ( + B -dB ) 
= ( u + B- ) " - ( B ) 
= [ [ : + B ) -2dB] - (dB) 


2 


- [ (- ) - 2 ] - ( 2 ) 
= [ * - * ) - * 
- [ = 2 ) 

- 


cc 
ae 


( b - 2ac ) 


C 


-- [[b _2ac) -cc ) 


= 


ஃ . 


தேவையான சமன்பாடு , 


2 


q2 | 


2 
x2 

1 
( b - 2ac ) x + 끓 

[ [ b - 2ac) - ac ] = 0 

at 
i.e. a + x - 2a ( b - 2ac ) x + ( b * -2ac ) -ac = 0 . 
( iv ) கொடுக்கப்பட்ட மூலங்கள் : ( d - 1 ) , (B - 1) * 
மூலங்களின் கூட்டுத் தொகை 

( -1) + ( B - 1 ) 
(ue - 2 +1 ) + ( B - 2B + 1 ) 
( +8 ) - 2 ( c + B ) + 2 
[ [ d + B ) " - 2dB ] -2 ( d + B ) +2 


+ 2 


- ( -2 ) - 2 + - 2( - 3) + 

2+ 2 


2 


b 


+ 2 


-- 


1 


Q 


- 


1 


( - 2ac + 2ab + 2a ) 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை 

= ( d - 1 ) ( B - 1 ) 

[ [ d - 1 ) ( B - 1 ] ] * 

[ ds - - B + 1 ] " 
= [[ dB - ( A + B ) + 1 ] 


= 


? 


= [ : - ( - - ) + ) 
= [ s + + +1 ] 
- [ c + b + a ) 


தேவையான சமன்பாடு . 
x " - - ( 20 " + be + 2ab 
2ac ) x 

+ + " 

( a + b + c ) = 0 
i.e. arx " - ( 2a + b + 2ab - 2ac ) x + ( a + b + c ) 2 = 0 


பயிற்சி 
1 . பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க . 
( j ) 4x = 4x + 1 , ( ii ) ( a + 1 ) x + 2ax = 

( 1 - a ) , 
( iii ) x + 1 = 4x . 
2. p , q என்பன 2x - 3x + 4 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
* மூலங்களாயின் பின் வருவனவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க . 
( i ) p + pg + 72 ( ii ) Pq + qp 
q 

P 9 
( iii ) + 

+ 

( iv ) 
4 P 

9 ெ 
3. 2 px + q 

= 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
d , B எனில் , கீழ்க்காணும் கோவைகளின் மதிப்புகளைக் காண்க . 

1 1 

al 

B 
) 

( ii ) 

+ 
B * 

dl : + q 
ale B 
( iii ) + 


1 
p + P 


+ 


* 


B : + q 


2 


B 


உ 


dde 
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2 


4 . 

d . B என்பன ax + bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் என்றால் , கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோவைகள் 
ஒவ்வொன்றினுடைய மதிப்பு காண்க . 
( i ) ( d 

B ) ( ii ) d + B ( iii ) d * + B 
( iv ) as - 83 ( v ) d4 + d B2 + Be 

1 - d 1- B 
( vi ) ( md . + MB ) ( ms + nd ) ( vii ) 

itd 

1 + B 
1 

1 
( viii ) 

+ 
( ad + b ) ( as + b ) 


+ 


x2 


5. x px + 4 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
d , B என்று கொடுக்கப்பட்டால் ( 1 + d ) ( 1 + B ) 1 + p + q 
என்று நிரூபிக்கவும் . 


6. p , q என்பன 2x - 8x + 3 = 0 

என்ற 

சமன்பாட்டின் 
மூலங்களாயின் , p + q - 3pq (p3 + q ) + 3pq p + g ) = 0 
என்று நிறுவுக . 


7 . 

d , B என்பன x3 - 3x + 5 = 0 எனும் சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் எனில் , ( de + B ) , ( B ? + d ) என்பனவற்றை மூலங் 
களாக உடைய இருபடிச் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

8 . 3x + 2x + 1 = 0 எனும் இருபடிச் சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் p , q என்றால் , 

ஆகியவற்றை 
P 

+ 9 
மூலங்களாகக் கொண்டுள்ள சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


( 1 + 2) .(1 + ) 


9. d . B என்பன 2x " + 3x + 4 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்களாயின் , 4x + 3x + 2 = 0 எனும் 

+ 3x + 2 = 0 எனும் சமன்பாட்டின் 


1 


1 


மூலங்கள் 

d B 


என்று நிரூபிக்கவும் . 


10 . x2 - 2x + 7 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
p , ) எனில் , ( i ) d , 88. ( ii ) ( a + B ) , ( B + d ) ஆகிய 
வற்றை மூலங்களாக உடைய சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 


11 . d . B என்பன x - px + q = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் என்று கொடுக்கப்பட்டால் , கீழே உள்ள பிரிவுகள் ஒவ் 
வொன்றிலும் உள்ளவற்றை மூலங்களாக உடைய சமன்பாடு 
காண்க . 


80 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


( 
i 
) 


( a + ; ) . ( 3 + + ) 
(i) ( + ) ( 

H 5 ) 
( + ) ( 2-4 ,) 


( iii ) ( d + nB ) , ( B + nd ) 
du 

B 
( iv ) 

1 + ) 


12. p , 

p , q என்பன ax + bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்களாகும் . பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளவற்றை மூலங்களாகக் கொண்டுள்ள சமன்பாடுகளைக் 
கண்டுபிடி . 

p q | 
( i ) p . ( ii ) pe , ( iii ) 

g P 


1 


1 


1 


1 


( iv ) 


( ) (p + 4*) ( 


+ 


) 


2 


p 


g 


p 


1 


( vi ) 


1 
1 


- 
+ 


விடைகள் 


1. ( i ) 


( +2) - ( -2) ( i ) (-1), (H + a) 


( iii ) ( 2 + 43 ) , ( 2 - 3 ) 


2. ( i ) 


1 
4 


( ii ) 


45 
4 


( iii ) 


45 
161 


( iv ) 


87 
24 


3. ( i ) 


4. ( i ) 


1 


( P - 3 ) ( i) * (i ) - - 4pa +2q 

( * - 4 ) (i) ( - 2 ) 
( i ) - ( Sac - 

(e-- Aaha+Bac ) ( vi ) ( nd"+( w-n " ) 


b_4ac ( b2 


( 3ac - b ) ( iv ) 


ac ) 


a B 


( 


( v ) 
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( vii ) 


2 ( a -- c ) 
( u + b + c ) 


(vi ) ((* ) 


7. * 2x + 12 = ) 
8.x - 2x + 3 = 0 
10. ( i ) x3 

x - 34x + 343 = 0 
( ii ) x2 + 8x + 22 = 0 


11. ( i ) qx " 

p ( 1 + q ) + ( 1 + q ) = 0 
( ii ) qx 

ஏ x - ( p + 1 ) q + p = 0 
( iii ) x - ( n + 1 ] px + np " + ( n - 1 ) q = 0 
( iv ) px " - 2p : + 1 = 0 


(63 


உ 


12. ( i ) ax 

2ac ) .x + c = 0 
( ii ) asx " + ( b8 8abc ) x + c = 0 
( iii ) acx2 ( b3 

2ac ) x + ac = 0 . 
( iv ) c x2 ( b3 2ac ) x + a = 0 
( v ) acx - ( b3 - 2ac ) ( a + c ) x + (b - 2ac ) 

= 0 
( vi ) ( a - b + c ) x - 2 ( a - c) x + ( a + b + c ) = 0 
5.3.3 

தொடர்புடைய மூலங்கள் ( Related roots ) 
ஒரு இருபடிச் சமன்பாட்டின் இரண்டு மூலங்களுக்கிடையே 
ஏதேனும் ஒரு தொடர்பு கொடுக்கப்பட்டால் , அத் தொடர்பு 
உண்மையாக இருப்பதற்குரிய நிபந்தனையைக் குணகங்களின் 
மூலம் காணமுடியும் . இத்தகைய 

நிபந்தனைகளைக் காணும் 
முறை பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் விளக்கப்பட்டுள்ளது . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. 

ax : + bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்களுள் 
ஒன்று மற்றொன்றைப் போன்று 1 மடங்கு இருப்பதற்கான நிபந் 
தனையைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , ax + bx + c = 0 
இதன் மூலங்களை d ; B எனக் கொள்வோம் . ஆகையால் , 
d = ms , அல்லது B 

அல்லது B = md என்றிருக்க வேண்டும் . 
க.ஓ. அ . - 6 
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கணிதம் 

ஓர் அறிமுகம் 
அதாவது , d - mB = 0 அல்லது B - md = 0 
எனவே , ( a - mB ) ( B - md ) = 0 என்று பெறலாம் . 

i.e. dB - md - mp3 + m " dB = 0 
ie . ( 1 + m ) di = m ( d " + Be ) 

= m [ ( d + B ) * - 2aB ] 
i.e. ( 1 + m + 2m ) dB = m ( d + B ) 


ஆனால் , 


b 


d + B 


B = > 


என்று தெரியும் . 


. 


. 


தேவையான நிபந்தனை , 


C 


( 1 + m3 + 2n ) 


( - ) 


என்பதாகும் . 


C 


be 


i.e. 


( 1 + m)" > 


= m 


i.e. 


( 1 + m ) ac = mb2 . 


இதைப் பிரிதொரு முறையிலும் பெற முடியும் . அது பின் வருமாறு : 


கொடுக்கப்பட்ட இரு படிச் சமன்பாட்டின் ஒரு மூலத்தை - 
என்க . ஆகையால் மற்றொரு மூலம் md என்றிருக்க வேண்டும் 


எனவே , மூலங்களின் கூடுதல் ,, 


b 


d + ma 


என்றும் , 


மூலங்களின் பெருக்குத் தொகை , 


C 


a.md 


என்றும் கிடைக்கப் பெறும் . 


- 


a 


b 


C 


அதாவது , 


( 1 + .m ) d = 


. 


mda 


* 


* 


a 


- 


இவ்விரு தொடர்புகளிலிருந்தும் - வை நீக்க , 

be 
( 1 + m ) 

என்று கிடைக்கும் . 


C 


2 


ama 


a2 


i.e. ( 1 + m ) ac = m be 
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2 ax + bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலம் 
மற்றொறின் கனம் என்று இருக்குமானால் , ( be - 23C ) = ac ( a + c ) 
என்று நிறுவுக . 


C 


தீர்வு : கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , ax + bx + c = 0 
இதன் மூலங்களை d , B எனக் கொள்வோம் . 

b 
எனவே , a + B 

dB என்று கிடைக்கும் . 
இப்பொழுது , d = B3 , அல்லது B = d என்றிருக்க வேண்டும் . 
அதாவது , d- Bs 

B3 = 0 , 

0 , அல்லது B - as = 0 
ஆகையால் , ( d - B ) . ( B - d ) = 0 என்று பெறலாம் . 
அதாவது , dB- d B + + d B = 0 
i.e. LB + d ß3 A + B 

( +82 ) 2dB 

= [ [ ol + B ) 2a B ] -2al * Be 
i.e. B 2d B d * : 
JB +2 233 + 3 = [ ld + B ) - 20B ] 

b 
3.e. + 2 
+ 

22 


. 


3 


உ 


3 


( 8 


a2 + 


8 


. 


( * - 2 ) 


2 


8 


1.e. 


asc + 2a c + ac : 
ac ( 3 + 2ac + 2 ) 
ac ( a + c ) 


(b2 
( b3 


i.e. 


2ac ) 

2ac ) 
(b - 2ac ) 


i.e. 


3. 32 

px + 4 = 0 என்ற இருபடிச் சமன் பாட்டின் 
மூலங்களுக்கிடையே உள்ள வேறுபாடு ஒன்று எனில் p = 4q + 1 
என்று காட்டுக . 


தீர்வு : x - px + q = 0 - ன் மூலங்களுள் ஒன்றை d எனக் 
கொள்வோமானால் மற்றொரு 

மூலம் ( a + 1 ) 

என் றிருக்க 
வேண்டும் . 

( - ) ) 
எனவே , al + ( a + 1 ) = 

p 


- = 
d . ( a + 1 ) = = 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


அதாவது , 


2d + 1 = p 


( 1 ) 


ds + d = q 


( 1 )-லிருந்து , d = 

p - 1 
2 


என்று கிடைக்கும் . 


இம்மதிப்பை ( 2 ) -ல் பொருத்த , 


( 2 ) + ( 2 ) - 


= 4 என்றாகும் . 


i.e. (p- 1 ) + 2 ( p- 1 ) = 44 
i.e. p - 2p + I + 2p - 2 = 4q 
i.e. 

p - 1 = 44 


i.e. 


p 


= 


4g + 1 


4. ( x - 5 ) ( x - 3 ) = m என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலம் 
மற்றொன்றைப்போன்று 3 மடங்குகள் இருக்குமானால் , m- ன் 
மதிப்பு என்ன ? 


= m 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

( x - 5 ) ( x -- 3 ) 
i.e. x 

x - 8x + 15 
i.e. x - 8x + ( 15 -- m ) = 0 


= m 


ஒரு மூலம் d எனில் , 


இந்த இருபடிச் 

இருபடிச் சமன்பாட்டின் 
மற்றொன்று 3d என்றிருக்கும் . 


(-8) = 8 


ஆகையால் , 4 + 3d 


1 


15 - m 
u ( 30 ) = - 

1 


= 15 - m 


40 = 8 , d = 


அதாவது , 


2 
. 


மேலும் 


32 = 15 - m , 3. 22 


15 - m 


m = 15 


12 = 3 
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5.3.4 . இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் தன்மையை அறிதல் 

( Nature of Roots ) 
ax : + bx + c = 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
- b + 1 he - 4ar 

- -b 

4ac 
4. B எனில் = 

B 

2a 
என்று தெரியும் . 


2 


2a 


இங்கு a , b , ( என்பன மெய்யெண்கள் என்றும் , மேலும் a- ன் 
மதிப்பு பூஜ்யமாக இருக்க முடியாது என்றும் அறிவோம் . 
d . B எனும் மூலங்களின் மதிப்புகளில் Vb2 – 4nc என்ற வர்க்க 
மூலம் அமைந்திருப்பதால் , மூலங்களின் தன்மை , (b2 - 4ac ) 
என்ற கோவையின் தன்மையைப் பொருத்து அமையும் . இக் 
கோவையின் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ஏற்ப மூலங்களின் 
தன்மை எவ்வாறு அமையும் என்பதை இங்கு பார்ப்போம் . 

( i ) • b2 - 4ac - ன் மதிப்பு ஒரு மிகை எண் என்க 

ஆகையால் , - 4ac- ன் மதிப்பு மெய்யெண்ணாக இருக்க 
வேண்டும் . எனவே , d , B ஆகிய இரண்டு மூலங்களும் மெய் 
மதிப்புகளாகவே இருக்கவேண்டும் . 

மேலும் ( be - 4ac ) என்பது ஒரு நிறை வர்க்கமாக இருக்கு 
மானால் , 2 - 4ac ஒரு விகிதமுறு எண்ணாக இருக்கும் . 
எனவே , மூலங்கள் இரண்டும் விகிதமுறு மூலங்களாக இருக்க 
வேண்டும் என அறிகிறோம் . 
ஆனால் ( b2 4ac ) ஒரு நிறை 

வர்க்கமாக இல்லாமல் , 
மிகையாக மட்டும் இருக்குமானால் , இரண்டு மூலங்களும் விகித 
முறா மெய் மூலங்களாக இருக்கும் என்பது தெளிவு . 
( ii ) 22 

4ac = 0 என்க . 
- b + 0 

b +0 
எனவே , d = 

B 


위 


b 


b 


அதாவது . d 


B 


a 


u 


அதாவது , மூலங்கள் இரண்டும் சமமான மெய் 

மதிப்பு 
களாகும் . 

( iii ) • be - 4ac - ன் மதிப்பு ஒரு குறை எண் என்க . 
ஆகையால் , 412 4ac என்பது ஒரு கற்பனை எண் ணா 
இருக்கும் . எனவே , d , B ஆகிய இரண்டு மூலங்களும் கற்பனை 
எண்களாகவே இருக்க வேண்டும் . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இவ்வாறு . 

( b2-4ac ) > 0 என்றால் d , B என்பன இருவேறு மெய் 
மூலங்களாகவும் , 

( b2-4ac ) = 0 என்றால் . , B என்பன இரண்டு சமமான 
மெய் மூலங்களாகவும் . 


( h : _4ac ) < 0 என்றால் d . B என்பன இரண்டு கற்பனை 
மூலங்களாகவும் அமைந்திருக்க வேண்டும் என அறிகிறோம் . 


இங்கு இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் 

தன்மை , 
( b * - 4ac ) என்ற 

கோவையைச் சார்ந்திருப்பதால் , இக் 
கோவையை இருபடிச் சமன்பாட்டின் தன்மை காட்டி ( Discri 
minant ) என்று கூறுவர் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


5 . பின் வரும் சமன்பாடுகள் ஒவ்வொன்றினுடைய மூலங் 
களின் தன்மையை அறியவும் . 

( 0 ) 4x - 3r + 2 = 0 ( ii ) 9x - 6x + 1 = 0 


X 


( iii ) 8x - 7x + 2 = 0 ( iv ) 


( 


+ 


ஐ 


( x - 2 ) 


( x + 1 ) 


தீர்வு : 


( i ) சமன்பாடு , 4 . 

4x - 3x + 2 = 0 
தன்மைகாட்டி ( -3 ) - 4.4.2 


9 


32 = 


23 


-- 


= ஒரு குறையெண் 


ஆகையால் , இச்சமன்பாட்டின் மூலங்கள் கற்பனை எண்களாகும் . 

( ii ) 9x - 6x + 1 = 0 
சமன்பாட்டின் தன்மைகாட்டி = ( -6 ) - 4.9.1 

== 0 . 


எனவே மூலங்கள் இரண்டும் சமமாகவும் மெய்மதிப்புகளாகவும் 
இருக்கும் . 
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( iii ) 3x - 7x + 2 = 0 
இதன் தன்மை காட்டி = 

= ( -7) - 4.3.2 
= 49 - 24 = 25 

( 5 ) 

= ஒரு நிறை வர்க்கம் 
ஆகையால் இச்சமன்பாட்டின் மூலங்கள் விகித முறு மெய்யெண் 
களாகும் . 


B 


( vi ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 


= 3 


X 

+ 

x- 2 x + 1 
அதவது , ) 

x ( x + 1 ) + 4 (3 - 2 ) = 3 ( x - 2 ) ( x + 1 ) 
i.e. x + x + 4 - 8 

= 3 ( x - 2x + x - 2 ) 

) 
i.e. 2x - 8x + 2 
i.e. x - 4x + 1 

O 


= 0 


ஃ . 


தன்மை காட்டி 


( -4 ) * - 4.1.1 


16 


4 


12 


ஒரு மிகையெண் . 


ஆகையால் . மூலங்கள் இரண்டும் விதகிமுறா மெய் மதிப்புகளாக 
இருக்க வேண்டும் . 


8. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளில் காணப் 
படும் a , b , c என்பன மெய்யெண்களாயின் அவற்றன் மூலங் 
களும் மெய்யெண்களாக இருக்கும் எனக் காட்டு . 

( i ) ( b " - 4ac ) x + 4 ( a + c ) x - 4 = 0 
( ii ) ( c + a - b ) x " + 2cx + ( b + c - a ) = 0 
( iii ) ( a - x ) ( b - x) C 


= 3 


தீர்வு : 


( i ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு . 

( be - 4ac ) x + 4 ( a + c ) x - 4 = 0 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


ஃ தன்மை காட்டி = [ 4a + c ) . ] ? - 4 ( 52 

4 ( be - 4ac ) ( -4 ) 
= 16 [ ( 1 + c.2 + ( be - 4ac ) ] 

] 
16 [ ( a + c ) 4ac + b ] 

= 16 [ ( a - ) 2 + b ] 
= ஒரு மிகை எண் . ( ஃ. இரண்டு வர்க்கங்களின் கூடு தல் ) 

எனவே , சமன் பாட்டின் மூலங்கள் இரண்டும் மெய்யெண் 
களாக இருக்கும் . 

( ii ) ( c + a - b ) x + 2cx + ( b + c - a ) = 0 
தன்மை காட்டி = ( 2 ) : - 4 ( c + a - b ) ( b + c - a ) 

= 4 [ c2 - ( c + a - b ) ( c + b - a ) ] 

4c - 4 [ c + ( a- b ) ] [ c- ( a - b ) ] 

4c2 - 4 [ c - (a- ) ) 
= 4c2-4c2 + 4 ( a - b ) 2 

[ 2 ( a - b ) ] 
= ஒரு நிறை வர்க்கம் . 


-- 


== 


மெய்யெண்களாக இருக்க 


எனவே , மூலங்கள் விகிதமுறு 
வேண்டும் . 


( iii ) ( a - x) ( b - x ) = c3 
i.e. ab – ax bx + x = ce 


- 


ie . 


- 


x3 - ( a + b ) x + ( ab - c ) = 0 
தன்மைகாட்டி = [ - ( a + b ) ] - 4.1 . ( ab - c ) 

= ( a + b ) : - 4ab + 4ce 
( a - b ) + ( 20 ) 


= மிகையெண் . 


ஆகையால் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் மெய் மதிப்புகளாக 
இருக்கும் . 


7. ( L + m ) x2 - 2 ( 1 + 3m ) x + ( 1 + 8m ) = 0 எனும் சமன் 
பாட்டின் மூலங்கள் சமமாக இருக்க வேண்டுமானால் , m- ன் 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 
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- 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

( 1 + n ) 2 ( 1 + 8m ) x + ( 1 + 8m ) = 0 
இதன் தன்மை காட்டி 

( -2 ( 1 + 3m ) ] - 4 ( 1 + m ) ( 1 + 8m ) 
4 ( 1 + 3m ) - 4 ( 1 + m ) ( 1 + 8m ) 
4 [ ( 1 + Gm + 9m ) - ( 1 + m + 8 + 8m " ) ] 

4m - 3m ] 
ஆனால் , சமன்பாட்டின் மூலங்கள் சமம் என்று கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . ஆகையால் தன்மை காட்டி பூஜ்யமாக இருக்க 
வேண்டும் . 

எனவே , 4 ( m " - 3m ) = 0 
அதாவது . 4m ( m - 3 ) = 0 

m = 0 . 

0. அல்லது 3 . 
8. U = 16x + 12x + 39 . V = 9x - 2x + 11 என்றும் , 
U + KV = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் சமம் என்றும் 
கொடுக்கப்பட்டால் , K- ன் மதிப்பு என்ன ? 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , U + KV = 0 என்பதாம் . 
அதாவது , ( 16x + 12x + 39 ) + K ( 9x3-2x + 11 ) = 0 . 
i.e. ( 16 + 9k ) x3 + ( 12-2k ) x + ( 39 + 11k ) = 0 
தன்மை காட்டி 

( 12 - 2k ) - 4 (16 + 9k ) ( 39 + 11k ) 
= ( 144-48k + 4k ) - 4 ( 624 + 176k + 351k + 99k * ) 
= 4 [ ( 38-12k + ke ) - ( 624 + 527k + 99k" ) ] 
= 4 [ - F9ka 539k 588 ] 

= -4 X 49 [ 2k2 + 11k + 12 ) 
ஆனால் , சமன்பாட்டின் மூலங்கள் சமமாக உள்ளன . 
எனவே , 2k + 11k + 12 = 0 
i.e. 2ks + 8k 

+ 3k + 12 = 0 
i.e. 

2k (k + 4 ) + 3 ( k + 4 ) = 0 
i.e. ( k + 4 ) ( 2k + 3 ) = 0 

k = - 4 , -3/2 


ஃ . 


.. 
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9. ax + by = 1 , ax + by = 1 எனும் சமன்பாடு 
களிலிருந்து பெறப்படும் x- ன் மதிப்புகள் சமமாக இருக்குமானால் , 
a + b = 1 என்றிருக்க வேண்டுமெனக் காட்டு . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளாவன : 


ax + by 


= 1 


( 1 ) 


( 2 ) 


... 


ax + by = 1 

1 - ax 
சமன்பாடு ( 1 )-லிருந்து , y = என்று கிடைக்கும் . 

b 
y- ன் இம் மதிப்பை சமன்பாடு ( - ) - ல் பொறுத்த , 


ax + b 


( - ) - 
i.e. ax + ( 1 


( 1 - ax ) 

6 


1 


i.e. abx3 + ( 1 - ax ) 
i.e. ( ab + a ) 2ax + ( 1 - b ) = 0 
i.e. a ( a + bx - 2ax + ( 1 - b ) = 0 

( 3 ) 
சமன்பாடு ( 3 ) -லிருந்து கிடைக்கப்பெறும் x- ன் மதிப்புகள் 
சமம் எனில் , ( 3 ) -ன் தன்மை காட்டி = 0 என்றிருக்க வேண்டும் . 

i.e. ( - 2a ) - 4a ( a + b ) ( 1 - b ) = 0 
i.e. 4 [ a ” – ( a + ab ) ( 1 - b ) ] = 0 
i.e. 4a [ a - ( a + b ) ( 1 - b ] ] = 0 ) 
i.e. 4a ( a - ( a - ab + b - b " ) ] = 0 
i.e. 4a [ ab - b + b ] = 0 
i.e. 4ab [ a - 1 + b ] = 0 
ஃ a + b = 1 ( a # 0 , b = 0 ) 


பயிற்சி 


1. x – px + q = 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்களுள் 
ஒன்று மற்றொன்றைப் போல் நான்கு மடங்காக இருக்குமானால் , 
4p3 

25 என்று நிறுவுக . 
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2. ax + bx + c = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
2 : 4 எனும் விகிதத்தில் இருப்பதற்கான நிடந்தனையைக் காண்க . 


3. ax + bx + c = 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
பின்வரும் தொடர்புகளுக்குட்பட்டு இருப்பதற்கான நிபந்தனை 
களைக் காண்க . 

( i ) ஒரு மூலம் மற்றொன்றின் வர்க்கமாக இருத்தல் 

வேண்டும் . 


( ii ) ஒரு மூலம் மற்றொன்றைப் போன்று மடங்குகள் 

இருக்க வேண்டும் . 
(iii ) மூலங்களின் விகிதம் m : 1 

m : 1 எனும் விகிதத்தில் 
அமைந்திருக்க வேண்டும் . 


4. x- ax + b = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
x - px + q = 0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் முப்படி 
களாக இருக்குமானால் ; a , b இவற்றின் மதிப்புகளை , மூலம் 
கணக்கிடுக . 


5. சீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளின் மூலங்களின் 
தன்மைகளை அறியவும் . 

( i ) 12x " - 17x - 14 = 0 , 
( ii ) 253 " - 40x + 8 = 0 , 


( iii ) 1 + 16x + 80 = 0 , 


1 


( iv ) x + 


= 8 . 


6. a- ன் எம்மதிப்புகளுக்கு கீழ் காணும் சமன்பாடுகளின் 
மூலங்கள் சமமாக இருக்கும் ? 

( i ) x + 2 ( 1 - a ) x + a = 0 , 
( ii ) 5 ( 4x " + 1 ) = ax , 
( iii ) ax + 2 ( a + 1 ) x + 4 = ) 
7. ( b - c ) x 3 + ( c - a x + ( a - b) = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் மூலங்கள் சமமாக இருக்குமானால் , a + c = 25 
நிறுவுக . 


என 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


8. ( as - bc ) x + 2 ( be ca ) x + ( c ab ) = 0 எனும் 
சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 

சமம் எனில் , 

b = 0 அல்லது 
a + b * + c = 3ahc என்றிருக்க வேண்டுமெனக் காட்டு . 


8. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் மூலங்களை மெய்யெண்கள் 
என்று நிரூபிக்கவும் . 


0 


( i ) ( a - b + c ) x + 4 ( a - b ) x + ( a - b - c ) 
( ii ) ( a + b - c )x - 3 ( a + bx + ( a + b + c ) = 0 
( iii ) ( b + c ) x " - ( a + b + c ) x + a = 0 


10. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகள் ஒவ் 
வொன்றின் மூலங்களும் எண்ணளவில் சமமாகவும் , அடை 
யாளத்தில் மாறுபட்டும் இருப்பதற்கான நிபந்தனையைக் காண்க . 

b 
( i ) + 

k , 
x - 
1 1 1 

1 
( ii ) + 
( x + k ) 

( m + k ) 


a 


= 


* 


a 


- 


+ 


X 


m 


1 1 

1 
11 . + 

எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
x + p 

x + g 
எண்ணளவில் சமமாகவும் . அடையாளத்தில் மாறுபட்டு 
மிந்தால் . அவற்றின் பெருக்குத் தொகை - ( p3 + q ) ] என்று 
இருக்கும் என நிறுவுக . 


12. 2x2 - 3x + c = 0 , x - 9x + 2c = 0 என்ற சமன் 
பாடுகள் ஒரு பொது மூலத்தை உடையன எனில் , -ன் மதிப்பு 
என்ன ? 


விடைகள் 


2 . 


க 


4 . 


126 = 49ac . 3. ( i ) ac ( a + c ) + b 

= 3abc , 
( ii ) ben = ac ( n + 1 ) * ( iii ) mnbe = ( in + n ) ac . 
a = p® - 3pq , b = q8 . 5. ( i ) விகிதமுறு மெயயெண்கள் 
( ii ) விகிதமுறா மெய்யெண்கள் ( iii ) கற்பனை எண்கள் 
( iv ) விகிதமுறா மெய்யெண்கள் . 


6 . 


( i ) , 


( ii ) 20 , - 20. ( iii ) 1 , 

20. ( iii ) 1 , - 1/3 . 


210 . 


( i , k = -1 , a + b = 0 ( ii ) k ? = 2m . 12. 0 , --5 . 
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5.4 . இருபடிச் சமன்பாட்டமைப்பில் மாற்றவல்ல ஏனையச் சமன் 

பாடுகள் 
தகுந்த பிரதியீடுகளைப் பயன் படுத்துவதன் மூலம் , கொடுக்கப் 
பட்ட சமன்பாடுகளை இருபடிச் சமன்பாட்டமைப்புக்கு மாற்றி , 
அவற்றின் தீர்வுகளைக் காணும் முறையை இங்கு பார்ப்போம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


1 . பின்வருவனவற்றின் தீர்வுகளைக் காண்க . 
( i ) 8 : 3-5x = 2 ( ii ) 8 = = -6 
( iii ) ( x + 4x ) - + ( x + 4x ) -2 = 0 
தீர்வு : 
( i ) கொடுக்கப்பட்ட 

சமன்பாடு 3.5 

5.5 - 2 

2 = 0 > 
என்பதாகும் . 
இதில் , y = x 

+ 

என்றிட . 3 - 5y - 2 = 0 என்றாகும் . 
அதாவது 3y " -- 6y + y - 2 = 0 

SY ( y -- 2 ) + ( p - 2 ) = 0 
i.e. ( y - 2 ) ( 3y + 1 ) = 0 

1 
y = 2 , அல்லது 

3 
எனவே y = 2 எனும்போது 3 
; 


.e . 


| 


i . e . 


x = 28 


8 என்றும் 


y = 


1 
3 


எனும்போது 


-- 


1 
8 


1 


i.e. 


x | 


என்றும் பெறலாம் . 


27 


. 


இவ்வாறு , x = 8 , 


( -7) என்று கிடைக்கின்றது. 


( ii ) 


6x = 


5 

6 - x . 

2 . 
இதில் 6 = y என்றிடுவோம் . 

5 
ஃ சமன்பாடு y 

y1 என்று மாறும் . 
2 
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5 
அதாவது , y = 

2 


- 


-II 


y 


1.e. 


2y3 5y + 2 = 0 
i.e. 2y 4y - + 2 = 0 
i.e. 2y ( y - 2 ) - ( y - 2 ) = 0 
i.e. ( y - 2 ) ( 2y - 1 ) = 0 


ஃ 


y 


y = 2 , அல்லது 

2 
2 எனில் , 6 = 2 என்று கிடைக்கும் . 
x log G = log 2 

log 2 
log 
6 


i.e. 


1 

1 
எனில் , 6x 
2 

2 
x log 6 = 10g ( 1 )) 

log 2 
i.e. 


log 2 


log 6 


| 


( iii ) ( x + 4x ) " + ( x + 4x ) 

+ - 2 = 0 
இங்கு y = ( x + 4x ) என்றிட , சமன்பாடு பின்வருமாறு 
அமையும் . 

அதாவது , y + y - 2 = 0 

i.e. y + 2y - y - 2 = 0 
i.e. y ( y + 2 ) - ( y + 2 ) = 0 

i.e. ( y + 2 ) ( y - 1 ) = 0 
ஃ 

y = 1 , அல்லது ( -2 ) 
( i ) y 

= 1 எனில் , x + 4x = 1 என்றாகும் . 
அதாவது , x2 + 4x - 1 = 0 

( -4 ) + 14* - 4.1 . ( - 1 ) 
x = 

2.1 
- 4 + 20 -4 + 2151 
i.e.x = 
2 

2 
= ( -2 = ( 5 ) 
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1.e. 


( ii ) y = - 2 எனில் , x + + 1x = -2 என்று கிடைக்கும் 
x2 + 4x + 2 = 0 
( -4 ) + 143 - 4.1.2 

-4 + 8 
i.e. 
2.1 

2 
-4 + 2 / 2 

= ( - 2 + 72 ) 
2 


2 . 


கீழ்க்காணும் சமன்பாட்டின் தீர்வு காண்க 

( x + 1 ) ( x + 4 ) ( 2x - 3 ) ( 2x - 9 ) + 90 = 0 
தீர்வு : 

சமன்பாட்டை மாற்றியமைக்க , 

[ [ x + 1 ) ( 2x- 3 ) ] . [ ( x + 4 ) ( 2x - 9 ) ] + 90 = 0 
ii.e. [ 2x - x - 3 ] . [ 2x3 – x - 36 ] + 90 = 0 
இதில் , ( 2x " - x - 3 ) = y என் றிடுவோம் . 
ஃ சமன்பாடு , y . [ y - 33 ] +90 = 0 என்று மாறும் . 
i.e. 

33y + 90 = 0 
i.e. 

12 30y - 3y + 90 = 0 
i.e. 

| ( y - 30 ) - 3 - 30 ) = 0 
i.e. 

( y - 30 ) ( y 

30 ) ( y - 3 ) = 0 
ஃ . 

y = 30 , 3 
= 30 எனில் , 2x - x - 3 = 30 என்றாகும் . 
i.e. 23 

33 = ( 
1 + </ ( -1) - 4.2. ( - 33 ) 

2.2 
1 (1 + 1 + 264 ) = ( 1 = 1265 ) 

) 
4 
( ii ) y = 3 என்றால் , 2x3 – x - 3 = 3 என்று கிடைக்கும் . 
அதாவது , 

28 - - 6 = 0 
1 + V ( -- 1 )" -- 4.2 . ( -6 )= 
2.2 

4 ( 1 +1+ 48 ) 
--- (1+ 743 ) = 4 ( 147 ) 


( i ) y = 


- 


X 


= 


2 , - 

2 
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x4 


3. தீர்வு காண்க : 

6x 14x2.- 6x + 1 = 0 
தீர்வு : 

x4 - xே 8 14x2 6x + 1 = 0 
இருபுறமும் x " . ஆல் வகுக்க , பின் வருமாறு அமையும் . 

8 

1 
அதாவது , x2 - 6x - 14 - + 

O 


+ 


X 


13 


i.e. 


( ** + + ) - s (x + 1 ) -14 - 0 


இங்கு y = x + 1 / x என்றிட , 
1 

1 
* + 
+ | 

என்றாகும் . 
x + 


2.1 . 


* 


X 


- 2 ) 


ஃ . 


1 
i.e. x + 

( y 
x3 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

(y " - 2 ) - 6y - 14 = 0 என்று மாறும் 
i.e. yy - 6y 

- 6y - 16 = 0 

8 = { ( -6) -4 • 1 . ( -16 ) 
i.e. y 

2.1 
6 + - 100 

6 + 10 
2 

2 
8 , - 2 

1 
( i ) y = 8 எனில் ,, x + = 8 என்றாகும் . 


.: 


* 


அதாவது , x + 1 = 8x 
i.e. x 

8x + 1 = 0 

8 + V ( -8 ) 2 - 4.1.1 
ஃ 

2.1 


(8+ ( 60 ) 


X 


i.e. 


| ( 8 = 2 15 ) 


( 8 + 2 15 ) = 4 + 15 


2 என்றாகும் . 


11 | 


1 
( ii ) y = -2 என்றால் , x + 

x 
அதாவது , x2 + 1 = -2x 

i.e. x2 + 2x + 1 = 0 
i.e. ( x + 1 ) 
.. x = -1 , 

- 1 , - 1 


2 


= 0 
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இருபடிச் சமன்பாடு 


பயிற்சி 
பின் வரும் சமன்பாடுகளை இருபடிச் சமன்பாட்டமைப்புக்கு 
மாற்றி , அவற்றின் தீர்வு காண்க . 
1 . 2x + 5Vx- 3 = 0 . 2. -19 : * - 216 - 0 . 

13 / x / 2 + 21 V 2 | x 


8 . 


= 48 . 


3 


4. ( x - 1/2 ) + 7 ( x - 1 / x ) = 12 

44 ) 
5. 3[( x + 3 ) + ( x + 3 ) -2 ] = 10 . 
8. ( 3x " - 4x ) + / 3X - + x - 6 = 18 . 
7. ( x + 2 ) ( x + 5 ) + ( x- 2 ) ( x + 6 , = 3 : +34 . 
8 . 

8 Vx - 2x + 8 = 21 + 2x -.x . 
9. ( x + x - 10 ) ( x + x.- 18 ) = 40 . 
10. ( x- 2 ) ( x + 1 ) ( x + 6 ) ( x + 3 ) + 56 = 0 
11. ( 3x + 1 ) ( 3x + 2 ) ( 3x + 4 ) ( 3x + 5 ) 
12. ( 2x + 1 ) ( 2x + 5 ) ( 3x + 1 ) ( 8x + 8 ) = 30 . 


= 130 . 


விடைகள் 


1 


1. 9 , 


2 . 


--2 , 3 . 


98 
169 


3. 18 , 


4 . 


85 


4. 2 , - , 


1 -17 + V305 


5. 5 , 


6.3 , 


8 
4 


9 


7. 3 , -7 . 


8. 3 , -1 . 


9. -5 , -3 , 2 , 4 . 


1 
8 


10. -5 , 1 , - 2 + 2/2 . 11 . 


7 
3 


- 


-9 + 2 - 19 . 
12. - 1. - 2 , 

6 


க . ஓ 


அ .-7 


-. 


6. ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 

(( Simultaneous equations) 


நாம் இதுகாறும் X எனும் ஒரே ஒரு மாறியில் அமைந்துள்ள 
இருபடிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காணும் முறையைப் பார்த் 
தோம் . x , y எனும் இரண்டு மாறிகளில் அமைந்துள்ள இருபடிச் 
சபன்பாடுகள் கொடுக்கப்படின் , அவற்றிலிருந்து x , ) -ன் மதிப்பு 
களைக் காண டல வழிகள் உண்டு . x , y- ல் அமைந்துள்ள இரண்டு 
சமன்பாடுகளுள் குறைந்தது ஒன்றாகிலும் இருபடிச் சமன்பாடாக 
இருக்குமானால் , அத்தகைய சமன் பாடுகளின் 

தீர்வு காணும் 
முறையை , இங்கு மூன்று வகைகளாகப் பிரித்து , ஒவ்வொன் 
றையும் , எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் விளக்கியுள்ளோம் . 


6.1 வகை.1 . x , ) -ல் அமைந்துள்ள இரண்டு சமன்பாடுகளுள் 
ஒன்று ஒரு படியிலும் , மற்றொன்று இரண்டு படியிலும் இருத்தல் 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க ! 
1. 2x2 - 3xy - 4y * + 5x - 6y = 2 ; 2x = y + 3 


1 


1 


2 . 


+ 


6 ; 6x - y = 1 


x 


y 


3. x + y 


8 


= 35 ; 


x + y = 5 


தீர்வு : 
1. கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகள் , 
2x – 3xy - 4y + 5x - 6y - 2 = 0 
0 | 

2x = y + 3 


... 


( 1 ) 
( 2 ) 


... 


சமன்பாடு ( 2 )-லிருந்து , y = 2x - 3 என்று கிடைக்கும் . 
ந - ன் இம்மதிப்பை சமன்பாடு ( 1 ) -ல் பொருத்தப் பின் வரும் சமன் 
பாடு கிடைக்கும் . 

2x " -3x ( 2x - 3 ) - 4 ( 2x - 3 ) * + 5x - 6 ( 2x - 3 ) -2 = 0 
i.e. 2x " - :( 8x " - 9x ) - 4 ( 4x " 12x + 9 ) + 5x 

- 6 ( 2x - 8 ) - 2 : = 0 


ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 
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i.e. 20x2 + 50x -- 20 = 0 | 
i.e. 2x3 5x + 2 = 0 
i.e. 289 4x - x + 2 = 0 
i.e. 2x ( x - 2 ) - ( x - 2 ) = 0 
i.e. ( x - 2 ) ( 2x - 1 ) = 0 

1 
x = 2 , 

2 
x = 2 எனில் , y = 2x - 3 = 2.2 - 3 = 1 
1 

1 
எனில் , y = 2 3 = 1 - 

1 - 3 

2 
எனவே தேவையான தீர்வுகளாவன : 

1 
2 , 

2 
= 1 , 

1 , - 2 


II 


- 


2 


2 


} 


1 


2 
. 


+ 


( 1 ) 


... 


1 

6 ; i.e. * + y = xே y 
y 
6x - y = 1 

( 2 ) 

) 
( 2 )-லிருந்து , y = 6x - 1 என்று தெரிகிறது .. 

( 1 )-லிருந்து , x + ( 3x - 1 ) = 6x ( 6x - 1 ) என்றாகும் . 
i.e. ( 7x - 1 ) = ( 36x - 8x ) 
i.e. 36x - 13x + 1 = 0 
i.e. 36x2-9x - 4x- + 1 = 0 
i.e. 9x ( 4x - 1 ) - ( 4x - 1 ) = 0 

( 4x - 1 ) ( 9x - 1 ) = 0 


i.e. 


4 அல்லது 


9 


61 


1 


1 

எனும்போது , y = 6 -1 என்றும் , 
4 
1 

1 

1 

என்றும் 
எனும்போது , y = 8 
9 

9 

3 
கிடைக்கும் . 
எனவே சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் பின்வருமாறு : 

1 1 
x = 
4 

9 
1 

1 
2 3 


} 


foo 


கணிதம் 


ஒர் அறிமுகம் 


... 


( 1 ) 
( 2 ) 


..... 


3.x + y = 

x * + ys = 35 
x + y = 5 
( 1 ) 

x + y 85 
( 2 = x + 3 5 

( x + y ) ( x - xv + y" ) - 7 
i e . 

( x + y ) 
i.e. x - xy + y * = 7 


( 3 ) 


= 7 


இப்பொழுது சமன்பாடுகள் ( 2 ) , .( 8 )-ன் தீர்வுகள் தான் 
நமக்குத் தேவையான தீர்வுகளாகும் . இவ்விரு சமன்பாடுகளி 
லிருந்தும் y-ஐ நீக்க - x ( 5 - X ) + (x - 5 ) = 7 என்று கிடைக்கும் . 

i ... - (5x - x + ( 25- 10x + ) 
i.e. 3x " -15x + 18 = 0 
i.e. x - 5x + 6 = 0 
i ... ( x - 3 ) ( x - 2 ) = 0 

x = 3 , அல்லது 2 . 


எனவே y = 5 - x என்பதால் , y = 2 , அல்லது 3 என்றாகும் . 
இவ்வாறு தீர்வுகள் பின் வருமாறு அமையும் . 

x = 3 , 2 

y = 2 , 3 ) 
6.2 . வகை 2 . ay x + 2hzxy + bzy " = c1 

a , x + 2h , xy + by = c , என்ற அமைப்பில் 
உள்ள இரண்டு இருபடிச் சமன்பாடுகளின் • தீர்வு காணுதல் . 
( அதாவது , ஒவ்வொரு கோவையிலும் இடது புறக்கோவை 
ஒரேபடித்தானதாக இருக்க வேண்டும் ) 


பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க : 
4. 3x + 2xy + 3 = 0 ; 5x - 3xy = 14 
5. 2x " -xy + 4y = 8 ; 3x2 + 8y = 14 . 


. 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளாவன : 
4. 3x " + 2xy = - 3 
5x - 3xy = 

14 


:: 


ང 


( 2 ) 


ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 
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3 . 


:: 


( 8 ) 
( 4 ) 


x ( 5 


= 14 


... 


இவ்விரு சமன்பாடுகளிலும் y = mx என்றிட , 

3x + 27.mx 

5x3 - 3x . mx = 14 என்று கிடைக்கும் . 
அதாவது , x " ( 3 + 2m ) = -3 

3m ) 
சமன்பாடு ( 3 ) -ஐ ( 4 ) -ஆல் வகுக்க , 
x " ( 3 + 2m ) 3 

என்று அமையும் . 
x ( 5 - 3m ) 

14 
அதாவது , 14 3 + 2m ) --3 (5-3m ) 
ie . 

19m - 57 
ஃ .. 

- 3 


எனவே y = ( - 37) என்று கிடைக்கும் . ( இது ஓரு படிச்சமன் 
பாடாகும் ) . இச்சமன்பாட்டை , சமன்பாடு ( 1 ) அல்லது ( 2 ) . 
உடன் சேர்த்துத் தீர்வு காண வேண்டும் . 

ஆகையால் 
( 1 )-லிருந்து , 3x2 + 2x - 3x ) + 3 = 0 

i.e. - 
i.e. 23 = 1 


3x = 


- 
1 


} 


y = -3 , 


( 


( 1 ) 
( 2 ) 


x = + 1 
எனவே , y = 3x = -3 ( +1 ) = = 3 

i.e. y = ( - 3 ) அல்லது ( +3 ) 
அதாவது , தேவையான தீர்வுகள் , 
x = 1 , - 1 

என்பனவாம் . 
, 3 
5. 283 
2x3 – xy + 4y 

= 8 
3x + 8y = 14 

y = mx என்றிட பின் வருமாறு அமையும் . 
அதாவது , 2x2 

21 - x ( mx ) + 4 ( mx ) 

3x + 8 ( mx ) 
i.e. 

** ( 2 - m + 4m * ) = 8 

x * ( 3 + 8m ) = 14 
இவற்றை வகுக்க , 
** ( 2 - m + 4m * ) 

8 
* ( 3 + 8m ) 

14 7 


= 8 


= 14 


4 


= 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இ 


i.e. 7 ( 2 - m + 4m ) = 4 ( 3 + 8m9 ) 
j.e. crime 7m + 2 = 0 
i.e. 4m9 + 7m - 2 = O 
i.e. ( 4m - 1 ) ( m +2 ) = 0 

1 
4 , அல்லது ( -2 ) 


m = 


( i ) m = 


1 
4 


எனில் , y = 4 


x 


... 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 )-லிருந்து 1 - ஐ நீக்க , 


9 


8x + 8 


= 14 எனக் கிடைக்கும் . 


i.e. 


( 4 ) 
** ( 3 + 8. 1 ) - 14 
** ( a + 1 ) = 14 

x = 14x7 


i.e. 


2 


i.e. 


4 


ஃ 


* = = 2 . 


எனவே , 


y = 


4x = 4 (+2) = + , 


... 


( 
4 
) 


ஃ 


( ii ) m = 2 எனில் , y = - 2x 

சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 4 ) -ன் தீர்வு காண வேண்டும் . 
இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்தும் - ஐ நீக்க , 

9x " + 8 ( -2x) = 14 என்றமையும் . 
i.e. x2 ( 3 + 8.4 ) = 14 

14 
i.e. 

35 


x2 


i.e. 


* 2 


= 


லம 


x = + 2/5 
எனவே , y = - 28 

= -2 ( + 2/5 ) = + 2 1 2/5 


108 


ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 


இவ்வாறு , 
x = 2 , - 2 , 

1 
y = 

2 


25. - 25 
.- 2/2/5 , 22 


} 


என்று பெறலாம் . 


- 


வகை 


6.3 . வகை 3 . 

இன்ன பிற அமைப்புகள் 
இங்கு கொடுக்கப்படும் சமன்பாடுகள் முதல் இரண்டு 
களிலும் அமையாதனவ கும் . மேலும் இத்தகைய 

சமன்பாடு 
களின் தீர்வு காண பொது வான முறை ஏதும் கிடையாது . 
சமன்பாடுகளின் அமைப்பைப் பொருத்துத் தீர்வு காணும் முறை 
அமையும் என்பதை பின் வரும் 

எடுத்துக் காட்டுகளிலிருந்து 
அறிந்து கொள்ளலாம் . பொதுவாக, இரண்டு அல்லது இரண் 
டுச்கு மேற்பட்ட படியுடைய சமன்பாடுகள் கொடுக்கப்படின் , 
அவற்றிலிந்து எவ்பாறேனும் ஒரு படிச்சயன்பாட்டைப் பெறு 
வதுதான் நமது குறிக்கோளாகும் . 


கீழ்காணும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க . 
6. x + y * = 97 , 
10 , 

xy " - x = ey .. 


xy = 36 . 


7. xy + 


y 


1 


1 


8 . 


+ 


= 5 , 


8xy = 1 . 


ts 


y 


8 


9.xy ( x + ) ) = 20 


65 . 


+ ) 


தீர்வு : 

8. 12 + 3 = 97 


( 1 ) 


: 


( 2 ) 


... 


xy = 36 


... 


( x + y ) = ( a + y * ) + 2xy 

= 97 + 72 


= 189 


ஃ x + y = = 169 = = 13 


i.e.x + y = 13 

x + y = -13 


) 
( 4 ) 


... 


. 


இப்பொழுது நாம் சான்பாடுகள் ( 2 , ( 3 ) , மேலும் ( 2 ) , ( 4 ) 
இவற்றின் தீர்வுகளைத் தனித்தனியே காண வேண்டும் . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


: 


முதலில் , xy = 36 

x + y = 13 
இவற்றிலிருந்து 1 - ஐ நீக்க , x ( 13 - x ) = 36 என் நகும் . 


( 2 ) 
( 3 ) 


அதாவது , x- 13 + 36 = 0 
i.e. 

( x- 9 ) ( x - 4 ) = 0 

x = 9 , 4 
எனவே y = 13 - x = 4 அல்லது 9 என்று தெரிகிறது . 
அடுத்து xy = 38 


த 


... 


( 2 ) 
( 4 ) 


x + y 


-13 


... 


ஃ x ( -13 - x ) = 33 என்றாகும் .. 
i.e. x2 + 13x + 36 = 0 
i.e. ( x + 9 ) ( x14) = 0 

x = -9 , - 4 
எனவே y = 

y = -4 , - 9 என்றாகும் . 


இவ்வாறு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளாவன 

x = 9 , 4 , - 9 , -4 
y = 4 , 9 , 4 , - 9 


பிறிதொரு முறை : x + y = + 13 என்று கிடைத்தன . 
இதே போன்று , ( x - ] ) = x + y 2xy 

97 - 72 

72 = 25 


x - y = 15 


காண 


இந்த நான்கு ஒரு படிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு 
தேவையான தீர்வுகள் உன் போல் கிடைக்கும் . 


X 


7.xy + 


= 10 


( 1 ) 


2 ) 
( 3 ) 


... 


= 
xy ? 

6y 
( 1 ) -ஐ மாற்றியமைக்க , xy + x = 10y 
என்றாகும் . 
( 3 ) - ( 2 ) = 2x = 4v ; i.c. 

2x = 4v ; i.e.x = 2y 
( 3 ) , ( 4 )-லிருந்து -ஐ நீக்க . 
( 2y ) y + 2y = 10y என்று கிடைக்கும் . 


.00 


( 4 ) 
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i.e. 2y ( y " - 4 ) = 0 

y = ( 42 ) ( y பூஜ்யமாக இருக்கமுடியாது ) 
எனவே , x = 2 ( = 2 ) = +4 
இவ்வாறு , தீர்வுகள் : 

x = 4 , - 4 , 
y = 2 , - 2 என்பனவாம் . 


( 1 ) 


8 
. 


+ 


... 


( 2 ) 


1 1 

= 5 
y 

8xy = 1 
( 1 ) -ஐ மாற்றிப் பின் வருமாறு அமைக்கலாம் . 
அதாவது , x + y = 5xy 

5 
ஃ 

6 


( 3 ) 


( 2 ) 


இப்பொழுது , 


8xy = 1 


... 


5 
6 


( 4 ) 


x + y 


இவற்றிலிருந்து -ஐ நீக்க , xே 


= 1 என்று 


( * - * ) - 1 


கிடைக்கும் . 


i.e. 


5x - xே = 1 


i e . 


6x - 5x + 1 = 0 


i.e. 


( 2x - 1 ) (3x - 1 ) = 0 


ஃ 


1 
2 


1 
3 


எனவே , y = 


( 8 - ) - + என்குகும் . 


இவ்வாறு , 


1 
2 


5 ) 


rol 
- 
- 


1 
3 
1 
2 


y = 


col 
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1 


= u , 


} = 


= Y 


பிரிதொரு முறை : 

1 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளில் 
என்றிட , அவை பின்வருமாறு அமையும் . 
அதாவது , u + y = 5 . 

= 6 
.. ( u - y ) = ( u + v , 3 - 4uv 

- 24 


uy = 


= 25 


1 


எனவே , 


u -v = +1 . 


இவ்விரு சமன்பாடுகளையும் u + y = 5 என்ற சமன்பாட் 
டுடன் சேர்த்துத் தீர்வு 

3 , 2 ; 

2 , 3 என்று 
பெறுவோம் . 


காண 


1 = 


y 


இவ்வாறு , 


1 


// 


1 
2 


1 
3 


என்றும் , 


U 


1 


y 


== 


1 
3 


1 
2 


என்றும் அறிகிறோம் . 


( 1 ) 
( 2 ) 


8. x + y = 65 

xy ( x + y ) = 20 
ஆனால் ( x + y = 3 + y : + 3xy ( x + y ) என்று தெரியும் . 

( x + y ) = 85 + 3.20 = 125 . 
i.e. 

x + y = 5 
மேலும் x8 + ye = 65 


(( 3 ) 


i.e. 


ie . 


( x + y ) ( x2 - xy + y ) = 65 
5 ( x " - xy + y ) 

x - xy + y 


= 65 


i.e. 


= 13 


( 4 ) 


இப்பொழுது சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 ) -ன் தீர்வு காண 
வேண்டும் . ( 3 ) , ( 4 ) - லிருந்து ) -ஐ நீக்க , 

x " - X ( 5 - x ) + (5- x ) = 13 என்றாகும் . 
i.e. x 2 - (5x - x2 ) + ( 25-10x + x ) 


= 13 
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= 0 


(8) 


i.e. 3x - 15x + 12 = 0 
i.c. x - 5x + 4 
i.e. ( x - 4 ) ( x - 1 ) = O 

x = 4 , 1 
எனவே , y = 1 , 4 என்று கிடைக்கும் . 
பிறிதொரு முறை : 

x + y = 5 
இதை சமன்பாடு ( 2 ) -ல் பொறுத்த , 
20 ; i.e. xy 

4 
ஃ . ( x - J ) ( x + y ) - 4xy 

25 - 16 = 9 
i.e. 

x - y = = 3 
இவ்விரு சமன்பாடுகளையும் 

தனித்தனியே சமன்பாடு 
( 3 ) -உடன் சேர்த்து தீர்வு காண , 

4.1 
= 1 , 4 என்று கிடைக்கும் . 


xy ( 5 ) 


= 


3.x + 


X 


பயிற்சி 
பின்வுரும் ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க : 

1 . 2x " - 3xy - y = 4 , 8x + y = 1 
2. 3x + xy = 5 , x + 2y = 5 
3 

3 

13 
= 13 , y + 
y 

12 
4 . 

x + y - 10x + 5 = 0 , 2x + y = 10 
5. x + y - 14x + 14y + 28 = 0 , x - 7y + 4 = 0 
6. x * + 15xy - 4 , = 6 , x + y = 1 
7. x + xy + 6y ? = 72 , x- 3.y + 3y " = 12 

xy = 2 ( x + y ) , 2 + y = 5 
9. 12 + xy = 4 , 1 + xy = 5 
10. x + 2xy 45 , xy + 3y 22 
1 

7 1 

25 
+ 

+ 
y 12 * 2 

144 


8 . 


2 


403 
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10 


12. x + y = 10 


✓ I + N 


ll 


1 


1 


5 


13 


+ 


= 5 , 


- 1 % 


ху 


X 


у 


olanala 


3 


7 


2 

+ 
X 


+ 


Ą 


4 9 87 
14 
у 

* 
15. ( 7x - 8y ) –7 ( 7x - 8y) + 10 = 0 , 2x = y + 1 
18. 2 ( * + 1 ) = 5 ( x + y ) , XV = 8 
17. 8 + 18 = 19 , x + y = 1 
18. X8 + 78 = 9 , x + y® – xy = 3 . 


விடைகள் 


1. x = 1 , 


5 

; y = 


y = -2 ,-46 


17 
2 


2 . 


x = 1 , -2 ; y = 2 , 


7 
2 . 


4 . 


x = 9 , 7 ; y = 4 , -4 . 


1 3 
8. ; 
x = 4 , 9 ; y = 

3 : 4 
-5 . x = 9 , 10 ; 1 = 1 , 2 . 


1 


6. 


X-- + 


2 
5 


5V5 , + 


2 


7 . 


V2 ; y= + * V5 , + ve 
+ 8V 3/81. = 8 ; v = 10v 3/81, + 2 . 

x = + ģiy = 


8 . 


-1 , -2 ; y --- 2. 1. 9. X = + 


y = 5 


color 


X 


10 . x = £ 5 , + 9V5 ; y = + 2 , F 

V3 
11 . = 3 , 4 ; y = 4 , 8 . 12 . x = 1 , 9 ; y = 9 , 1 . 
9 EV 41 

- 1 # 14 
18 . 

y = 
20 

80 
14. x = 4. 

15. x = 2 , -1 ; y = 8 , 8 . 
3 

; y = 1 . 6 . 
16. x = 1 , 3 ; j = 3 , 1 . 

17. = 3 , -2 ; y = -2 , 3 . 
6 . x = 1 , 2 ; y = 2 , 

2 , 1 . 


- 


7. தொடர்கள் 

( Progressions ) 
7.1 . வரையறை 

ஏதேனும் ஒரு குறிப்பிட்ட நிபந்தனைக்குட்பட்டு அமையப் 
பெறும் பல எண்களின் வரிசையை ஒரு தொடர் என்று கூறுகிறோம் . 

. 
அவ்வாறுள்ள ஒவ்வொரு எண்ணும் தொடரின் ஓர் உறுப்பு 
எனப்படும் . மேலும் , ஒரு 

தொடரிலுள்ள உறுப்புக்களின் 
எண்ணிக்கை ஒரு முடிவுடைய எண்ணாக இருப்பின் அத்தொடரை 
முடிவுடைய தொடர் என்றும் ; மாறாக , உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கை 
முடிவில்லாமல் இருக்குமானால் ( அதாவது ஒவ்வொரு உறுப் 
பையும் அடுத்து ஓர் உறுப்பு தொடர்ந்து இருக்குமானால் ) அத் 
தொடரை முடிவிலாத் தொடர் என்றும் கூறுவதுண்டு. 

தொடர்களில் பல வகைகள் உண்டு ; அவற்றுள் குறிப்பாக , 
மூன்று தொடர்களைப் பற்றி முதலில் காண இருக்கிறோம் . பின் 
வரும் தொடர்களைக் கவனிக்கவும் . 
( 1 ) 1 + 5 + 9 + 13 + 

1 

1 
( 2 ) 1+ 

+ 

+ 
3 9 27 

2 1 
( 3 ) 

+ + + 

2 5 3 
தொடர் ( 1 ) -ல் உள்ள எந்த ஒரு உறுப்புடனும் 4 - ஐக் கூட்ட 
அடுத்துள்ள உறுப்பு கிடைக்கும் . அதாவது இத்தொடரில் 
அடுத்தடுத்து இருக்கும் எந்த இரண்டு உறுப்புகளுக்கும் இடையே 
உள்ள வித்தியாசம் அல்லது வேறுபாடு மாறாமல் ( அதாவது , 
இங்கு 4 என ) உள்ளது . இதுதான் தொடர் அமையப் பயன் 
படும் நிபந்தனையாகும் . இவ்விதிப்படி அமையும் தொடரைக் 
கூட்டுத்தொடர் என்கிறோம் . 

தொடர் ( 2 ) -ல் அடுத்தடுத்துள்ள இரண்டு உறுப்புகளின் 
விகிதம் மாறாமல் ( அதாவது என ) இருக்கின்றது . இத்தகைய 
தொடரைப் பெருக்குத் தொடர் என்று கூறுவர் . 

தொடர் ( 3 ) -ல் உள்ள உறுப்புகளின் தலை கீழ் மதிப்புகளை 
எடுத்துக் கொள்வோமானால் , அவை முதல் தொடரின் விதிப் 


1 


+ 


1 


colio 


+ 


. 


110 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


படியே அமைந்துள்ளன . அதாவது , அடுத்தடுத்துள்ள இரு 
உறுப்புகளின் தலை கீழ் மதிப்புகளின் வேறுபாடு மாறாமல் ( 1 என ) 

இவ்வாறு அமையும் தொடரை இதைத் தொடர் என்று 
கூறுவர் . இம் மூன்று தொடர்களின் பண்புகளைப் பற்றி இனி 
பார்ப்போம் . 


உள்ளது . 


7.2 . கூட்டுத்தொடர் ( Arithmatic progression ) 
( அ ) வரையறை . 

ஒரு தொடரில் அடுத்தடுத்துள்ள எந்த 
இரண்டு உறுப்புகளின் வேறுபாடும் ஒரு மாறாத எண்ணாக இருக்கு 
• மானால் , அத்தொடரைக் கூட்டுத் தொடர் என்று கூறுகிறோம் . 


கூட்டுத் தொடரின் திட்ட அமைப்புப் பின் வருமாறு இருக்கும் 
i.e. a + ( a + d ) + ( a + 2d ) + ...... என்பதாகும் . 

இங்கு a என்பது தொடரின் முதல் உறுப்பு என்றும் , d என்ற 
மாறாத எண்ணை பொது வேறுபாடு என்றும் கூறுதல் வழக்கமாகும் . 
மேலும் தொடரின் n ஆவது உறுப்பை ா . எனக் குறிப்பிடுவோ 
- மானால் . பின் 
முதல் உறுப்பு , 

= a, 
இரண்டாவது உறுப்பு , 1 , = a + d , 
மூன்றாவது உறுப்பு , = a + 2d , 


t 


13 


இதே போன்று ஏனைய உறுப்புகளும் அமைந்துள்ளன . 
முறையைப் பின்பற்றி , 


இம் 


1 - ஆவது உறுட்பு , t . = a + ( n - 1 ) d என்று கண்டு 
கொள்ளலாம் . இதைக் கூட்டுத் தொடரின் பொது உறுப்பு 
என்றும் கூறுவதுண்டு . 


இவ்வாறு பொது உறுப்பு , 


In = a + ( n - 1 ) d 


என்பதாகும் . 


குறிப்பு : 

( i ) ஒரு கூட்டுத் தொடரின் முதல் உறுப்பும் , பொது வேறு 
பாடும் கொடுக்கப்பட்டால் அத்தொடரை திட்ட வட்டமாக 
நிர்ணயிக்க முடியும் . 

( ii ) ஒரு கூட்டுத்தொடரில் n உறுப்புகள் மட்டுமே இருக்கு 
மானால் , 7 - ஆவது உறுப்பைக் கடைசி உறுப்பு என்கிறோம் . இதை 
எனக் குறிப்பிடுவோமானால் , 1 = ta = a + ( n - 1 ) d என்றாகும் . 
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( iii ) a , b , c , என்ற எண்கள் ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 
அமைந்து . x என்பது ஏதேனும் ஒரு மிகை எண்ணாக இருக்கு 
மானால் , கீழ் காணும் தொடர்களும் கூட்டுத் தொடர்களேதான் 
என்பதை எளிதல் அறியக்கூடும் . 

( அ ) ( a + x ) , ( b + x ) , ( c + x ) , 
( ஆ ) ( a - x ) , ( b - x ) , ( c - x) , 
ax , 

bx , 


, 


Cx . 


b 


C 


( ஈ ) 


* 


அதாவது , கூட்டுத் தொடரில் அமைந்துள்ள எண்களோடு 
ஒரு நிலையான எண்ணைக் கூட்டினாலும் ; அவற்றிலிருந்து ஒரு 
நிலையான எண்ணைக் கழித்தாலும் ; அவற்றை ஒரு நிலையான 
எண்ணால் பெருக்கினாலோ அல்லது வகுத்தாலோ கிடைக்கப் 
பெறும் எண்களும் கூட்டுத் தொடரில்தான் அமைந்திருக்கும் 
என்பது பொருளாகும் . 


( ஆ ) ஒரு கூட்டுத் தொடரின் முதல் n உறுப்புகளின் கூட்டுத் 

தொகை காணல் 
நிரூபணம் 


முதல் 


கொடுக்கப்பட்ட கூட்டுத்தொடரின் 

உறுப்பை 
a என்றும் , பொது வேறுபாட்டை d என்றும் கொள்வோம் . 
ஆகையால் தொடரின் கடைசி உறுப்பு , 1 = a + ( n - 1 / d 
என்று தெரியும் . மேலும் முதல் n உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் 
தொகையை S. என்று குறிப்பிடுவோம் . 


ஃ S. = a + ( a + d ) + ( a + 2a ) + ...... +1 

இங்கு என்பது கடைசி உறுப்பாதலின் , அதற்கு முன் உள்ள 
உறுப்பு ( l - d ) என்பது நன்கு விளங்கும் . எனவே , 

S = a + ( a + d ) + ( a + 2d ) + + ( l - d ) + 1 
மேலும் , S. = 1+ ( l - d ) + (l - 2d ) + 

1+ ( l - d ) + ( ! -2d } + ......... + ( a + d ) + a 
என்றும் மாற்றி எழுதலாம் . இவ்விரு மதிப்புகளையும் கூட்ட , 

2 S. = ( a + 1 ) + ( a + 1 ) + .................. + ( a + l ) என்று 
n உறுப்புகள் வரை கிடைக்கும் . 
i.e. 2S . = ( a + l ) + ( a + l ) + ......... n உறுப்புகள் வரை . 

= n ( a + 1 ) 


பப பப்ப 
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= 


i.e. S. " ( a + I ) 
ஆனால் 1 = a + ( n 

1 = a + ( n - 1 ) d என்று தெரியும் . 
2 

( a + a + ( n - 1 ) d ] 


1 


S 
.. 


1.e. 


S. = 


2 ( 2a + ( n - 1 ) d ] 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
5 

1 
1.6+ 5 

+ 
4 
8 | 

என்ற தொடரின் 
17 - ஆவது உறுப்பைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : இங்கு முதல் உறுப்பு , a = 6 

5 
பொதுவேறுபாடு , d = 5 6 

8 


ஃ . 


17 - ஆவது உறுப்பு , 11 = 1 + ( 17 - 1 ) d 


= 6 + 16 


( - ) 


= 6 - 6 = 0 


2 . 


பின் வரும் தொடர்களின் 7-ஆவது உறுப்பைக் காண்க . 
1 4 

10 
+1 + 
7 

7 


( 
i 
) 


7 + 


+ 


+ 


( ii ) ( a - 2b ) + ( 8a - 55 ) + ( 5a - 86 ) + ... 


தீர்வு : 


1 


( i ) முதல் உறுப்பு , a = 


를 


3 


பொதுவேறுபாடு , 


d = 7 


* 


In = a + ( n - 1 ) d 


+ + ( n - 1 ) 


8 
7 


= ( -2 ) 


8. ஒரு 
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( ii ) முதல் உறுப்பு , a ( a - 26) 
பொது வேறுபாடு , d = ( 8a 

( 3a - 56 ) - ( a 

( a - 25 ) 
( 2a - 36) 
ஃ t , = a + ( n - 1 ) d 
= ( a - 2b ) + ( n - 1 ) ( 2a - 3b ) 

( 2n - 1 ) a- (3n - 1 ) 
கூட்டுத் தொடரின் மூன்றாவது உறுப்பு 82 , 
பதினெட்டாவது உறுப்பு 77 என்றால் , அத்தொடரைக் காண்க : 
தீர்வு : 

தேவையான தொடரின் முதல் உறுப்பை a என்றும் , பொது 
வேறுபாட்டை d என்றும் கொள்வோம் . 

ts = 32 என்றும் , 118 = 77 என்றும் தெரிகிறது . 
அதாவது , a + 2d = 32 

( 1 ) 
a + 17d = 77 

( 2 ) 
ஃ ( 2 ) 

- ( 1 ) = 15d = 45 ; 
i.e. 

d = 3 


உ 


... 


) 


- 
. 


இப்பொழுது a = 

32-2d 

32- 2.3 
i.e. 

a 

26 


எனவே தேவையான தொடர் , 
26 + 29 + 32 + 35 + 

என்பதாகும் . 
4 . 

ஒரு கூட்டுத்தொடரின் ஏழாவது உறுப்பு ( - 15 ) 
என்றும் , பதினாறாவது உறுப்பு 30 என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் , 
அத்தொடரின் முதல் 19 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை காண்க . 
தீர்வு : 

கூட்டுத்தொடரின் முதல் உறுப்பு என்றும் , பொது வேறு 
பாடு d என்றும் எடுத்துக்கொள்வோம் . கொடுக்கப்பட்டுள்ளது 

t = -15 , tus = 80 
i.e. a + 6d = - 15 

( 1 ) 
a + 15d = 30 

( 2 ) 
( 2 ) - ( 1 ) - 9d = 45 , 
i.e. 

d = 5 

30-150 = 30-1585 = - 45 
க.ஓ. அ . - 8 


... 
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இப்பொழுது , முதல் 19 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை , 

19 
၉ 

[ 2 x ( -45 ) + ( 19-1 ) 5 ) 
2 


19 


191-90 + 90 ) = 0 


5. .42 , 39 , 38 , ..... எனும் தொடரில் உள்ள எத்தனை 
உறுப்புகளை எடுத்துக்கொண்டால் அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 
297 என்றிருக்கும் ? இங்கு இரண்டு மதிப்புகள் வரக் காரணம் 
என்ன என்றும் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர் : 42 , 39 , 38 , 
இங்கு முதல் உறுப்பு , a = 42 ; பொது வேறுபாடு , d = ( - 8 ) . 
தேவையான உறுப்புகளின் எண்ணிக்கையை 1 என்க . 

S. = 297 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


ஃ . 


i.e. 


1 
2 


[ 2a + (n - 1 ) d ] = 297 


i.e. " ( 2 : 42+ ( n - 1 ) ( -8 ) ] 

= 297 
i.e. n [ 84 

n [ 84 - 3 ( n - 1 ) ] = 594 
i.e. 3ns - 87n + 594 = 0 
i.e. 19 - 29n + 198 = 0 
i.e. ( n - 11 ) ( n - 18 ) 

( = 0 
n = 11 அல்லது 18 . 


இத்தொடரின் பொது வேறுபாடு குறை மதிப்பாக இருப்ப 
தால் , உறுப்புகளின் மதிப்புகள் குறைந்து கொண்டே செல்லும் . 
இவ்வாறு 15 - ஆவது உறுப்பின் மதிப்பு பூஜ்யமாகவும் ; 12 , 13 , 
14 ஆகிய உறுப்புகளின் மதிப்புகளும் , 16 , 17 , 18 ஆகிய 
உறுப்புகளின் மதிப்புகளும் எண்ணளவில் சமமாகவும் , அடை 
யாளத்தில் மாறுபட்டும் இருக்கின்றன . எனவே , 
18 - ஆவது வரையிலுள்ள உறுப்புகளின் 
பூஜ்யமாகும் . இவ்வாறு 

SI1- ன் மதிப்பும் S18- ன் மதிப்பும் 
சமமாகும் என்று அறிகிறோம் . 

6. இருநூறுக்கும் , நானூறுக்கும் இடையே உள்ள ஏழால் 
வகுபடும் எண்களின் கூட்டுத்தொகையைக் காண்க . 


12 முதல் 
கூட்டுத்தொகை 


தாடர்கள் 
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தீர்வு : 

200 - க்கும் 400 - க்குமிடையே அமைந்துள்ள எண்களுன் , 
ஏழால் வகுபடும் முதல் எண் 208 , கடைசி எண் 399 என்று 
தெரியும் . 

அதாவது a = 203 , 1 = 399 . 
மேலும் , பொது வேறுபாடு , d = 7 

அடுத்து , இவ்வெண்களின் எண்ணிக்கையை 1 எனக் 
கொள்வோமானால் , 

என்று அறிவோம் . 
i.e. 

a + ( n - 1 ) d = 899 
i.e. 

208+ ( n - 1 ) 7 = 399 
i.e. 

( n - 1 ) = 28 
i.e. 


1 = to 


= 899 


n = 29 


n 


S. 


[ a + ] 


2 


29 


[ 203 + 399 ) 


2 


8729 . 


= 27 


7 . ஒரு கூட்டுத் 

தொடரில் உள்ள மூன்று எண்களின் 
கூட்டுத் தொகை 27 ; அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 504 
என்றால் , அவ்வெண்களைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : தேவையான எண்களை ( a - d ) , a , ( a + d ) என்க . 
ஃ ( a - d ) + a + ( a + d ) 

( 1 ) 
( a - d ) . a . ( a + d ) = 504 

(2 ) 
( 1 ) -லிருந்து , 3a = 27 ,, 
i.e. 

a = 9 
( 2 ) -ல் இம்மதிப்பைப் பிரதியிட , 

( 9 - d ) . 9. ( 9 + d ) = 504 
i.e. ( 9 - d ) . ( 9 + d ) 

56 
i.e. 99 ds 

56 
i.e. 

19 

81 - 50 
i.e. 

de = 25 ., d == 5 
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d = 5 என்று எடுத்துக் கொள்வோமானால் , தேவையான 
எண்களாவன : 


( 9- 5 ) , 9 , ( 9 + 5 ) ; i.e. 4 , 9 , 14 


d = - 5 என்று எடுத்துக் கொண்டாலும் , இதே எண்கள் 
தான் கிடைக்கும் . 


பயிற்சி 
1. பின்வரும் தொடர்களில் குறுப்பிடப்பட்டுள்ள உறுப்பு 
களைக் கண்டுபிடி . 
( i ) 2 , 6 , 10 , 14 , 

எனும் தொடரின் 24 
ஆவது உறுப்பு . 
( ii ) 0.19,0.22 , 0.25 , 

எனும் தொடரின் 
21 - ஆவது உறுப்பு . 


2. கீழ்காணும் தொடர்களின் n- ஆவது உறுப்பைக் கணிக் 
கவும் . 

( i ) 2 , 7 , 12 , 17 , 
( ii ) 5 , 4 , 4 , 
( iii ) ( a - 26 ) , ( 3a - 56 ) , ( 5a - 86 ) , 
(iv ) 7 , ( 2n - 1 ) , ( 3n - 2 ) , 


3. 1 , 5 , 9 ................ 97 என்ற தொடரின் நடு உறுப்பைக் 
காண்க . 


4. 3 , 10 , 17 , ..... 

எனும் தொடரின் 7 - ஆவது 
உறுப்பும் , 63 , 65 , 67 , ......... எனும் தொடரின் n- ஆவது 
உறுப்பும் சமம் எனில் , n- ன் மதிப்பு என்ன ? 


5. ஒரு கூட்டுத்தொடரின் 45 - ஆவது உறுப்பு மூன்றாவது 
உறுப்பைப் போன்று 70 மடங்கு இருக்குமானால் , 41- ஆவது 

றுப்பு 9 - ஆவது உறுப்பைப் போன்று நான்கு மடங்கு இருக் 
குமெனக் காட்டு . 


6. கூட்டுத்தொடர் ஒன்றில் ஏழாம் உறுப்பு பூஜ்யமாக 
இருக்குமானால் , 27 - ஆவது உறுப்பின் மதிப்பு 17 - ஆம் உறுப்பின் 
மதிப்பைப் போன்று இரு மடங்கு என நிரூபி . 


தொடர்கள் 
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7. ஒரு கூட்டுத்தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு 

p- ஆவது உறுப்பு P என்றும் , 
9 - ஆவது உறுப்பு ( என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் ; முதல் 

உறுப்பையும் , பொது வேறுபாட்டையும் காண்க . 
8. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள கூட்டுத்தொடர்களின் முதல் 7 

உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகைகளைக் கணக்கிடு . 
( i ) 1 , 3 , 5 , 7 , 9 ...... 


1 


1 


( 
1 
) 


22-1 


( 


. 


2 + 1 
( iii ) ( x + y ) , ( x + y " ) , ( x - y ) , 


9. 3 + 4 + 8 + 9 + 13 + 14 + 18 + 19 + ...... என்ற தொடரின் 

முதல் 20 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை காண்க . 
10. கூட்டுத்தொடர் ஒன்றின் முதல் உறுப்பு 5 ; உறுப்புகளின் 

எண்ணிக்கை 15 ; மற்றும் அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 390 
என்றால் , அத்தொடரின் பொது வேறுபாட்டையும் , நடு 

உறுப்பையும் கண்டுபிடி . 
11. ஒரு கூட்டுத்தொடரின் முதல் உறுப்பு 14 , கடைசி உறுப்பு 

149 என்றும் , எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை 2282 
என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் , பொது வேறுபாட்டையும் , 
உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கையும் கணக்கிடு . 





12. ஒரு தொடரின் n- ஆவது உறுப்பு ( 3n + 2 ) எனில் , அத் 

தொடர் ஒரு கூட்டுத்தொடர் என நிறுவி , அத்தொடரின் 
முதல் 7 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகையைக் கண்டுபிடி . 


18 ( 4n - 1 ) எனும் மதிப்பை n- ஆவது உறுப்பாக உடைய 

தொடர் ஒரு கூட்டுத்தொடர் என்று நிறுவுக . மேலும் , முதல் 

7 உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையையும் காண்க . 
14. ஒரு தொடரின் முதல் 7 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை 

( 7n + en ) என்றால் அது ஒரு கூட்டுத்தொடர் என நிரூபி ; 
மேலும் முதல் உறுப்பையும் , பொது வேறுபாட்டையும் 
கண்டுபிடி . 


15. முதல் உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை ( 8n - n ) என்றிருக் 

கக்கூடிய ஒரு தொடர் கூட்டுத்தொடர் என நிரூபிக்கவும் . 
மேலும் 283 என்ற எண் இத்தொடரின் ஓர் உறுப்பு எனக் 
காட்டு . அது எத்தனையாவது உறுப்பாகும் ? 
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18. ஒரு கூட்டுத்தொடரில் 18 உறுப்புகள் உள்ளன . இரண்டு 

நடு உறுப்புக்களின் கூடுதல் 55 , கடைசி மூன்று உறுப்புக் 

களின் கூடுதல் 150 என்றால் , அத்தொடரைக் காண்க . 
17. ஒரு கூட்டுத்தொடரின் 13 - ஆவது உறுப்பு 3 என்றும் , 

முதல் 13 உறுப்புகளின் கூடுதல் 234 என்றும் கொடுக்கப் 
பட்டால் , பொது வேறுபாட்டையும் , முதல் 25 உறுப்புக் 

களின் கூட்டுத் தொகையையும் கணக்கிடு . 
18. கூட்டுத்தொடர் ஒன்றின் பொது வேறுபாடு 4 ; முதல் n 

உறுப்புகளின் கூடுதல் 21 ; மற்றும் முதல் 20 உறுப்புக்களின் 
கூடுதல் 78 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . அத்தொடரின் 

முதல் உறுப்பு என்ன ? 
19. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் , முதல் m உறுப்புகளின் கூட்டுத் 

தொகையும் , முதல் 7 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகையும் 
சமமாக இருக்குமானால் , முதல் ( m + 7 ) உறுப்புகளின் கூட்டு 

தொகை பூஜ்யத்திற்குச் சமம் என்று நிறுவுக . 
20. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் அமைந்துள்ள 3 எண்களின் 

கூடுதல் 21 என்றும் , அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 

179 என்றும் தெரிந்தால் , அவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க . 
21. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் உள்ள 3 எண்களின் கூடுதல் 80 ; 

அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 910 என்று கொடுக்கப் 
பட்டால் , அவ்வெண்கள் யாவை ? 


22. மூன்று எண்களின் கூடுதல் 9 , அவற்றின் முப்படிகளின் 

கூடுதல் 153. மற்றும் அவ்வெண்கள் கூட்டுத் தொடரில் 
அமைந்திருக்குமானால் , அவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க . 


23. ஒரு கூட்டுத்தொடரில் அமைந்துள்ள 4 என்களின் கூடுதல் 

16 என்றும் ; அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 105 என்றும் 

கொடுக்கப்பட்டால் , அந்த எண்களைக் கண்டுபிடி . 
24. நான்கு எண்களின் கூடுதல் 20 என்றும் ; அவற்றின் வர்க் 

கங்களின் கூடுதல் 120 என்றும் ; மற்றும் அவ் வெண்கள் 
ஒரு கூட்டுத் தொடரை உருவாக்கும் என்றும் தெரிந்தால் , 
அந்த எண்களின் மதிப்புகளைக் காண்க . 


25. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் உள்ள 4 எண்களின் கூடுதல் 50 ; 

அவற்றுள் பெரிய எண் சிறிய எண்ணைப் போன்று நான்கு 
மடங்கு இருக்குமானால் , அந்த எண்கள் யாவை ? 
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28. 1000 - க்கும் குறைவாக உள்ள 9 - ஆல் வகுபடக் கூடிய 

எண்களின் கூட்டுத் தொகை என்ன ? 


27. 12 - ஆல் வகுபடக் கூடிய நான்கிலக்க எண்களின் கூட்டுத் 

தொகைக் காண்க . 


28. 100+ 99+ 98+ ................ எனும் தொடரிலிருந்து எடுக்கப் 

படும் 30 தொடர் உறுப்புகளின் கூடுதல் 1155 என்றிருக்க 
வேண்டுமானால் , எந்த உறுப்பு முதல் உறுப்பாக அமையும் 


29. இரண்டு கூட்டுத் தொடர்களில் , முதல் n உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் தொகைகளின் விகிதம் ( 7n + 2 ) : ( n + 4 ) என்றால் 
அவற்றின் ஐந்தாவது உறுப்புகளின் விகிதம் என்ன ? 


80. ஒரு கூட்டுத் தொடரின் முதல் p உறுப்புகளின் கூடுதல் ( 

என்றும் , முதல் உறுப்புகளின் கூடுதல் என்றும் இருப்பின் ; 

முதல் ( p + q ) உறுப்புகளின் கூடுதல் - (P + q ) என்று காட்டு . 
81. a ,b , என்பன கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால் பின்வருவன் 
வும் கூட்டுத் தொடரில் அமையும் என நிருவுக . 

1 1 

1 
( i ) ( b + c ) , ( c + a ) , ( a + b ) ( ii ) bc 

- 
ab 


ca 


y + z 


z + r 


82 . 


* + y 


* 


* 


என்பன கூட்டுத் தொடரில் 


1 


1 


1 


இருக்குமானால் 


என்பன கூட்டுத் தொடரில் 


7 


உள்ளன என்று காட்டு . 


விடைகள் 


1. ( i ) 94 , ( ii ) 0-79 . 
5n ( 

27- 2n . 

iii - a 

5 
( iv ) ( n " - n + 1 ) , 3. 49 , 4. = 13 . 

Pq- 1 ) - Q ( p - 1 ) , 
7 . 

Q - P 
( g - p ) 

9 - P 
8. ( i ) . ( i ) - (n- 3 + 2 72). 

( iii ) n ( x + y ) - n ( m - 3 ) xy . 
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9. 520 . 10. 3 , 26 . 11. 5,28 . 12. " ( 3n + 7 ). 
13. . 

( 2n + n ) . 14. 13 , 14. 15. 17. 18. 2 , 5 , 8 .... 

5 
17 . 

75. 18. 3. 20. 3 , 7 , 11. 21. 7 , 10 , 13 . 

2 
22. 1 , 3 , 5 . 

1 , 3 , 5 , 7 . 24 . 2 , 4 , 8,8 . 
25. 5 , 10 , 15 , 20 • 28. 55944. 27. 4 , 123 , 500 . 
28 . 58 . 29. 5 : 1 


% 


23 . 


7.3 பெருக்குத்தொடர் ( Geometric progression ) 

( அ ) வரையறை . ஒரு தொடரிலுள்ள எந்த இரண்டு 
அடுத்தடுத்த உறுப்புகளின் விகிதமும் மாறாமல் இருக்குமானால் , 
அத்தொடரைப் பெருக்குத் தொடர் என்கிறோம் . இங்குள்ள மாறாத 
விகிதத்தை பெருக்குத்தொடரின் பொதுவிகிதம் என்று கூறுகிறோம் 


ஒரு பெருக்குத் தொடரின் முதல் உறுப்பை என்றும் , பொது 
விகிதத்தை - என்றும் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . எனவே 
பெருக்குத்தொடரின் திட்ட அமைப்புப் பின் வருமாறு இருக்கும் . 
i.e. a + ar + ar + ars + 

என்பதாகும் . 


அதாவது , முதல் உறுப்பு , 1 = a 


aro 


arl - 1 


= ar1 

= ara - 1 
= ar8-1 


இரண்டாவது உறுப்பு , 1. = ar 
மூன்றாவது உறுப்பு 

| 
இவ்வாறு அடுத்தடுத்து எழுதிக்கொண்டே செல்வோமானால் 
n- ஆவது உறுப்பு , 1 = are - 1 என்று கிடைக்கும் . 


அதாவது , 


பொது 


உறுப்பு 


t . = ara - 1 


எனவே முதல் உறுப்பும் , பொது விகிதமும் தெரிந்தால் , 
பெருக்குத் தொடரைத் திட்டவட்டமாக நிர்ணயிக்க 

գծ 
என்று அறிகிறோம் . 
( ஆ ) பெருக்குத்தொடரின் முதல் 7 உறுப்புககளின் கூடுதல் 

காணுதல் 
நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்ட பெருக்குத்தொடரின் முதல் உறுப்பை a 
என்றும் , பொது விகிதத்தை r என்றும் எடுத்துக்கொள்வோம் . 
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மேலும் , முதல் 7 உறுப்புகளின் கூடுதலை S. என்று குறிப்பிடுவோ 
மானால் , 
S. a + ar + ar + + arn - 3 + arn -1 

என்றாகும் . 
. IS . = ar + ar * + ar + ... + are - l + ara . 
இவற்றின் வேறுபாடு காண்போமானால் , 

S. - S.r = a - ar " என்று கிடைக்கும் . 
i.e. ( 1 - I ) S , = a ( 1 - r ? ) 


i.e. 


S. 





-4 (1-5 ) 
- ( - 1 ) 


இதை , 


S. 


என்றும் எழுதக்கூடும் . 


குறிப்பு : ( i ) பொது விகிதம் , -ன் மதிப்பு ஒன்றைவிடக் 
குறைவாக இருக்குமானால் , S.- ன் மதிப்பு காண முதல் அமைப் 
பையும் , -ன் மதிப்பு 

ஒன்றை விட அதிகமாக இருக்கு 
மானால் , இரண்டாவது அமைப்பையும் பயன்படுத்துதல் வழக்க 
மாகும் . 


( ii ) -ன் எண்ணளவு ஒன்றைவிடக் குறைவாக இருக்கு 
மானால் , n- ன் மதிப்பை அதிகரிக்கும் போது 

rn- ன் மதிப்பு 
குறைந்துகொண்டே செல்லும் என்பதை பின் வரும் விளக்கத்தி 
லிருந்து அறியலாம் . 

1 
ஏனெனில் , குறிப்பாக = 

என எடுத்துக் கொள்வோமானால் , 


1 


13 


1 
9 


V 


colo 


= 1 என்றும் , 


1 
27 


1 
9 

= 1 என்றும் , 


4 


1 
81 


1 

= r * என்றும் , 
27 


இதேபோன்று இன்னபிற சமனின்மைகளையும் நிறுவலாம் . 
அதாவது , n- ன் மதிப்பு அதிகரிக்சம்போது , rP- ன் மதிப்பு 
குறைந்துகொண்டே வருகிறது . மேலும் n- ன் மதிப்பை எண்ணி 
லடங்காது அதிகரிக்கக் செய்வோமானால் , -ன் மதிப்பு மிகக் 
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குறைவாகிக் கொண்டே செல்லும் என்றும் ; இறுதியாக , n முடி 
விலியை அணுகுமானால் , உன் மசிப்பு பூஜ்யத்தை நெருங்கும் 
என்றும் கண்டுகொள்ளலாம் . இந்நிலையைக் குறிப்பிட , 

L r = 0 என்று எழுதுதல் வழக்கமாகும் . 


i 


பொது 


இதன் பொருளாவது : 1 முடிவிலியை அணுகும்போது , உன் 
மதிப்பு பூஜ்யமாகும் . 

பூஜ்யமாகும் . இம் முடி வைப் பயன்படுத்தி , 
விகிதத்தின் மதிப்பு எண்ணளவில் ஒன்றைவிடக் குறைவாக 
இருக்குமானால் , அத்தகையப் பெருக்குத் தொடரின் கூடுதலை 
முடிவிலி வரை காணமுடியும் . 
அது பின் வருமாறு : 
( இ ) முடிவிலி வரை செல்லும் பெருக்குத் தொடரின் கூடுதல் 

காணுதல் 
நிருபணம் 
கொடுக்கப்பட்ட பெருக்குத் தொடரின் முதல் 

உறுப்பை 
a என்றும் , பொது விகிதத்தை - என்றும் கொள்வோம் . இங்கு 
-ன் மதிப்பு எண்ணளவில் ஒன்றைவிடக் குறைவாக இருத்தல் 
வேண்டும் என்பதை அறியவும் . 


இப்பொழுது தொடரின் முதல் 1 உறுப்புகளின் கூடுதல் , 

( 1 - ) 
S. = a 

என்று தெரியும் . 
( 1 - f ) 


i.e. S. = 


= ( - ) - ( - ) 


இங்கு 1 - ன் மதிப்பு முடிவிலியை அணுகுமானால் , நாடன் 
மதிப்பு பூஜ்யத்திற்கு மிக அண்மையில் செல்லும் . 

அதாவது 
n + 0 எனும் போது , rR - 0 என்றமையும் . எனவே , n முடிவிலியை 
அணுகும் நிகயில் எல்லை மதிப்பு காண , 
Lt Sa 

Lt 
n0 

1 . 


= ( - ) - ( - )( 54 ) 
-- - ( - ) ( ) 
--- 


O 
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i.e. 


S = 


읔 


1 - 


1 . 


... 


( இங்கு முடிவிலாத்தொடரின் கூடுதலை S என்று குறிப் 
பிட்டுள்ளோம் . ) 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
பின் வருவனவற்றைக் கண்டுபிடி : 
1 

4 
5 

8 
5 

எனும் தொடரின் 

5 
8 - ஆவது உறுப்பு . 
( ii ) V3-16 + 2 / 3 

என்ற தொடரிலுள்ள 
20 - ஆவது உறுப்பு . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்ட தொடர் 
1 2 
+ 

என்பதாகும் - 
5 5 

21 
இங்கு முதல் உறுப்பு , = 4 

5 
2 
( 8 

5 
மற்றும் பொது விகிதம் , / = 

5 


... 


- 


( 1 ) 
( ) 


2 


என்வே 8 - ஆவது உறுப்பு 


= ara - 1 


- * - 2 " - ( 2588 ) 


( ii ) - 8 + 2 3 
இங்கு a = 13 , = 

-16 


2 


3 


8 


20 - ஆவது உறுப்பு: = ar20-1 

( - 2 ) 
= -512 16 
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2 
. 


ஒரு 


( 2 ) என்றும் , ஒன்பதாவது உறுப்பு ( 249 ) 


2 பெருக்குத் தொடரின் நான்காவது உறுப்பு 

16 
243 

என்றும் கொடுக் 
கப்படின் அத்தொடரின் ஐந்தாவது , மற்றும் ஏழாவது உறுப்பு 
களைக் காண்க . 


தீர்வு : 

தேவையான பெருக்குத்தொடரின் முதல் உறுப்பை a என்றும் 
பொது விகிதத்தை r என்றும் கொள்வோம் . ஆகையால் = 

2 
16 

என்று தெரிகிறது . 
243 


1 


= 


ty 


1 


அதாவது , 


a re 


2 


( 1 ) 


are 


18 
248 


... 


இ 


( 2 ) 


( 2 ) 


== 


32 
248 


== 

( 148 ) 

( 2 ) 
" - (3 ) 
- * - 228 - * - 18 


i.e. 


2 
3 | 


எனவே , a = 


ஆகையால் , 5 - ஆவது உறுப்பு = ar 

27 
18 


7 - ஆவது உறுப்பு = are 


-17 ( 3 ) - 1 


3. பெருக்குத் தொடர் ஒன்றின் ( p + q ) - ஆவது உறுப்பு m 
என்றும் , ( p - q ) - ஆவது உறுப்பு ) என்றும் இருந்தால் , p- ஆவது 
உறுப்பு என்ன ? 


தொடர்கள் 
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தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடரின் முதல் உறுப்பை a என்றும் , 
பொது விகிதத்தை r என்றும் எடுத்துக்கொள்வோம் . பின் , 

( p + q ) - ஆவது உறுப்பு = m , 
( p 

q ) - ஆவது உறுப்பு = 1 என்றுள்ளன . 
அதாவது , arp + 6 = 1 = m 

( 2 ) 


- 


| 


arp-- 1 


= 1 


.... 


aro + 9-1 
arp - 1-1 


7 


(2 ) = 

; i.e. r =( ந ) 


1 


89 


i.e. 


19q = 


. 


m 
a = 

rp + -I 


p + - 


20 


4 - , 


= m 


எனவே , p- ஆவது உறுப்பு 


= arp - 1 


( m ) 

) .( ) 
- ( + ).( - ) 

( * ) + ( " ) . ( ** ) - ( - ) 


p - 1 


ரே 


== m 


- 


+ 


= m 


= 


= m 


= vimn 


2+ 2 


+ 


1 

3 
4. 1 

+3 + ..... என்ற பெருக்குத் தொடரின் 

8 
முதல் 8 உறுப்புகளின் கூடுதல் காண்க . 
தீர்வு : 

1 
இங்கு முதல் உறுப்பு , a = 1 

2 


பொது விகிதம் , 


( 24 ) 
( 11 ) 


3 
2 


T 


ம 


( ( 3 ) ] 


1 


25 ( 88 


1 உறுப்புகள் வரை] 

+ . 
28 

கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 
எனவே முதல் 8 உறுப்புகளின் கூடுதல் , 
S. = 1-18 

8 
8 

2 
2 

8 

2 
8 

( 3 * - 2 ) 
5. கீழ்க்காணும் தொடர்களில் முதல் உறுப்புகளின் 
கூடுதலைக் கண்டுபிடி . 

( i ) 4 + 44 + 444 + 

( ii ) 0.5 + 0.55 + 0.555 + 
தீர்வு : 

( i ) இங்கு முதல் 7 உறுப்புகளின் கூடுதலை பி . என்க . 
.: S. = 4 + 44 + 444 + 

77 உறுப்புகள் வரை ] 
4 

[ 9 + 99 + 999 + .. 
9 
[ ( 10 - 1 ) + ( 103 

+ ( 100-1 ) ] 
= 4 [(10 + 10 + 10 

+10 ) - ( 1 + 1 + 1 
7 உறுப்புகள் ) ] 
4 
4 
9 

( S. - n ] 
இங்கு S " . 10 - ஐ முதல் உறுப்பாகவும் , 

10 - ஐ பொது 
விகிதமாகவும் உடைய பெருக்குத்தொடரின் 
முதல் 7 உறுப்புகளின் கூடுதலாகும் . 

10 

( 10 - 1 ) 
( 10-1 ) 

9 
4 10 

( 10 - 1 ) - 1 
9 


= 


10 ( 10 " -1 ) 


S. 


4 

[ - ) 
- [ ° (10-1 )-12 ) 


தொடர்கள் 
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( ii ) இங்கு S. = 0.5+ 0.55 +0.555+ 

n உறுப்புகள் வரை 
= * [ 0.9 +0.99 +0.999 + 

n உறுப்புகள் வரை ) 


ம 


= 


+ 


9 [ [ 1-0 • 1 ) + ( 1-0 • 01 ) + ( 1-0 • 001 ) 

7 உறுப்புகள் வரை ] 
5 
9. [ ( 1 + 1 + 1 + 

ள உறுப்புகள் வரை ) 


== 


1 


- (1+ + 1 + + 15.) ] 
= ( - 1 

- ( 1b ) 

( 1 - 1 ) 
* -19 
( 1-15 ) ] 

* - * ( 1 - 1- ) ) 
- ( n - 1 + 3 ] 


i.e. S. 


== 


= 


8. ஒரு முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடரின் கூட்டுத்தொகை 
2 என்றும் , அதன் 

உறுப்புக்களின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் 
4 
தொகை என்றும் 

கொடுக்கப்பட்டால் , அத் தொடரைக் 
3 
காண்க . 


தீர்வு : 

தேவையான தொடரின் முதல் உறுப்பு a என்றும் பொது 
விகிதம் " என்றும் இருக்கட்டும் . 
ஃ a + ar + ar " + ............ முடிவிலி வரை = 2 என்றும் , 

4 
( a ) + ( ar ) + ( ar ) + ......... முடிவிலி வரை - 

3 
என்றும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன என்று அறிகிறோம் . 


128 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


a 


( 1 ) 


அதாவது , 


1 


as 


( 2 ) 


... 


( 8 ) 


( 1 - r " ) 8 
( 1 )-ஐ வர்க்கப்படுத்த , 

as 

4 
(1-1 ) 
( 2 ) 

ae 

X 
( 3 ) 1- 1 

a 
( 1 - r 
i.e. 

( 1 - r ) ( 1 + r ) B 
i.e. 

3 ( 1 - 1 ) = ( 1 + r ) 

1 
i.e. 


= 1 


( - )" 


4 
8 


1 
4 


2 


- 


T 


-ல 


ஆகையால் , 


a = 2 ( 1 - r ) = 2 


(1-4 ) -- 


எனவே , தேவையான பெருக்குத் தொடர் , 
1 1 

1 
1 + 

+ + + ...... என்பதாகும் . 
2 4 8 


பயிற்சி 
1. பின் வருவனவற்றின் மதிப்பு காண்க . 

1 
( i ) 2 + 3 + 4 + ......... எனும் தொடரின் 5 - ஆவது 
உறுப்பு . 

1 
2 
2 4 

+ ......... எனும் தொடரின் 
8 - ஆவது உறுப்பு . 


를 
-- 


-- 


n- ஆவது 


2. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர்களின் 
உறுப்பைக் கண்டுபிடி . 

1 

1 
( i ) 

+ ...... 


+ 


33 


( ii ) 4 + 8 + 16 


4 
5 


+ .... 


+ ..... 


. 


1 
( iii ) 4 + 2 + 1 + 

2 
( iv ) a + a + a + 


தொடர்கள் 
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3 . ஒரு பெருக்குத்தொடரின் நான்காவது உறுப்பு 8 என்றும் 
ஒன்பதாவது உறுப்பு 1458 என்றும் இருந்தால் , ஏழாவது உறுப் 
பைக் காண்க . 


4. பெருக்குத் தொடர் ஒன்றின் ஐந்தாவது , பதின்மூன்றாவது 
உறுப்புகள் முறையே 8 , 128 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . 
அத்தொடரின் பொது உறுப்பைக் கண்டுபிடி . 


5. 256 , 32 

என்ற 

எண்களை முறையே ஏழாவது , 
பத்தாவது உறுப்புகளாகக் கொண்டுள்ள 

கொண்டுள்ள பெருக்குத் தொடரின் 
17 - ஆவது உறுப்பின் மதிப்பு என்ன ? 


6. ஒரு பெருக்குத்தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு a , q- ஆவது 
உறுப்பு b எனில் , பொது உறுப்பின் மதிப்பைக் காண்க . 


7. கீழ்க்காணும் பெருக்குத்தொடர்களின் கூட்டுத்தொகை 
களைக் குறிப்பிடப்பட்டுள்ள உறுப்புகள் வரை கணக்கிடு . 

( i ) 1 + 4 + 16 +64 + ..... என்ற தொடரின் முதல் 

6 உறுப்புகளின் கூடுதல் . 
( ii ) 3 - 6 + 12 - 24 + எனும் தொடரின் முதல் 

9 உறுப்புகளின் கூடுதல் . 


என்ற 


10 


1 
( iii ) - 1 + 12 
2 

தொடரில் 
V2 

உறுப்புகள் வரை . 
( iv ) 0.3 + 0.03 +0.008 + என்ற தொடரில் 
1 உறுப்புகள் வரை . 

a + 
( v ) + 1 + 

+ ... என்ற தொடரில் 
a + b 

b 
n உறுப்புகள் வரை . 


( +3) 


1 


( vi ) 2 + 1 + 


+ 


எனும் தொடரில் முடிவிலி 


8 


வரை . 


( 


- 


1 


+ 


+ 


+ 


லம 


+ 
... 


5 

2 8 
( vii ) 

+ 
8 

எனும் தொடரில் 

25 
முடிவிலி வரை . 
( viii ) ( v3 + 1 ) + 1 + ( V3 - 1 ) + . 

தொடரில் முடிவிலி வரை . 


என்ற 


க . 


ஓ . அ .-9 


1.0 


ணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


( ix ) 5 + 55. + 555 + ... என்ற தொடரின் n உறுப்பு 

களின் கூடுதல் . 
( x ) 0.8 + 0.08 + 0.008 + என்ற தொடரின் 

n உறுப்புகளின் கூடுதல் . 


9. ஒரு 


8 . 1 + 3 + 32 + 38 + ... என்ற செருக்குத்தொடரின் 
சுடுதல் 2,000 - க்கும் அதிகமாக இருக்க 

வேண்டுமானால் , 
குறைந்த அளவு எத்தனை உறுப்புகளை எடுத்துக்கொள்ள 
வேண்டும் ? 

பெருக்குத் தொடரில் அமைந்துள்ள மூன்று 
எண்களின் கூட்டுத்தொகை 21 என்றும் , அவற்றின் பெருக்குத் 
தொகை 216 என்றும் தெரிந்தால் , அந்த எண்களைக் கண்டுபிடி . 

10 . மூன்று எண்கள் ஒரு பெருக்குத்தொடரில் உள்ளன . 
அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 28 என்றும் , அவற்றின் வர்க்கங் 
களின் கூட்டுத்தொகை 364 என்றும் இருக்குமானால் , அவை 
யாவை ? 


11 . 


நான்கு எண்கள் ஒரு பெருக்குத்தொடரை உருவாக்கு 
கின்றன . அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 15 என்றும் , அவற்றின் 
வர்க்கங்களின் கூட்டுத்தொகை 85 என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் , 
அந்த எண்களைக் காண்க . 


12. ஒரு முடிவிலா பெருக்குத்தொடரின் கூட்டுத்தொகை 
8 என்றும் , இரண்டாம் உறுப்பு 2 என்றும் தெரிந்தால் , 

அத் 
தொடரைக் கண்டுபிடி . 
13. ஒரு பெருக்குத்தொடரின் 

முடிவிலி 

வரையிலுள்ள 
உறுப்புகளின் கூடுதல் 21 ; அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 
189 என்றால் அத்தொடர் யாது ? 
14. முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடர் ஒன்றின் 

கூட்டுத் 
தொகை 3 என்றும் , அதன் உறுப்புகளின் முப்படிகளின் கூட்டுத் 

108 
தொகை 

என்றும் இருக்குமானால் , அத்தொடரைக் 
18 


காண்க. 


15. ஒரு முடி விலாப் பெருக்குத்தொடரின் முதல் உறுப்பின் 
மதிப்பு ஒன்று எனவும் , மற்றும் அத்தொடரின் எந்த ஒரு உறுப்பின் 
மதிப்பும் , அவ்வுறுப்பைத் தொடர்ந்து வரும் மற்றெல்லா உறுப்பு 
களின் கூடுதலுக்குச் சமமாகவும் இருக்குமானால் , அத்தொடரின் 
பிராது விகிதம் என்ன ? 


தொடர்கள் 
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16 . முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடர் ஒன்றின் முதல் இரண்டு 
உறுப்புகளின் கூடுதல் ஒன்று என உள்ளது . மற்றும் , ஒவ்வொரு 
உறுப்பின் மதிப்பும் அதைத் தொடர்ந்து வரும் மற்றெல்லா 
உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையின் இரண்டு மடங்காகும் . அப் 
பெருக்குத்தொடரைக் கண்டுபிடி . 


17. ஒரு பெருக்குத்தொடரின் இரண்டாவது , மூன்றாவது 
உறுப்புகளின் கூடுதல் 24 என்றும் , நான்காவது , ஐந்தாவது 
உறுப்புகளின் கூடுதல் 216 என்றும் இருக்குமானால் , அத் 
தொடரின் முதல் உறுப்பையும் , பொது விகிதத்தையும் காண்க . 


18 . 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் , முதல் 3 உறுப்புகளின் 
கூடுதலும் , மூன்றாவது , நான்காவது , ஐந்தாவது உறுப்புகளின் 
கூடுதலும் 4 : 9 எனும் விகிதத்தில் உள்ளன . மேலும் ஆறாவது 

3 
உறுப்பு 15 என்று கொடுக்கப்பட்டால் அத்தொடரின் பத் 

16 
தாவது உறுப்பின் மதிப்பு என்ன ? 


19 . 

ஒரு பெருக்குத் தொடரின் முதல் இரண்டு உறுப்புகளின் 
கூட்டுத்தொகை 2 என்றும் , முதல் நான்கு உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை 

20 

என்றும் , கொடுக்கப்படின் , அத்தொடரைக் 
காண்க . 


20. S. , S. , S. என்பன ஒரு பெருக்குத் தொடரின் முதல் 
n , 2n , Sn உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகைகளைக் குறிக்குமானால் , 
பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 

( i ) S , 2 + $ , = S. ( S , + Sg ) 
( ii ) S , ( S : - S , ) = ( S , - S ) " . 


21. ஒரு முடிவிலா பெருக்குத்தொடரின் கூடுதலை S என்றும் , 
அதன் முதல் 7 , 2n உறுப்புகளின் கூடுதல்களை S1 , பி , என்றும் 
குறிப்பிடுவோமானால் , S. ( S. S ) = S ( SL - S. ) என்று 
காட்டு . 


22 . 


ஒரு கூட்டுத்தொடரின் p- ஆவது , 4 - ஆவது , 7 - ஆவது 
உறுப்.கள் பெருக்குத்தொடரில் அமைந்திருக்குமானால் , அத் 
தொடரின் பொது விகிதத்தின் மதிப்பு ( தி என்றிருக்குமென 

- 


நிறுவுக . 
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23. a , b , c என்பன ஒரு பெருக்குத் தொடரிலிருக்குமானால் , 
log a , log b , log c 

என்பன கூட்டுத் தொடரில் அமையும் 
எனக்காட்டு . 


24. p , q , r என்பன கூட்டுத் தொடரிலிருந்தால் , ap , a , a 
என்பன பெருக்குத்தொடரில் அமைந்திருக்குமென நிரூபி . 
25 . a , b , c , d என்பன பெருக்குத்தொடரில் இருக்குமானால் , 

பின் வருவனவற்றை நிருவுக . 
( i ) ( a - b + c ) ( b + c + d ) = ab + bc + cd 
( ii ) ( a + b + c ) [ bs + c + d ) = ( ab + bc + cal) - 
( iii ) ( a + b + c + d ) 2 = ( a + b ) * + ( c + d ) + 2 ( b + c ) . 


விடைகள் 


1. ( i ) 


( i ) , 


( ii ) --- 


2. ( i ) 


v 8 
ஓ n - 1 


( ii ) 


21.2n - L 

5 


1 
( iii ) 2n + 1 
2n + 1 ( iv ) 

a2n - 7 


3. 


162 4. 2 + 1 


an 


1 
p - q 


5 . 


1 
4 


6 . 


7. ( i ) 1365 , ( ii ) 513 , 


( iii ) 


81 

( V2 - 2 ) , ( iv ) 
2 


+ (1-10 ) 
(la 1 } ( vi ) 
+ 408 ( 10 - 1 ) -n ) 


25 


ம 


- 


( 1 - b ) - 

8 
( ( a + b ) " 
( v ) 

( vii ) 
26 ( a + by ( a - by 

3 

8 
6 + 4 3 

( 10 
( viii ) 

( ix ) 
3 

9 9 
8 1 

1 
1 

8. 8. 9. 3 , 6 , 12 . 
9 9 

10n 
10. 2 , 6 , 18 . 

11. 1 , 2 , 4 , 8 
1 

63 126 
12. 4 + 2 + 1 + 

+ ... 13 . 
2 

5 

+ 
2 

1 1 
14. 2 + 

15. 1 + 
8 9 

2 
3 

1 
16 . + 
41 

17. 2 , 3 ( அல்லது ) 4 , - 3 . 
4 
39 . 

1 3 9 
18 . 

19 . 
28 

( அல்லது ) 
2 2 2 
-1 , 3 , -9 , ... 


+ 


25 


+ 


+ .... 


+ 


4+ .. 


+ 


, 2 


தொடர்கள் 
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7.4 இசைத்தொடர் (Harmonic progression ) 
( அ ) வரையறை : ay , as , as 

என்ற எண்கள் கூட்டுத் 
1 1 

1 
தொடரில் அமையுமானால் , 

al as 

as 
இசைத்தொடரில் அமைவதாகக் கூறுகிறோம் . 


என் பன 


+ 


அதாவது , கூட்டுத்தொடரில் அமையும் எண்களின் தலை கீழ் 
மதிப்புகள் ஒரு இசைத்தொடரை உருவாக்குவதாகக் கூறப்படும் . 
எனவே இசைத்தொடரின் திட்ட அமைப்பை , 
1 1 

1 
+ 

+ ... என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
a + d a + 2d 
ஏனெனில் , a + ( a + d ) + ( a + 2d ) + ... என்பது ஒருகூட்டுத் 
தொடர் என்று நமக்குத் தெரியும் . 

( ஆ ) இசைத்தொடரின் வரையறையிலிருந்து , ஒவ்வொரு 
இசைத்தொடருக்கும் ஒப்ப ஒரு கூட்டுத்தொடர் உண்டு என 
அறிகிறோம் . மேலும் இசைத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பு காண 
வோ , அல்லது முதல் 1 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை காணவோ 
தனி சூத்திரங்கள் கிடையாது . இசைத்தொடரில் கொடுக்கப்படும் 
கணக்குகளின் தீர்வுகள் காண , அத்தொடருக்கு ஒப்பான கூட்டுத் 
தொடரை முதலில் காண வேண்டும் . பிறகு கணக்குகளின் 
தீர்வை அக்கூட்டுத்தொடரைக் கொண்டு காண வேண்டும் 
என்பது பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் நன்கு விளங்கும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


1 


1 . 


ஒரு இசைத்தொடரின் ஏழாவது உறுப்பு 20 


என்றும் , 


1 


பதின்மூன்றாவது உறுப்பு 38 

என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் , அத் 
தொடரின் பதினைந்தாவது உறுப்பின் மதிப்பைக் காண்க . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட இசைத்தொடருக்கு ஒப்பான கூட்டுத் 
தொடரைக் கவனிக்கவும் . இசைத்தொடரின் 7 - ஆவது மற்றும் 

1 1 
13 - ஆவது உறுப்புகள் முறையே 

என்பதால் , கூட்டுத் 

20 38 
தொடரின் 7 - ஆவது , 13 - ஆவது உறுப்புகள் முறையே 20 , 38 
என்றிருக்க வேண்டும் . 


- 
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ஆகையால் , கூட்டுத்தொடரின் முதல் உறுப்பை a என்றும் , 
பொது வேறுபாட்டை d என்றும் கொள்வோமானால் , 

a + 6d = 20 


( 1 ) 


... 


. 


a + 12d = 88 

( 2 ) 
என்று கிடைக்கும் . 
... ( 2 ) - ( 1 ) = 6d = 18 ; i.e. d = 3 
ஆகையால் , a = 20 - 6d = 20 - 18 = 2 
இவ்வாறு கூட்டுத்தொடரின் 15 - ஆவது உறுப்பு , 

t15 = a + 14d 

= 2 + 14.8 = 44 
எனவே , இசைத்தொடரின் 15 - ஆவது உறுப்பு = 4 

44 . 
2. ஒரு 

ஒரு இசைத் தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு ( qr ) என்றும் , 
q- ஆவது உறுப்பு ( rp ) என்றும் இருந்தால் , r- ஆவது உறுப்பு 
( pg ) என்று நிறுவுக . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட இசைத் தொடருக்கு ஒப்பான 
தொடரின் முதல் உறுப்பை a என்றும் , பொது வேறுபாட்டை 
d என்றும் கொள் வோம் . 


கூட்டுத் 


இசைத்தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு 


= qr 
= 


அதாவது , கூட்டுத்தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு = 


1 
qr 


1 


அதா வது , 


a + ( p - 1 ) d = 


qr 


( 1 ) 


1 


இதேபோன்று , a + ( q - 1 ) d = 


rp 


( 2 ) 


1 


1 


ஃ 


( 1 ) - ( 2 ) = ( p - q ) d = 


ar 


rp 


- + ( 41 ) 
- ( ) 


தொடர்at 


85 


i.e. d = 


plan 


( : p + q ) 


par 


1 


- ( p - 1 ) d 


g : 


1 


1 


( p - 1 ) 


gr 


par 


1 


1 


1 


( p - p + 1 ) 


par 


par 


எனவே , கூட்டுத்தொடரின் 1 - ஆவது உறுப்பு , 

= a + ( r - 1 ) d 
1 

1 
+ ( r - 1 ) 
par 

par 


1 
par 


( 1+ -1) 


T 


1 


par pa 
இசைத் தொடரின் r- ஆவது உறுப்பு = pq . 


3. இசைத் தொடரில் அமைந்துள்ள மூன்று எண்களின் 
கூட்டுத்தொகை 11 என்றும் , அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் 
தொகை 49 என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , அந்த எண் 
களின் மதிப்புகளைக் காண்க . 
தீர்வு : 
இசைத்தொடரில் அமைந்துள்ள 3 எண்களையும் , 
1 1 

1 
a - d a 

எனக் கொள்வோம் . 
a + d 


1 


1 


1 


... 


+ 


11 


( 1 ) 


a_d 


a 


+ 

a + d 


1 1 

1 
+ + 

49 
( a - d ) ar 

( a + d ) 
இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்தும் , a , d ஆகியவற்றின் மதிப்பு 
களைக் காணவேண்டும் . சமன்பாடு ( 1 ) -ஐச் சுருக்க , 
a ( a + d ) + ( a - d ( a + d ) + a ( a 

= 11 என்றாகும் . 
( a.d ) a ( a + d ) 
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j.e. 


3a - d 

= 11 
a ( a de ) 


( 8 ) 


2 


இப்பொழுது , 


+ 


+ 


+ 


( 1+ + + + .) = [ ( - ) + ( 4 ) 
( + ) ) + 2 ( 4 ) ( H ) +2 ( 4 ) ( +2 ) 

+ 2 ( + a) ( - ) 
a ( a - d) ( a + d ) ( a - d + a + a - d ) 


2 


i.e. 


( 11 ) 


= 49 + 


i.e. 


121- 49 


3a 
a ( ae 

- d ) 
6 
( a ) d ) 


i.e. 


72 = 


i.e .. 


( a - d ) 


( 1 ) 


... 


( 
4 
) 


.. 


( 3 ) , ( 4 )-லிருந்து , 
2a + ( a - d ) 

d ) 


d ) - 


a ( a 


2a2 + 


( 1 ) 


i.e. 


11 


a 


12 


i.e. 24a + 1 = 11a என்று கிடைக்கும் . 
i.e. 24a - 11a + 1 = 0 
i.e. ( 3a 

( 3a - 1 ) ( 8a - 1 ) = 0 


1 


ஃ . 


. 


3 


2 


1 
3 


எனில் , 


அல்லது - 
( 1 ) - 4 " - 1 

( 4 ) 


அதாவது , d 


| 
36 


i.e. d = + 


தொடர்கள் 


197 


1 


இங்கு , a = 


d 


1 
8 


என 


எடுத்துக் கொண்டால் , 


தேவையான எண்களாவன , 


( T ) (4) ( + ) 


. 


i.e. 


6 , 3 , 2 . 


6 


1 
குறிப்பு : ( i ) d 

என்று எடுத்துக் கொண்டாலும் 
இதே 3 எண்கள் தான் கிடைக்கும் . 
1 

1 1 

13 
( ii ) a = எனக்கொண்டால் d = 
8 

64 12 192 
எனும் குறையெண்ணாக இருக்கும் . எனவே a- க்கு இம்மதிப்புப் 
பொருந்தாது . 


பயிற்சி 


1. ஒரு இசைத்தொடரின் நான்காவது உறுப்பும் , ஏழாவது 

உறுப்பும் முறையே 6 , 18 என்று கொடுக்கப்பட்டிருந் 
தால் , அத்தொடரின் 10 - ஆவது உறுப்பைக் காண்க . 


2 
. 


ஒரு இசைத்தொடரின் நான்காவது உறுப்பின் மதிப்பு 
1 

1 
என்றும் , பதின்மூன்றாவது உறுப்பின் மதிப்பு 
12 

42 
என்றும் தெரிகிறது . அத்தொடரைக் காண்க . 


4 , 4 ,. 


2 

8 
3. 4 , 4 

4 . 5 ... எனும் தொடர் இசைத்தொடர் 
7 

13 
என்று காட்டு . மேலும் , இத்தொடரின் 

10 - ஆவது , 
n-- ஆவது உறுப்புகளையும் கண்டுபிடி . 


4 . 


என்ற தொடரின் n- ஆவது 


1 3 3 1 
8 10 1114 
உறுப்பு என்ன ? 


1 


5 . 


1 


இசைத்தொடர் ஒன்றின் ஏழாவது உறுப்பு 10 

பன்னி 
ரண்டாவது உறுப்பு 25 

என்றிருந்தால் , அத்தொடரின் 
இருபதாவது உறுப்பைக் காண்க . 
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8 . 


ஒரு இசைத்தொடரில் முதல் இரண்டு உறுப்புகள் a , b 
என்றுள்ளன . அதன் 1 - ஆவது உறுப்பின் மதிப்பு 
என்ன ? 


7. ஒரு 


ஒரு இசைத்தொடரில் உள்ள முதல் உறுப்பும் , இருப 
தாவது உறுப்பும் முறையே a , b என் றிருந்தால் , அத் 
தொடரின் 15 - ஆவது உறுப்பையும் , 

25 - ஆவது 
உறுப்பையும் கண்டுபிடி . 


8. ஒரு 


ஒரு இசைத்தொடரின் p- ஆவது உறுப்பு q என்றும் , 
( -ஆவது உறுப்பு - என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 

pq 
( i ) ( p + q )-ஆவது உறுப்பு 

என்றும் , 
P + q 


(H ) -- ஆவது உறுப்பு ( 2 ) 


என்றும் , 


( iii ) ( pq ) - ஆவது உறுப்பு ஒன்று என்றும் நிறுவுக . 


9 . இசைத்தொடர் ஒன்றின் p- ஆவது , 4 - ஆவது , 7 - ஆவது 

உறுப்புகள் முறையே P , Q , R என்றிருக்குமானால் , 

QR ( q - T ) + RP (r -p) + PQ ( p - q ) = 0 என்று காட்டு . 
10. ay , as , ag , 

a , என்பன இசைத்தொடரிலிருப்பின் , 
al as + as as + 

+ ag - 1 an = ( n - 1 ) al as 
என்று நிறுவுக . 


என்று 


a , b , c என்ற எண்கள் இசைத்தொடரில் இருக்குமானால் 

உண்மை 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவை 
நிரூபிக்கவும் . 
b + a 

b + c 
( i ) 

2 
b 

b - C 
( ii ) log ( a + c ) + log ( a - 25 + c ) = 2 log ( a - c ) 


+ 


(i ) ( 4 + + - ) ( + + + - 1 ) 

= (4- * ) 


12. ( b + c ) , ( c + a) ( a + b ) என்பன இசைத் தொடரிலிருந் 

தால் , a , b 2 , " என்பன கூட்டுத் தொடரிலிருக்கும் 
என நிறுவுக . 


தொடர்கள் 
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18 . 


a , b , c என்ற எண்கள் இசைத் தொடரிலிருக்குமானால் , 
பின் வருவன கூட்டுத் தொடரிலிருக்கும் என்று நிரூபிக் 
கவும் . 
( i ) a ( b + c ) , b ( c + a ) , C ( a + b ) ; ( ii ) bc , ca , ab 


14 . 


a , b , c எனும் மூன்று எண்கள் இசைத் தொடரில் 
உள்ளன என்றால் , கீழ்க்காண்பவையும் இசைத் தொடரி 
லுள்ளன என்று காட்டு . 

b 
( i ) 
b + C C + a 

c 
b 
c + a - b 

a b - 


a - y 


Z 


15 . 


என்றும் , p , q , r என்பன 
px 

py pz 
கூட்டுத் தொடரில் உள்ளன என்றும் கொடுக்கப்பட் 
டிருந்தால் , x , y , z என்பன இசைத் தொடரிலிருக்கும் 
என்று நிறுவுக . 


விடைகள் 


80 


1. ( - 18 ) 2. I. 


8 
On - 4 


( 10 . - ) 


|| 


3. 10 , 


10 , ( 16 - N ) 


4 . 


5 
. 


3 1 

ab 

6 . 
8 + n 

49 

( n - 1 ) ( a - b ) 
19ab 

19ab 
( 14a + 56) ( 24a - 55 ) 


7 . 


( 


7.5 . இடையெண்கள் ( Means ) 
7.5.1 . கூட்டிடை 

மூன்று எண்கள் கூட்டுத் தொடரில் அமைந்திருக்குமானால் , 
அவற்றுள் நடு எண்ணை மற்ற இரண்டு எண்களுக்கிடையே 
உள்ள கூட்டிடை என்று கூறுகிறோம் 


அதாவது , a . x , b என்பன கூட்டுத் தொடரிலிருக்குமானால் , 
x என்பது a , b- க்கிடையே உள்ள கூட்டிடையாகும் . 


மேலும் , a , x , b என்பன கூட்டுத் தொடரில் இருப்பதால் , 
x - a = b - x என்றிருக்கவேண்டும் . 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


i.e. 2x = a + b ; ie . 


a + b 

2 


* 


எனவே , b இவற்றிற்கிடையே உள்ள கூட்டிடை 
a + b 

என்பதாகும் . 
2 
குறிப்பு : ( i ) a , x , y , b என்ற எண்கள் கூட்டுத் தொடரில் 

b- க்கிடையே உள்ள இரண்டு 
அமையுமானால் , x . y என்பன a , 
கூட்டிடைகளாகும் . 

( ii ) இதே போன்று a , x , x ,, x3 , xn , b என்பன ஒரு 
கூட்டுத்தொடரில் அமையுமானால் , x , x ,, xy , x . என்ற 
எண்களை a , ந - க்கிடையே உள்ள கூட்டிடைகள் என்பர் . 


இந்த n கூட்டிடைகளின் மதிப்புகளையும் , கூட்டுத்தொடரின் 
பண்பிலிருந்து கணக்கிட முடியும் . 


7.5.2 பெருக்கிடை : பெருக்குத் தொடரில் 

அமைந்துள்ள 
மூன்று எண்களுள் நடுவில் உள்ள எண் , மற்ற இரண்டு எண்களுக் 
கிடையே உள்ள பெருக்கிடை எனப்படும் . அதாவது , a , x , 

, b 
என்பன பெருக்குத்தொடரில் இருக்குமானால் , x என்பது a , b 
இவற்றிற்கிடையே உள்ள பெருக்கிடையாகும் . 
a , x , 

b என்பன பெருக்குத் தொடரிலிருப்பதால் , 


* 


b 


== 


என்று தெரியும் . 


i.e. x2 

x2 = ab 


* 


+ ab 


என்பதுதான் பெருக்கிடையாகும் . 


குறிப்பு : a , 31 , 3 , 

a , x1 , x ,, ... xn , b எனும் எண்கள் ஒரு பெருக்குத் 
தொடரை உருவாக்குமானால் , x , x , ... n என்பன a , b இவற் 
றிற்கிடையே உள்ள n பெருக்கிடைகள் எனப்படும் . இவற்றின் 
மதிப்பை a , b மூலம் கணக்கிட முடியும் . 


7.5.3 இசையிடை : a , x , b என்ற மூன்று எண்களும் இசைத் 
தொடரில் அமைந்திருக்குமானால் , x என்ற நடு எண்ணை a , b 
ஆகிய எண்களுக்கிடையே உள்ள இசையிடை என்று கூறுவர் .. 
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1 


a , x , 6 

என்பன இசைத்தொடரில் அமைவதால் 
1 

1 

என்பன கூட்டுத்தொடரிலிருக்க வேண்டும் . 
b 


1 


-- 


= 


1 
bb 


2 


1 


i.e. 


1 
b 


| 


+ 


--- 


a 


a + b 


( * ) 


2ab 
* == 

a + b 


. 


ܕܨ 

, 
xn 


குறிப்பு a , b என்ற இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட எண்களுக் 
கிடையே ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட இசையிடைகளையும் வரையறுக்க 
முடியும் . இவ்வாறு , 
a , x1 , x ,, ... xa , b என்பன இசைத்தொடரிலிருக்குமானால் , 

Y. என்ற எண்கள் a , b- க்கிடையே உள்ள 1 இசை 
யிடைகள் என்று கூறப்படும் . 
7.5.4 மூன்று இடைகளுக்கிடையே உள்ளத்தொடர்பு : 

இரண்டு மிகை எண்களுக்கிடையே உள்ள கூட்டிடை 
பெருக்கிடை , இசையிடை ஆகிய மூன்று எண்களும் இறங்கு 
வரிசையில் இள்ள ஒரு பெருக்குத் தொடரில் அமைவனவாகும் . 
நிரூபணம் 

a , b என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட மிகை எண்களாக . 
இருக்கட்டும் . 

உள்ள 

இடையே 
இவ்விரு எண்களுக்கும் 
கூட்டிடை , பெருக்கிடை , இசையிடை ஆகியவற்றை முறையே 
A , G , H என்று குறிப்பிடுவோம் . பின் , 
a + b 

2ab 
A = G = + Nab , H = 

என்று தெரியும் . 
2 

a + 
+ b 2ab 
இப்பொழுது , AH = 

2 

ab = ( = ab ) 
.. AH = GS 
H G 

( 1 ) 
A 


.. 


a + b 


அல்லது , G 


142 

கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 
அதாவது , A , G , H என்பன பெருக்குத் தொடரில் அமைந் 
துள்ளன என்று அறிகிறோம் . 
மேலும் A - G = 

a + b 

+ ab 
2 
a + b + 2 ab 

2 
( a ) + ( b ) + 2a 

2 
( a + b ) 

( ஒரு நிறை வர்க்கம் ) 


= 


2 


ஃ A - G > 0 

G 
i.e. A > G ; i.e. 

< 

< 1 

A 

H 
( 1 ) , ( 2 )-லிருந்து - < 1 என்று பெறலாம் . 


( 2 ) 


இவ்வாறு A > G > H என்று அறிகிறோம் . 


இறங்கு வரிசையில் 

வரிசையில் உள்ள 


அதாவது A , G , H என்பன 
பெருக்குத்தொடராகும் . 


11 கூட் 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. ( -7 ) , 65 இவற்றிற்கிடையே 

11 கூட்டிடைகளை 
அமைக்கவும் . 
தீர்வு : 

( -7 ) , 65 ஆகிய எண்களுக்கிடையே உள்ள 
டிடைகளை x 1 , x , x8 . 84 ...... 11 என்க . 

பின் -7 , x , x ,, xg , ... x11 , 65 என் பன கூட்டுத்தொடரி 
லமையும் . இத்தொடரின் பொது வேறுபாட்டை d என்க . 

இங்கு , முதல் உறுப்பு = -7 . 
மேலும் , 65 = கூட்டுத்தொடரின் 13 - ஆவது உறுப்பாகும் .. 

= -7 + 12d 
i.e. 72 12d ; d = 6 
எனவே x = - 7 + 6 = 1 ; 

7 + 2 x 6 = 5 . 
இதே போன்று , x11 

x11 = -7 + 11 x 6 = 59 


ஃ . 


- 


X 


2 
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இவ்வாறு - 1,5,11 , 17 , 23 , 29 , 35 , 41 , 47 , 53 , 59 
என் பன தேவையான கூட்டிடைகளாகும் . 


2 . 2 - க்கும் 64 - க்கும் இடையே உள்ள 4 பெருக்கிடைகளைக் 
காண்க . 


தீர்வு : 

x1 • x ,, xg . x4 என்பன தேவையான பெருக்கிடைகளாக 
இருக்கட்டும் பின் 2 , x , x ,. xg , x ,, 64 என்பன பெருக்கு 
தொடரில் அமையும் . இந்த பெருக்குத் 

இந்த பெருக்குத் தொடரின் 
விகிதம் r என்க . 


பொது 


இங்கு , 2 = முதல் உறுப்பு 
64 = ஆறாவது உறுப்பு 

2. க 


= 


ஃ . 


go 


32 ; i.e. 


r = 2 


2.25 


எனவே , x = 2 x 2 = 4 , x , 2.23 = 8 , x8 
16 , x4 = 

32 . அதாவது , 4 , 8 , 16 , 32 என்பன தேவை 
யான பெருக்கிடைகளாகும் 


1 1 
8 . 

என்ற எண்களுக்கிடையே 5 இசையிடைகளை 
3 - 21 
அமைக்கவும் . 


தீர்வு : 
* 1 , 22 , 23 , 24 , 25 

என்பன தேவையான இசையிடைகள் 
என்க . 
1 

1 
ஆகையால் , 

என்பது 
x1 , 7 , 38 , 34 , 351 21 
3 

ஒரு 
இசைத் தொடராகும் . 

1 1 1 1 

1 
அதாவது , 3 , 

X1 89 Xg 
கூட்டுத் தொடராகும் . 
இந்த கூட்டுத் தொடரின் பொது வேறுபாடு d என்றால் , பின் , 
21 - 

ஏழாவது உறுப்பு 
முதல் உறுப்பு + 8.d 
3 + 8d 


21 என்பது ஒரு 


. 


* 


85 


5 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


i.e. 


6d = 18 ; 


i.e. d = 3 


1 


ஃ . 


= இரண்டாவது உறுப்பு 


3 + 3 = 6 


X1 


- 


1 


1 


1 


இதேபோல , 


1 


9 . 


12 , 


15 ,, 


= 


18 


X2 


X3 


X4 


15 


என்றாகும் . 


1 1 1 
12 15 18 


என்பன 


1 1 
எனவே . 

6 9 
களாகும் . 


இசையிடை 


4 . இரண்டு எண்களுக்கிடையே 

உள்ள கூட்டிடை , 
அவற்றிற்கிடையே உள்ள 

உள்ள பெருக்கிடையைவிட 2 அதிகமாக 
உள்ளது . மேலும் , இசையிடை அவற்றுள் பெரிய எண்ணைப் 

1 
போன்று மடங்காகும் என்று கொடுக்கப்பட்டால் , அந்த 

อ 
எண்களைக் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

தேவையான எண்களை a , b என்று எடுத்துக்கொள்வோம் . 


a + b 


கூட்டிடை , A 


2 


பெருக்கிடை , G = 

G = ab 

2ab 
இசையிடை , H = 


a + b 


1 
மேலும் , A = G + 2 , H = 

5 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . 


a , ( a > b என்க ) 


என்று 


a + b 


அதாவது , 


== 


Vab + 2 


2 


( 1 ) 


a + b 


-ab + 2 என்றும் கொள்ளலாம் . 


2 


2ab 


== 


1 
5 


( a ) 


a + b 


( 2 ) 


) 


i.e. a = 96 


1 
( 2 )-லிருந்து , 2b = 

5 

( a + b ) ; 
கிடைக்கும் . 


என்று 
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எனவே , ( 1 ) -ல் இம்மதிப்பைப் பொறுத்த , 
05 + b 

9. + 2 என்றாகும் . 


2 


i.e. 55 = 85 + 2 ; 


i.e. b = 1 


ஆகையால் தேவையான எண்கள் 9. 1 என்பனவாகும் . 


a + b 

2 


-ab + 2 என்றும் கொள்ளலாம் . 


55 = 


86 + 2 
2 


85 


9 


b 


4 


9 1 

என்றுமிருக்கலாம் . 
4 4 


5. x , 2 எனும் எண்களுக்கிடையே உள்ள கூட்டிடை 
y என்றும் , பெருக்கிடை ( ny ) என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 
இசையிடை ( n y ) என்று நிறுவுக . 
தீர்வு : 
x , z இவற்றிற்கிடையே உள்ள கூட்டிடை y என்பதால் , 

x + z 
y = + 

( 1 ) 


பெருக்கிடை ( ny ) . 


இவ்விரு எண்களுக்கிடையே உள்ள 


என்பதால் , 


( 2 ) 


... 


... 


ny = v 


.. 


( nv ) 
( 4 ) 


( Vxz ) 

x + z 


y 


XZ 


i.e. 


x + Z 
2 


i.e. 


2xz 
m y 

* + Z 
n y = x, z-க்கிடையேஉள்ள இசையிடையாகும் . 
அ . - 10 


i.e. 


க . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


1 


i.e. 


, 


6. x . y எனும் இரண்டு எண்களுக்கிடையே உள்ள மூன்று 
கூட்டிடைகள் ay , a ,, as என்றும் , இசையிடைகள் hy , h ,. hs 
என்றும் இருக்குமானால் , ay he = a , h , = as hy xy என்று காட்டு . 
தீர்வு : 

x , y- க்கிடையே உள்ள கூட்டிடைகள் ay , a ,, ag என்பதால் , 
( i ) x , al , a ,, ag , y என்பது ஒரு கூட்டுத்தொடராகும் . 

hi , h ,. hs என்பன இசையிடைகளாதலின் , 
x , hy , he , hs , y என்பது ஒரு இசைத்தொடராகும் . 

1 1 1 1 
x h₂ h , ho 

என்பது ஒரு கூட்டுத் 

y 
தொடராகும் . 

xy 

xy 

y 
i.e. 

xy என்பது ஒரு 

கூட்டுத் 
hi 

y 
தொடராகும் . 

xy 
i.e. 

என்பது 

ஒரு கூட்டுத் 
தொடராகும் . 

xy y 
( ii ) அதாவது , x , 

he 

- , P என்பது ஒரு கூட்டுத் 
தொடராகும் . எனவே , முடிவுகள் (i) , (ii ) - லிருந்து x , y- க் 
கிடையே இருவகையான 3 கூட்டிடைகள் இருப்பதாகத் தெரி 
கிறது . ஆனால் இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட எண்களுக்கிடையே 
ஒரே ஒரு வகையில் தான் மூன்று கூட்டிடைகள் அமைய முடியும் . 
ஆகையால் , முடிவுகள் ( j ) , ( ii ) - ல் உள்ள இரண்டு வகை 
கூட்டிடைகளும் சமமாக இருக்கவேண்டும் என்று அறிகிறோம் . 


h , 


ho 


y , % , 

. 


* , * 


* 


xy 


19 


1 . 


அதாவது , a = 


- , as 


hg 


* as 


xy 
h , 
ashi 


% , என்றாகும் . 


அதாவது , azhs = ash , 


பயிற்சி 
1. 17 - க்கும் , 28 - க்குமிடையே உள்ள 7 கூட்டிடைகளைக் 

காண்க . 


2. ( -2)-க்கும் , 43 - க்குமிடையே 14 கூட்டிடைகளை 

அமைக்கவும் . 
3. ( x - y ) , ( 16x + 9y ) இவற்றிற்கிடையே 4 கூட்டிடை 

களைக் கண்டுபிடிக்கவும் . 


தொடர்கள் 
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4 . 


( - 12) -க்கும் ( 3 )-க்குமிடையே 4 பெருக்கிடை 


களை உருவாக்கவும் . 


5 . 


( 81 ) -க்கும் ( 2 ) 

2 ) -க்குமிடையே பெருக்கிடைகளை 


அமைக்கவும் . 


8 . 


(( H ) - க்கும் 

-க்கும் ( * ) -க்குமிடையே இருக்கும் 3 பெருக் 


கிடைகளைக் கண்டுபிடி . 


7. ஒன்றுக்கும் , 30 - க்குமிடையே உள்ள 4 இசையிடை 

களைக் காண்க . 


1 
8. 5 , 

ஆகிய எண்களுக்கிடையே 5 இசையிடைகளை 
5 
அமைக்கவும் . 


9. ( a + b ) , ( a - b ) இவற்றிற்கிடையே 3 இசையிடைகளை 

உருவாக்கவும் . 


( 


10. இரண்டு எண்களின் கூட்டிடையின் மதிப்பு ஒன்று 

என்றிருக்குமானால் , அவற்றின் இசையிடையின் மதிப்பு 
பெருக்கிடையின் வர்க்கத் திற்குச் சமம் எனக்காட்டு . 


11. இரண்டு எண்களுக்கிடையே உள்ள கூட்டிடையின் 

மதிப்பு பெருக்கிடையைவிட 5 அதிகம் ; பெருக்கிடை 
யின் மதிப்பு இசையிடையைவிட 4 அதிகம் என்றால் , 
அந்த எண்கள் யாவை ? 


3 


12. இரண்டு எண்களுக்கிடையே அமைந்துள்ள கூட்டிடை , 
பெருக்கிடையைவிட 

2 

அதிகமாகவும் ; பெருக்கிடை 

6 
இசையிடையைவிட அதிகமாகவும் இருக்குமானால் , 

5 
அவ்விரு எண்களையும் கண்டுபிடி . 


13 . 


a 


a , b , c என்பன , கூட்டுத் தொடரிலும் ; b , c , d என்பன 
இசைத் தொடரிலும் இருப்பின் , 

b 

என் 

என்று நிரூ 
பிக்கவும் . 
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14. a , b , c என்பன கூட்டுத் தொடரிலும் , b , c , d என்பன 
பெருக்குத் தொடரிலும் , c , d , e என்பன 

இசைத் 
தொடரிலும் இருக்குமானால் , a . c . e என்பன பெருக்குத் 
தொடரில் அமையும் என்று காட்டு . 


15. a , b , c என்ற எண்கள் பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன . 

மேலும் . ax = br = c என்றால் , x , v , z என்பன இசைத் 
தொடரில் அமைந்துள்ளன என நிறுவுக . 


18. a , b , c என்ற மூன்று எண்களும் பெருக்குத்தொடரில் 
அமைந்துள்ளன . a , 

b இவற்றிற்கிடையே உள்ள 
கூட்டிடை X என்றும் . b , c ஆகியவற்றிற்கிடையே உள்ள 
கூட்டிடை y என்றும் கொடுக்கப்பட்டால் , x.y- க் 
கிடையே உள்ள இசையிடை b என்று நிரூபிக்கவும் . 


17. b , c என்ற எண்களுக்கிடையே 

உள்ள 

கூட்டிடை 
a என்றும் ; c , a இவற்றிற்கிடையே உள்ள பெருக்கிடை 
b என்றும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . பின் , a , b ஆகிய 
வற்றிற்கிடையே இருக்கும் இசையிடை என்று காட்டு . 


18 . 


x , a1 , as , y என்பன கூட்டுத் தொடரிலும் ; x , 81 , 7 , y 
என்பன பெருக்குத் தொடரிலும் ; x , hy . h , , y என்பன 
இசைத்தொடரிலும் இருக்குமானால் , 


8183 
hth , 


al + q2 என்று நிறுவுக . 
h , + h , 


விடைகள் 


1 . 


181 , 194 .... 247 


2. 1 , 4 , 7 , 10 , 


40 . 


ஓ 4 , 8,9 . 


. 


+ 


7 . 


8 . ( 4x + 8y ) , ( 7x + 7y ) , ( 10x + 11y) , ( 13x + 15y ) . 
1 1 2 4 

82 16 
4 . 3 3 

5 . 
6 

3 

277 99. 3 
3 9 

27 150 75 50 

75 
6. + 

xº 121146 - 21 

48 , 21 , 17 
5 5 5 5 

2 ( a - b2 ) 
8 . 1 . 

9 . 
9 13 17 21 

( 2a - b ) 
ae - 2 2 ( a" - b ) 

11. 40 , 10. 12. 8,12 . 
( 2a + b ) 


5 


T 


, 
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7.6 . இயற்கை எண்கள் ( Natural numbers ) 
7.6.1 . முதல் 3 இயற்கை எண்களின் கூடுதல் காண்க . 
நிரூபணம் 
தேவையான கூடுதலை S. என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 

S. = 1 + 2 + 3 + ............ + n என்று அறிகிறோம் . 
இத்தொடர் ஒன்றை முதல் உறுப்பாகவும் , ஒன்றையே பொது 
வேறுபாடாகவும் உடைய கூட்டுத் தொடராகும் . 


S. 


* [ 2.1 + ( n - 1 ) 1 ] 


- 
- 


== 


n 

( n + 1 ) 
2 


n 


n ( n + 1 ) 


i.e. 


Σ 1 = 


n = 


-1) 


n = 1 


7.6.2 . முதல் 

முதல் - இயற்கை எண்களின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 

காண்க . 
நிரூபணம் 

இங்கு , S. = 1 + 2 + 3 + ........... +1 எனக் கொள்வோம் . 
மேலும் , t , = n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) என்க . 
இப்பொழுது --1 = n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) - ( n - 1 ) ( m) ( 27-1 ) 

= n ( 2n + in + 1 ) - ( 2n " - 3n + 1 ) ] 
i.e.tn - 1 = 6ne . 
இந்த முற்றொருமையில் n = 1 , 2 , 3 , 

1 , 2 , 3 , .............. 1 என்று அடுத் 
தடுத்துப் பிரதியிட கீழ்க்காணும் 7 சமன்பாடுகள் கிடைக்கும் . 
அதாவது , 11 -t . = 6.1 * 

1 , -1 = 6.22 
18 1 . 

8.85 


, 


2 


1-1-1 = 6.1 
இவற்றைக் கூட்ட , ta - t , = 6 ( 1 " + 22 + 32 + ... + ) 


என்றாகும் . 
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அதாவது , n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) - 0 = 6S . 

1 
அதாவது , S. 

81 

n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 


1 


அதாவது , 


Σ 


nan + 1 ) ( 2n + 1 ) 

8 


ma 


n = 1 


7.6.3 முதல் n இயற்கை எண்களின் முப்படிகளின் கூடுதல் 


காண்க . 


+ RS 


நிரூபணம் 

Sa = 18 + 2 + 3 * + 
இங்கு , t . = n ( n + 1 ) * எனக்கொள்வோமானால் , 
ta - t - 1 = n ( n + 1 ) - ( n - 1 ) n 

= n * [ [ n + 1 ) " - ( n - 1 ) ] 
ta - tn - 1 

tn - 1 = 4.ne 
முன்போலவே , இம்முற்றொருமையில் 7 = 1 , 2 , 3 , ... என்று 
அடுத்தடுத்துப் பிரதியிட , பின் வரும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும் . 
அதாவது , 11 - 1 = 4.10 

t -t1 

11 = 4.25 
is - t . = 4.3 : 


ta - tg - 1 = 4.nº 


இந்தா சமன்பாடுகளையும் கூட்ட , to - 1 = 4( 1 * + 2 + 3 + 
... + n ) 
i.e. 

t - t = 4.S . 
i.e. 

n " ( n + 1 ) - 0 = 4.S. 
i.e. S. - ( n ) ( n + 1 ) 

+ 


n 


i.e. 


2 


n 


m ( n + 1 ) 

4 


n = 1 
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குறிப்பு : 


Σ 


m ( m + 1 ) 

4 


( 


என்று தெரியும் . 


= 1 


2 

( 
[ m ( n + 1 ) ] 
n 

Ση 
2 

என்பதை 
n = 1 

1 
பெறலாம் . 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர்களின் கூட்டுத் 
தொகைகளை முதல் n உறுப்புகள் வரையிலும் , முடிந்தால் 
முடிவிலி வரையிலும் கண்டுபிடி . 

( i ) 1 + 5x + 9x " + 18x + ............. ( இங்கு 1x | < 1 ) 


+ ......... 


( ii ) 1 + 3 

3 

+5 
தீர்வு : 
( i ) முதல் 1 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகையை பி . என்க . 

S. = 1 + 5x + 9 + 13x + .............. + ( 41 - 3 ) -1 
மேலும் , S.x = x + 5x + 9x + 13x + ................ + ( 4n - 7 ) x - > 
+ ( 4n - 3 ) x " . இவ்விரு மதிப்புகளின் வித்தியாசம் காண , 

S. - S. = 1 + ( 4x + 4x + 4x + ..... + 4x - 1 ) - ( 4n - 3 ) 


i ... S. ( 1 - x ) = 1 + 4x 


( * ) - ( 1-9 ) 


+ 


1 4x ( 1 - x - 1 ) ( 4n - 8 ) 
S. 
1 - x ( 1-3 ) 

1. - X 
x- ன் எண்ணளவு ஒன்றைவிடக் குறைவு எனக் கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளதால் , 1 முடிவிலியை அணுகும் போது -ன் மதிப்பு 
பூஜ்யத்தை 

அணுகவேண்டும் . இந்நிலையில் , முடிவிலாத் 
தொடரின் கூடுதலை S என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 

1 4x 

4x 
S = Lt Sn = Lt 

+ 
1 - x 

( 1 - x ) ( 1 - x ) " 


( 


n- + 0 


3 


47 
1 


) 


] 


1 
1 - x 


4 * 
+ 

( 1 - x ) 


1 
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B 


(i ) 1 +3 ( ) +5 ( 3 ) 


+ .......... 


2 
இங்கு , x = எனக் கொள்வோம் . 

8 


ஃ . S. 
S. = + + 

1 + 3x + 5x + 7x + ............ + ( 2n - 1 ) x - 1 
மேலும் , X S. = x + 8x2 + 5x8 + 7x + . ...... + ( 2n - 3 ) xn - 1 
+ ( 27 1 ) x " . இவற்றைக் கழிக்க பின்வருமாறு கிடைக்கும் . 


அதாவது , 


S - S. = 1 + 2x + 2x + 2x + ............ + 2xn - 1 - ( 2n- 1 ) x 


i ... S 

( 1 - x ) S . = 1 + 2x 


- ( 20 


1 ) 


. 


( 1 ) 

) -(2 
+ (T ) -- * - ( 2-1) 


S. 


1 
1 - x 


இதில் , n- ஐ முடி விலியை அணுகச் செய்வோமானால் , 


( : : = < 1 ) 


முடிவிலாத்தொடரின் கூடுதல் , S = LI S. 


1 - ல 


1 


2x 


+ 


என்று கிடைக்கும் . 


1 - x 


( 1 


x ) 


இவ்வாறு , 


( 2n - 1 ) 


1 

1 ) ( 3 ) 

( 1- ) 
12 ( 1- ( 8 ) " ) - 3 ( 2n - 1 ) ( 3 ) 


= 3 + 12 - 


மற்றும் , S = 8 + 12 = 15 
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2. S. , S .. S , என்பன முறையே முதல் 1 இயற்கை எண் 
களின் கூட்டுத் தொகை , அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் 
தொகை , மற்றும் அவற்றின் முப்படிகளின் கூட்டுத்தொகை 
ஆகியவற்றைக் குறிக்குமானால் , பின் , 

9 S , " = S : ( 1 + 8 S1 ) என்று நிறுவுக . 
தீர்வு : 
S = முதல் n இயற்கை எண்களின் கூட்டுத் தொகை . 

m ( m + 1 ) 

2 
இதேபோல , S. 

m " ( n + 1 ) 
n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 

SS 

8 
என்று தெரியும் . 

m ? ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 
இப்போழுது , 9 S , 

86 


en + 1) ; 


; 


== 


= 
[""( +14 ) 

+1 [ 1 + 8 =" " 21 


m " ( n + 1 ) 
Ss ( 1 + 8 S. ) = 


m ( n + 1 ) 


[ 1 + 4n ( n + 1 ) ] 


mi ( n + 1 ) 

4n " + 4n + 1 

L 
n " ( n + 1 ) * ( 2n + 1 / 

4 


9 


= 9.S , 


3. 1.4 +3.7 + 5.10 + .............. எனும் தொடரின் முதல் 
n உறுப்புகளின் கூடுதல் காண்க . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்ட தொடரின் n- ஆவது உறுப்பை , என்க . 

t1 = 1.4 ; 1 , = 3.7 ; ts = 5.10 ; 


ஃ. 


இங்கு , ஒவ்வொரு உறுப்பிலும் இரண்டு காரணிகள் உள்ளன . 
அவற்றுள் முதல் காரணிகளை மட்டும் எடுத்துக்கொண்டால் 
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அவை 1 , 3 , 5,7 , .............. எனும் கூட்டுத்தொடரை உருவாக்கு 
கின்றன . இத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பு ( 2n - 1 ) என்பது 
நன்கு விளங்கும் . இதே போன்று எல்லா உறுப்புகளிலும் உள்ள 
இரண்டாவது காரணிகளும் 4 , 7 , 10 , ..... ... என்ற கூட்டுத் 
தொடரிலுள்ளன . இத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பு = 4 + ( n- ) ) 3 

( 3n + 1 ) என்பதாகும் . இவ்வாறு கொடுக்கப்பட்ட 
தொடரில் , 

t ( 2n - 1 ) ( 3n + 1 ) என்று அறிகிறோம் . 
i.e. 1 = 6n3 - 1- 1 

11 = 6.12 - 1 - 1 
1 . = 

6.2 - 2 - 1 
18 = 6.3- 3 - 1 


1. = 6.na - 1 - 1 


இவற்றைக் கூட்ட , 

11 + 1 , + 18 + 


+ t . = 8 ( 1 * + 2 + 3 + ... + n ) 
( 1 + 2 + 3 + ... + n ) 
( 1 + 1 + 1 + ... உறுப்புகள் வரை ) 


H 


i.e. S. = 


n - 1 


ms 
n = 1 


a1 


82 2 
- 6 (m+ ) ram + 1) _ " (" + 1) 

m ) - 1 
= ? (n + 1 ) ( 2n + 1 ) - " (" * 1) - 
[ 2 ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) - ( n + 1 ) - 2 ) 

1 - 


== 


லல 


= 


[ 4n3 + 5n - 1 ] 


1.2.4 + 2.8.5 + 3.4.8 + ........ T 


4. கூடுதல் காண்க : 
உறுப்புகள் வரை . 
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T1 


| 


i 


தீர்வு : 

தொடரின் 7 - ஆவது உறுப்பை t , என்க . 

ஃ t = 1.2.4 , 1 , = 2.3.5 , t = 3.4.8 , 
முன்போலவே ஒவ்வொரு காரணிகளாக எடுத்துக்கொள்வோ 
மானால் , 

t . = n ( n + 1 ) ( n + 3 ) என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
i.e.1 = n ( n + 4n + 3 ) 

= n + 4n + 8n 
எனவே , 


. 


2 . 


r + 4 = + 32 


+ 


i 


R = 1 


n = 1 


n = 1 


n = 1 


i.e. S. 


n ( n + 1 ) 

4 


+47 (n + 1) ( 2n + 1) + 31 (n + 1) 
1 

" ( 
+ = n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) + ( n + 1 ) . 


i.e. S. = 


m ( n + 1 ) 

4 


+ 


== 


n ( n + 1 ) 

[ 8n ( n + 1 ) + 8 ( 2n + 1 ) + 18 ] 
12 
n ( n + 1 ) 

[ 8n + 19n + 28 ] 
12 


| 


5. கூடுதல் காண்க : 

1- + ( 1 * + 2 ) + ( 1 + 2 + 3 + ) + ...... . உறுப்புகள் 

வரை . 
தீர்வு : 
இத்தொடரில் 1 - ஆவது உறுப்பு , 

19 + 2 + 3 + .............. + என்பதாகும் . 


3 


H 


-- 


--- 


2 


m = 1 


n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 

8 


1 


m ( 2n + 3 + 1 ) 

+ 
(2n + Sw * + m ) 


1 
8 


156 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


= 1 


m 


n = 1 


n = 1 


n = 1 


S. = ) 
[ 22 
2 2 + 3 pm + ) 

2 
- [ + ] + 3 ("(a+ nan+1 ) + 

[ * ] 
(n + 1) + n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) + 


+ 


1 
12 


m ( + 


1 
12 

n ( n + 1 ) 


1 

m ( n + 1 ) [ n ( n + 1 ) + ( 2n +1) + 1 ] 
12 


1 


m ( n + 1 ) [ n + Sn + 2 ) 

• 


12 


1 


12 


n ( n + 1 ) [ m +2 ) 


8. 2 + 5 + 10 + 17 + . எனும் தொடரின் 7 - ஆவது 
உறுப்பையும் , முதல் n உறுப்புகளின் கூடுதலையும் காண்க . 
தீர்வு : 

தொடரின் n- ஆவது உறுப்பை . என்க . 


11 = 2 , 


1. = 5 , 


i = 10 , 


i.e. 


t1 


1 + 1 = 


19 +1 


= 4 + 1 

= 24 


9 


23 +1 


18 = 9 + 1 = 32 + 1 
1 = 16 + 1 = 4 + 1 


1. = n + 1 என்று கண்டுகொள்ளலாம் .. 
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மேலும் , S. = 


Σ 


tal 


n = 1 


Σ ( m • + 1 ) 


= 


- 2 + 


m + m 


nal 


m (n + 1) (20 + 1 ) + 


m 


8 


8 

[ ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) +8 ] 


பயிற்சி 
1. பின் வரும் தொடர்களின் கூட்டுத்தொகைகளை முதல் 

உறுப்புகள் வரையிலும் , மற்றும் முடிந்தால் முடிவிலி 
வரையிலும் பெறவும் . 

5 8 11 
( i ) 2 + 

+ . 
+ 
4 

41 


11 


+ 


48 


2 


+ 


8 
79 


+ + + 
+ .. 


+ 


( ii ) 1 + 7 

4+ 


7 


( iii ) 1+ 


+ 9 


10 
+ 


+ 


2. கீழே 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர்களின் கூட்டுத் . 
தொகைகளை முதல் 7 உறுப்புகள் வரை கண்டுபிடி . 
( j ) 1.3 + 3.5 + 5.7 + ............ 
( ii ) 1.3 + 2.4 + 3.5 + ..... 
( iii ) 1.1 + 2.3 + 3.5 + ............ 
( iv ) 3.7 + 7.11+ 11.15 + ............ 
( v ) 1.2 + 4.5 + 7.8+ 
( vi ) 12 + 32 + 51 + ............ 
3. கீழ்க்காணும் தொடர்களின் கூட்டுத்தொகைகளை முதல் , 

n உறுப்புகள் வரை கணக்கிடுக . 
( i ) 1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 + ............ 
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( ii ) 1.3.5 + 8.5.7 + 5.7.9 + 
( iii ) 1.22 + 2.31 + 3.43 + ............. 
( iv ) 19.3 + 32.5 + 52.7 + ....... 
( v ) 1.49 + 2.72 + 3.102 + 
( vi ) 18 + 38 +53 + ..... 


4. பின்வருவனவற்றை n- ஆவது உறுப்புகளாக உடைய 

தொடர்களின் முதல் n உறுப்புகள் வரையிலுமுள்ள கூடு 
தல்களைக் காண்க . 
( i ) & n + 3. ( ii ) 4 + 2n ( n - 1 ) ( iii ) 20 - 63. 


--5 . பின்வரும் தொடர்களின் 7 - ஆவது உறுப்புகளையும் முதல் 

n உறுப்புகள் வரையிலும் உள்ள கூட்டுத்தொகை 
களையும் கண்டுபிடி . 
( i ) 3 + 5 + 9 + 17 + 33 + ........... 
( ii ) 2 + 5+ 14 + 41 + ............. 
( iii ) 3 + 8 + 11 + 18 + ............ 


விடைகள் 


( 3n - 1 ) 


-1 . ( i ) S. = 4 


1 
3.4n - 2 


; S = 4 


= 


5.4n - 1 


( ii ) S. 


( 6n +7 ) 


== 


49 
36 


S = 


49 
38 


36.7n - 1 


99 


( iii ) S. 


24n + 11 

99 
64.9n - 1 - 

S = 

64 


2. ( i) n ( n + 1 ) ( 2n +1 )-71 
(ii) - n ( n + 1 ) ( 2n + 7 ) ( iii ) 

( iii ) - n ( n + 1 ) ( 4n - 1 ) 


( iv ) 


8 
3 


n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) + 4n( n + 1 ) - 3n 


( v ) n(sm - 1); ( vi ) n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) -2 - m . 


! " 
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8 . 


n ) * 
n ? n n + 1 ) ( 2n + 1 ) 
+ 

+ n ( n + 1 ) 
( ii ) n ( n + 2 ) ( 2n + 4n - 1 ) 
( iii ) ian (n + 1 )( n + 2 ) ( 8n + 5 ) 
( iv ) 2n * ( n + 1 ) * - n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) – nº 
( v ) nº (n+ 1)* +n(n + 1) ( 2n + 1) + n ( n + 1 ) 
( vi ) nº ( 2n – 1 ) . 

9 
4. ( i ) n (n + 1 ) ( 2n + 1 ) + 

2 

( 86 - 1 ) 
( ii ) ( 46— 1 ) + - n (n ° – 1) 
( iii ) 2n + 1 -2- n ( n + 1) ( 2n + 1 ) 


5. ( i ) 


n 


( i ) to = 2n + 1 ; Sa = 2 ( 20 1 ) + n 
1 

3 
( ii ) to ( 90 + 1 ) ; S 

4 

n ( n + 1 ) ( 2n + 1 ) 
( iii ) to = n + 2 ; 
n® + 2 ; SA 

8 


1 S 


8 ( 80—1) + 


2 


+ 2n 


8. வரிசை மாற்றங்களும் , சேர்வுகளும் 

( Permutations and combinations ) 


8.1 . வரையறை 

இந்தப் பகுதியில் கொடுக்கப்பட்ட பல பொருள்களிலிருந்து 
ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையை எத்தனை விதங்களில் தேர்ந் 
தெடுக்கலாம் ; மற்றும் அப்பொருள்களை எத்தனை வெவ்வேறு 
விதங்களில் வரிசைப்படுத்தலாம் என்பனவற்றைப்பற்றி காண 
விருக்கிறோம் . முதலில் ஒரு சில எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் 
இவற்றை விளக்குவோம் . பின்னர் இவற்றின் வரையறைகளை 
எடுத்துக்கொள்வோம் 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று பொருள்களை a , b , c என்ற 
எழுத்துக்களால் குறிப்பிடுவோம் . இந்த 3 பொருள்களிலிருந்து 
ஏதேனும் இரண்டை , ab , bc , ca 

ab , bc , ca 6T OTP மூன்றுவகைகளுள் 
ஏதேனும் ஒரு வகையில் தேர்ந்தெடுக்க முடியும் . அதாவது , 
மூன்று பொருள்களிலிருந்து இரண்டு பொருள்களைத் தேர்ந் 
தெடுக்க , மொத்தம் 3 வெவ்வேறு வழிகள் உள்ளன என்று 
அறிகிறோம் . இவை ஒவ்வொன்றையும் ஒரு சேர்வு என்றும் 
மொத்த வழிகளின் எண்ணிக்கையை 3 பொருள்களிலிருந்து 
இரண்டிரண்டாக எடுக்கப்படும் சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 
என்றும் கூறுகிறோம் . இந்த சேர்வுகளின் எண்ணிக்கையை 
* c , என்று குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . ஆகையால் , c = 3 
என்பது மேலே கொடுக்கப்பட்ட விளக்கத்திலிருந்து அறியக் 
கூடும் . 


இங்குத் தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட இரண்டு பொருள்களை எடுத்து 
வரிசைப்படுத்துத்துவோமானால் ; ab , ba என்றும் , bc , cb என்றும் , 
ca , ac என்றும் , இரண்டிரண்டாக தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட பொருள் 
களை ஆறு வெவ்வேறு வகைகளில் வரிசைப்படுத்த முடியும் . 
அதாவது . ஒவ்வொரு சேர்வையும் இரண்டு வெவ்வேறு வகை 
களில் வரிசைப்படுத்தலாம் எனத் தெரிகிறது . இவை 
வொன்றையும் ஒரு வரிசை மாற்றம் என்று கூறுவர் . மேலும் 3 
பொருகளிலிருந்து ஏதேனும் இரண்டை எடுத்து வரிவசப்படுத்த 
மொத்தம் 6 வழிகள் உள்ளன என்றும் தெரிகிறது . 

இதை 


ஒவ் 


வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 


18 


1 


3 பொருள்களிலிருந்து இரண்டிரண்டாக எடுத்து செய்யப்படும் 
வரிசை 

மாற்றங்களின் எண்ணிககை என்று அழைக்கிறோம் . 
இதைக் குறிப்பிட * P , என்ற அடையாயம் பயன்படுத்தப்படு 
கிறது . எனவே , P. = 6 என்று கண்டு கொள்ளலாம் . 
( அ ) சேர்வுகள் : பொதுவாக . 

பொருள்களிலிருந்து 
ஏதேனும் r பொருள்களைத் தேர்ந்தெடுக்க உள்ள வெவ்வேறு 
வழிகளன் மொத்த எண்ணிக்கையை , என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 
இவை ஒவ்வொன்றையும் ஒரு சேர்வு என்கிறோம் , 

( ஆ ) வரிசை மாற்றங்கள் : இதே போன்று n பொருள்களி 
லிருந்து ஏதேனும் - பொருள் + ளை எடுத்து வரிசை மாற்றம் செய்யப் 
படும் வெவ்வேறு வழிகளின் மொத்த எண்ணிக்கையை P. 
என்று குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . இவை ஒவ்வொன்றும் ஒரு 
வரிசை மாற்றம் எனப்படும் . 

குறிப்பு : ( i ) C. " P , என்ற குறியீடுகளை C. P. என்றும் 
குறிப்பிடுவதுண்டு . இந்தக் குறியீடுகளில் காணப்படும் n எனும் 
முதல எழுத்து மொத்தப் பொருள்களின் எண்ணிக்கையையும் ; 
பின்னால் உள்ள r எனும் எழுத்து . ஒரு சமயத்தில் தேர்ந்தெடுக்கப் 
படும் , அல்லது எடுத்து வரிசை மாற்றம் செய்யப்படும் பொருள் 
களின் எண்ணிக்கையையும் குறிக்கின்றன என்பதை கவனிக் 
கவும் . 
( ii ) மேலே கொடுக்கப்பட்ட வரையறைகளிலிருந்து , 
" C nCn = 1 , PP = n என்று 

குறிப்பிட்ட 
மதிப்புகளைப் பெற முடியும் . 
( iii ) சேவுகளை அமைப்பதில் , பொருள்கள் எடுக்கப்படும் 
வரிசை முக்கியமல்ல என் கதையும் , ஆனால் வரிசை மாற்றங்கள் 
செய்யும்போது பொருள்கள் எடுக்கப்படும் வரி F தான் முக்கிய 
மானது என்பதையும் , நன்கு புரிந்து 

கொள்ள வேண்டும் . 
அதாவது , ab , bu என்பன இரண்டும் ஒரே சேர்வைத்தான் 
குறிக்கும் ; ஆனால் அவை இரண்டு தனித்தனி வரிசை மாற்றங் 
களைக் குறிக்கின்றன . 

PC , P. இவற்றின் மதிப்புகளைப் பெற பயன்படுத்தப்படும் 
சூத்திரங்களைக் காணும் முன்பு , ஒரு விதியை , அடிப்படைக் கோட் 
பாட்டிலிருந்து நிறுவுவோம் . 


8.2 . தேற்றம் 

ஒரு குறிப்பிட்ட வேலையை ( அல்லது செயலை ) m வெவ்வேறு 
வழிகளுள ஏதேனும் ஒரு வழியிலும் , பிறிதொரு வேலையை 

க.ஓ. அ . - 11 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


வெவ்வேறு வழிகளுள் ஒன்றின் மூலமும் செய்ய முடியுமானால் , 
பின் , இரண்டு வேலைகளையும் செய்ய ( mn ) தனித்தனி வழிகள் 
உண்டு . 


. 


நிருபணம் 

முதல் வேலையைச் செய்ய m தனித்தனி வழிகள் உள்ளன . 
இவற்றுள் ஒரு குறிப்பிட்ட வழியில் முதல் வேலையைச் செய்வ 
தாகக் கொள் வோம் . முதல் வேலையைச் செய்த பின்னர் . 
இரண்டாவது வேலையை n வெவ்வேறு வழிகளுள் ஏசேனும் ஒரு 
வழியில் செய்ய முடியும் . அதாவது முதல் வேலையைச் செய்யக் 
கூடிய ஒவ்வொரு வழிக்சம் ஒப்ப இரண்டாவது வேலையைச் 
செய்ய n தனித் தனி வழி மள் உள்ளன . எனவே , முதல் வேலை 
யைச் செய்யக்கூடிய எலலா 11 வழிகளுக்கும் ஒப்ப இரண்டாவது 
வேலையையும் செய்ய மொத்தம் ( mn ) வழிகள் உண்டு என 
அறிகிறோம் . அதாவது இரண்டு வேலைகளையும் ( nn ) வெவ்வேறு 
வழிகளில் செய்ய முடியும என்று தெரிகிறது . 
குறிப்பு : 

( i ) எடுத்துக்காட்டாக , சென்னையிலிருந்து திண்டிவனம் 
செல்ல இரு வேறு மார்க்கங்களும் , அங்கிருந்து திருவண்ணா 
மலைக்குச் செல்வதற்கு மூன்று தனித்தனி மார்க்கங்களும் . இருப்ப 
தாகக் கொள்வோம் . சென்னையிலிருந்து புறப்படும் ஒருவர் 
திண்டிவனத்திற்கு , இரண்டு மார்க்கங்களுள் ஏதேனும் 

ஒரு 
மார்க்கத்தில் சென்றால் , அங்கிருந்து திருவண்ணாமலைக்குச் 
செல்ல மூன்று வெவ்வேறு பார்க்கங்கள் உள்ளன . அதாவது , 
திண்டி வனம் செல்ல இருக்கும் ஒவ்வொரு வழிக்கும் தகுந்தாற் 
போல் , அங்கிருந்து திருவண்ணாமலையை அடைய 3 வழிகள் 
இருக்கின்றன என்பது பொருளாகும் . 

எனவே , 

சென்னை 
யிலிருக்கும் ஒருவர் திருவண்ணாமலையை அடைவதற்கு 2x3 = 8 
வழிகள் உள்ளன என்று அறிகிறோம் . 

( ii ) இத்தேற்றத்தை விரித்துக் கூறி , பல்வேறு செயல்களைச் 
செய்வதற்கான வழிகளைப் பின் வருமாறு பெறலாம் . 


ஒரு செயலை m வெவ்வேறு வழிகளிலும் பிறிதொரு செயலை 
1 வெவ்வேறு வழிகளிலும் , மூன்றாவது செயல் ஒன்றை தனித் 
தனி வழிசளிலும் , இதே போன்று இன்ன பிற செயல்களையும் 
தனித்தனி வழிகளில் செய்ய முடியுமானால் , அச்செயல்கள் 
அனைத்தையும் செய்வதற்கு ( m.n.p ...... ) தனித்தனி வழிகள் 
உண்டு . 

இதைப் பின் வரும் தேற்றத்தில் பயன்படுத்துகிறோம் . 


வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 
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8.3 தேற்றம் 

PP . = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) . 


( n - r + 1 ) 


நிருபணம் 

PP , என்பது n பொருள்களிலிருந்து - பொருள்களை பல்வேறு 
விதங்களில் எடுத்து வரிசை மாற்றம் செய்யக்கூடிய மொத்த 
வழிகளின் எண்ணிக்கை யக் குறிக்கும் என்று தெரியும் . எனவே 
இதன் மதிப்பு . r வெற்றிடங்களை n பொருள்களைக் கொண்டு 
எத்தனை வழிகளில் நிரப்பக்கூடுமோ அவ்வழிகளின் எண்ணிக் 
கைக்குச் சமமாகும் என்பது தெளிவு . 

இந்த வெற்றிடங்களையும் கீழ்க்காணும் - கட்டங்களின் 
மூலம் குறிப்பிடுவோமானால் , முதல் கட்டத்தை நிரப்ப , கொடுக் 


| | -- 1) 


( n - 1 ) ( n - 2 ) 


... 


1 


2 


3 


... 


T 


என்பது 


கப்பட்டுள்ள, n பொருள்களுள் ஏதேனும் ஒன்றை எடுத்துக் 
கொள்ளலாம் . அதாவது முதல் கட்டத்தை நிரப்ப n தனித்தனி 
வழிகள் உள்ளன 

விளங்கும் . முதல் கட்டத்தை 
இவ்வாறு ஏதேனும் ஒரு பொருளைக்கொண்டு நிரப்பிய பின் , 
மீதயுள்ள ( n - 1 ) பொருள்களுள் ஏதேனும் ஒன்றைக் கொண்டு 
இரண்டாவது கட்டத்தை நிரப்பலாம் . அதாவது இரண்டாவது 
கட்டத்தை நிரப்ப ( n - 1 ) வழிகள் உண்டு என்றறிகிறோம் . 
எனவே , முதல் இரண்டு கட்டங்களையும் - நிரப்புவதற்கு [ n ( n - 1 ) ] 
வெவ்வேறு வழிகள் உள்ளன என்று பெறப்படும் . 


முதல் இரண்டு கட்டங்களை பும் , இம்முறையில் ஏதேனும் 2 
பொருள்களைக்கொண்டு நிரப்பிய பிறகு , மூன்றாவதுக் கட்டத்தை 
நிரப்புவதற்கு ( n - 2 ) வழிகள் இருக்கின்றன என்பது நன்கு 
எனவே 

முதல் 3 கட்டங்களையும் நிரப்பு வதற்கு 
[ n ( n - 1 ) ( n - 2 ) வெவ்வெறு வழிகள் உள்ளன . 


விளங்கும் 


இதே முறையில் அடுத்தடுத்துள்ள கட்டங்களையும் , கொடுக் 
கப்பட்ட பொருள்களைக்கொண்டு நிரப்பிக்கொண்டே செல்வோ 
மானால் , இறுதியாக உள்ள r- ஆவது கட்டத்தை நிரப்புவதற்கு 
( n - r + 1 ) வழிகள் இருக்கும் . இவ்வாறு , எல்லா 

. , - கட்டங் 
களையும் , ஒரு கட்டத்திற்கு ஒரு பொருள் வீதம் , நிரப்புவதற்கு 
[ n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ... ... ( n - r + 1 ) ] தனித்தனி வழிகள் 
இருக்கும் என்று தெரிகிறது 


- 


- 


184 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


அதாவது , 


° P = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) 


( n - 1 + 1 ) 


... ... ... 


குறிப்பு : 

( i ) " P , - ன் விரிவில் மொத்தம் 7 காரணிகள் உள்ளன . முதல் 
காரணி n என்றும் , அடுத்தடுத்த 

காரணிகளின் 

மதிப்புகள் , 
முன்னே உள்ள காரணியின் மதிப்பைவிட ஒன்று குறைவாக 
இருக்கும் என்றும் அறிந்து கொள்ள வேண்டும் . 


( ii ) வரையறையிலிருந்து , 
RP . = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ... 1 காரணிகள் வரை 
= n ( n - 1 ) ( n - 2 ) . 

3.2.1 
அதாவது " F.- ன் மதிப்பு முதல் n இயற்கை எண்களின் 
பெருக்குத் தொகைக்குச் சமம் என்று தெரிகிறது . முதல் 1 
இயற்கை எண்களின் பெருக்குத் தொகையை I n , அல்லது n ! 
என்ற அடையாளத்தினால் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . இதை 
“ காரணீயம் n ” ( Factorial n ) என்று கூறுவர் . 

In என்று தெரிகிறது . 


nPa 


அதாவது , சொடுக்கப்பட்டுள்ள எல்லா n பொருள்களையும் 
( வழிகளில் வரிசை மாற்றம் செய்யலாம் என்று அறிகிறோம் . 


( ii ) இப்பொழுது , " P , = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ... .... 

( n - r + 1 ) 
[ n ( n - 1 ) ( 1 - 2 ) ( n - r + 1 ] ] [ [ n - r ) n - r - 1 ) 3.2.1 ] 

[ 1.2.3......... ( n - r ) ] 

( n - 1 ) n 
i.e. P 

1.2.8 ......... ( n - 1 ) 

| n 
| n - r 


( iv ) PP . -ன் மதிப்பிலிருந்து , 

| n 
0P 

என்று கிடைக்கும் . 
| n - n 


வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 
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அதாவது . 


In 


n 
10 


எனவே 10 

10 = 1 என்று கிடைக்கும் . 


இவ்வாறு , | n- ன் வரையறையிலிருந்து | 0 - க்கு எந்த ஒரு 
பொருளும் அல்லது விளக்கமும் தர இயலாதபோதிலும் , அதன் 
மதிப்பு ஒன்றுக்குச் சமமாக இருக்கும் என நிறுவியுள்ளோம் . 
இது ஒரு முக்கியமான முடிவாகும் . 


8.4 . தேற்றம் 


man - 1 ) ( n - 2 ) 

1.2.3 ......... 


( n - 7 + 1 ) 


PC - 


ர 


( அ ) நிரூபணம் 

" C , என்பது n பொருள்களிலிருந்து , ஒவ்வொரு முறையும் 
பொருள்களை எடுத்துச் சேர்வுகள் செய்யக்கூடிய மொத்த வழி 
களின் 

எண்ணிக்கையைக் குறிக்கும் என்று தமக்குத் தெரியும் . 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள 11 பொருள் களையும் a , b , c , d . 

என்று 
குறிப்பிடுவோமானால் , எல்லா , சேர்வுகளிலும் உள்ள மொத்த 
எழுத்துக்களை பின் வருமாறு 

இரண்டு வகைகளில் கணக் 
கிடலாம் . 


முதலில் , ஒவ்வொரு சேர்விலும் உள்ள எழுத்துக்களை எடுத் 
துக்கொள்வோமானால் , அவை எண்ணிக்கையில் இருக்கும் 
என்று தெரியும் . ஆனால் மொத்த சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

- என்றிருப்பதால் . எல்லா " C , சேர்வுகளிலும் உள்ள எழுத்துக் 
களின் மொத்த எண்ணிக்கை rac என்றாகும் . 


இரண்டாவதாக , ஒவ்வொரு எழுத்தும் -C . சேர்வுகளில் 
எத்தனை முறை வந்துள்ளன என்பதைக் காண்பதன் மூலம் , 
மொத்த எழுத்துக்களின் எண்ணிக்கையைத் தெரிந்து கொள்ள 
லாம் . குறிப்பாக a என்ற எழுத்து எல்லா சேர்வுகளிலும் எத்தனை 
முறை வந்துள்ளது என்பதைக் கணக்கிட , அந்த எழுத்தை 
நீக்கிவிட்டு , மீதியுள்ள ( n - 1 ) எழுத்துக்களைக் கொண்டு , 
ஒவ்வொரு முறையும் ( r - 1 ) எழுத்துக்களை எடுத்துச் சேர்வுகள் 
அமைப்போம் . இதை ( n - 1 ) Cr - 1 , வெவ்வேறு வழிகளில் செய் 
அயலாம் என்பது நன்கு விளங்கும் . இந்த சேர்வுகள் ஒவ்வொன் 
றிலும் உள்ள ( r - 1 ) எழுத்துக்களோடு a- ஐச் சேர்க்க , மொத்த 
எழுத்துக்கள் ர ஆகும் . அதாவது 

அதாவது - IIC - 1 , சேர்வுகளிலும் 
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a என்ற எழுத்து சேர்க்கப்பட்டுள்ளது என்பது பொருளாகும் . 
எனவே , a என்ற எழுத்து எல்லா சேர்வுகளிலும் 10-1 ) C ( r - 1 / 
தடவைகள் வரும் என்று அறிகிறோம் . 


இதே போன்று ஒவ்வொரு எழுத்தும் ( -11C - 1 , முறைகள் 
வரவேண்டும் என் பதும் விளங்கும் . என வே எல் லா n எழுத்தக் 
சளும் , nn- 1 / C (r- 1 தடவைகள் வரும் என்றாகிறது . அதாவது 
ஒவ்வொரு சேர்விலும் - எழுத்துக்கள் இருக் மாறு அமைக்கப் 
படும் சேர்வுகள் அனைத்திலும் உள்ள எழுத்துக்களின் எண்ணிக் 
கை n ( n - 1 ) C ( r - 1 ) என்று அறிகிறோம் . 


இவ்வாறு , இரண்டு வகைகளிலும் கண்டுபிடித்த எழுத்துக் 
களின் எண்ணிக்கைகள் சமமாக இருக்க வேண்டுமா தலின் , 


C. 


nn - 1 } C ( -1 ) என்பது உண்மையாகும் . 


i e . 


C. 


( -1 ) C - 1 


( n - 1 ) C ( -1) 


இதேபோல , 
நிறுவலாம் . 


1 ) 

(n - 31C( - ) என்று 
- 11 ) 


( -1) 
+ ( r = }} *-*/Ce- 


C 


n ( n - 1 ) 
r ( r - 1 ) 


இதே முறையில் தொடர்ந்து செல்வோமானால் , பின் வருமாறு 
கிடைக்கும் . 


அதாவது , C. 


m ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) 
r ( r - 1 ) (r- 2 ) (r - 3 ) 

( n - r + 2 

2 


( - + 1 ] C ) 


ஆனால் (n - r + 1JC , 


( n = 1 + 1 ) என்று தெரியும் . 


PC 


( H ) ( - ) (" = 2) .... ( "-2 + 3 ) 
(" - ) 


-- 


n ( n - 1 ) ( n - 2 ) .......... ( n - r - 1 ) 

r ( r - 1 ) ( r - 2 ) ........ 2.1 
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17 - 1 ) 


1.e. 


PC 


nin - 1 ) ( n - 2 ) 

| r 


( ஆ ) பிறிதொரு முறை : PP -ன் மதிப்பிலிருந்து , -ன் 
மதிப்பைப் பின் வரும் முறையிலும் பெறலாம் . 


1 பொருள்களிலிருந்து ஒவ்வொரு முறையும் - பொருள்கள் 
வீதம் தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய மொத்த சேர்களின் எண்ணிக்கை 
" C , என்பதாகும் . இந்த சேர்வுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள் 9 F 
பொருள் களையும் எந்த வரிசையில் வேண்டுமானாலும் எடுக்கலாம் . 


இப்பொழுது ஒவ்வொரு சேர்விலும் உள்ள r பொருள்களையும் 
அவற்றுக்குள்ளேயே வரிசை மாற்றம் செய்ய , மொத்தம் | 
வரிசை மாற்றங்கள் கிடைக்கும் . அதாவது ஒவ்வொரு 

சேர் 
விலிருந்தும் | r வரிசை மாற்றங்களைப் பெறலாம் . எனவே , 
எல்லா " C , சேர்வுகளிலிருந்தும் கிடைக்கக்கூடிய 

வரிசை 
மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை , C | r என்று தெரிகிறது . 


ஆனால் இம்மதிப்பு , 1 பொருள்களிலிருந்து . ஒவ்வொரு முறையும் 
" பொருள்கள் வீதம் எடுத்து 

வரிசை மாற்றம் செய்யக் 
கூடிய மொத்த வழிகளின் எண்ணிக் கையைத்தான் குறிக்கும் 
என்பது நன்கு விளக்கும் . அதாவது இம்மதிப்பு -ன் மதப் 
புக்குச் சமமாக இருக்கவேண்டும் என்று அறிகிறோம் . 


இவ்வாறு , " C : Tr = " P ; என்று தெரிகிறது . 


PP . 
அதாவது , " Cr = r 

| 


அதாவது , 


C 


n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ........... ( m - T + 1 ) 

| 


குறிப்பு : 


| 


1 
( i ) இங்கு 1C , = 

1P . 
| 

Im 
ஆனால் , P , - 

என்று தெரியும் . 
| n - r 
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ஆகையால் , 


C 


| n 
Tr 7- 


என்று கிடைக்கும் . 


( ii ) மேலே கண்ட முடிவில் = 0 என்றிடுவோமானால் 


| n 


C. 


1 என்று அறிகிறோம் . 


To Tn 


m ( n - 1 ) ( n - 2 ) . - ( n - r + 1 ) 


( iii ) இப்பொழுது , " C 


மொத்த 


இங்கு , C என்பது சேர்வுகளின் 

எண்ணிக்கை 
யைக் குறிப்பதால் , அது ஒரு மிகை முழுஎண்ணாக இருக்கவேண் 
டும் . எனவே , வல துபுறமும் மிகைமுழு 

எண்ணாக 

இருக்க 
வேண்டுமா தலால் , வலதுபுறத் தொகுதியிலுள்ள r காரணிகளின் 
பெருக்குத்தொகை | r- ஆல் 

மீதியின்றி வகுபடவேண்டும் . 
அதாவது . அடுத்தடுத்துள்ள r மிகை முழு எண்களின் பெருக்குத் 
தொகை , காரணீயம் r- ஆல் மீதியில்லாமல் வகுபடும் . 


( iv ) சேர்வுகள் அமைக்கும்போது , n பொருள்களிலிருந்து 
, பொருள் சளை எடுக்கக் கூடிய ஒவ்வொரு முறையும் ,, வேறு 
( n - ) , பொருள் களை விட்டுவிடுகிறோம் . 

அதாவது , எத்தனை 
வழிகளில் n பொருள்களிலிருந்து r பொருள்களை எடுத்துச் 
சேர்வுகள் செய்கிறோமோ , அத்தனை வரிகளில் ( n - r ) பொருள் 
களை விட்டுவிடுகிறோம் 

என்பது தெளிவு . ஆல்ை . n பொருள் 
களைக் கொண்டு , ஒவ்வொரு முறையும் r பொருள்கள் வீதம் 
அமைக்கக்கூடிய சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை " C , என்றும் , 
இதேபோன்று ( n - r ) பொருள்களை விட்டுவிடக்கூடிய பொத்த 
வழிகளின் எண்ணிக்கை " C ( n - 1) என்றும் தெரியும் . இவ்விரண்டு 
மதிப்புகளும் சமமாதலின் , 


PC = " C ( - ) என்று அறிகிறோம் . 


1 . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
பின் வருவனவற்றின் மதிப்பு காண்க : 
i ) 9Ps . ( ii ) 

PP . , ( iii ) 10 ° C98, 


( iv ) PC . 
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தீர்வு : 


( i ) Ps = 9.8.7 = 504 . 
( ii ) " P , = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) 
( iii ) 19 ° C98 = 10 ° C100-98 

= 10 ° C , 

100.99 

1.2 


4950 


m n - 1 ) ( n- ) 
( iv ) " C : = 

1.2.3 


1 
18 


n ( n = 1 ) ( m - 2 ) 


2. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றிலிருந்து n- ன் மதிப்பைக் 
கண்டுபிடி . 


( i ) PP . = 31 +1 ) P , 


( ii ) 


3 + 1Pa - 1 : P. = 3 : 5 


( iii ) 


5 ° Cr + S 


= க ° Can + 3 


தீர்வு : 


( i ) " Ps = 

Sln + 1 ) PA 


i.e. n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( 1 - 3 ) - 4 ) 

= 3 [ (nt 1 ) n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ] 
ice . ( n - 1 ) ( n - 2 ) [ ( n - 8 ) ( 1-4 ) - 8 ( n +15 ] 

3 n + 1 = 0 
i.e. n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( n - 1on + 9 ) = 0 
i.e : n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( n - 1 ) ( 0-9 ) 

n = 0 , 1 , 2 , அல்லது 9 . 
ஆனால் n = 9 எனும் மதிப்பு மட்டுந்தான் பொருந்தும் . 
ஏனைய மதிப்புகள் பொருந்தமாட்டா . ( ஏனெனில் 
PP.- ல் r < n ) 


= 0 


.. 


. 


( 20 + 1 ) Pn - 1 
( ii ) –2n - 1 ) P . 


8 


.. 


5 


i.e.. 


5. (2n + 1 ) P. - 1 


3. 12n - 1 ) PR 
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| 2n - 1 


i.e. 


| 2n - 1- 1 


. 


i.e. 


2 + 1 
5n . 

= 8 
| ( 2n - ) - (n- )) 
2n + 1 

| 2n - 1 
5 
| n + 2 

| n - 1 
| 21 + 1 

n + 2 
5 

8 
1 

In 

| 


3 


i.e. 


= 


| 2n 


5 ° Cea + 


என்ற 


i.e. 52n ( 2n + 1 ) = an ( 1 + 1 ) ( n + 2 ) 
i.e. 11 ( 2n + 1 ) = 3n ( n " + 3n + 2 ) 
i.e. 

( -n ) [ 3n " + 9n + 8 - 20n - 10 ] = 0 
i.e. 

( 3ne - 11n - 4 ] = 0 
i.e. [ [ 3n + 1 ) ( n - 

4 ) ] = 0 
m = 4 என்ற மதிப்புத்தான் தேவையானதாகும் . 
( iii ) ° Ca + 3 
ஃ ( n + 8 ) ( 3n + 2 ) , அல்லது ( n + 8 ) + ( 3n + 2 ) = 50 
என்றிருக்கும் . 
i.e. 2n = 6. அல்லது 4n = 40 

i.e. n = 3 , அல்லது = 
3. 2 , 4 , 5 7 , 8 

இலக்கங்களைப் பயன்படுத்தி 
எத்தனை நான் கிலக்க இரட்டை எண்களை அமைக்க முடியும் ? 
இங்கு ஒவ்வொரு இலக்கமும் ஒரு எண்ணில் ஒரே ஒரு முறைதான் 
வரவேண்டும் . 
தீவு : 

தேவையான எண்களின் எண்ணிக்கையும் . ஒருசில நிபந் 
தனைகளுக்குட்பட்டு 5 பொருள்களைக் கொண்டு ஒவ்வொரு 
முறையும் 4 பொருள்கள் வீதம் எடுத்து வரிசைமாற்றம் செய்யக் 
கூடிய மொத்த வழிகளின் எண்ணிக்கையும் ஒன்றென அறியவும் . 

இங்கு நான்கு கட்டங்களை எடுத்துக்கொள்வோம் . அவற்றுள் 
நான்காவது கட்டம் தேவையான 

எண் 
ணின் ஒன்றினிடத்தையும் மூன்றாவது 

| 
கட்டம் பத்தினிடத்தையும் . இரண்டாவது 

1 2 3 
கட்டம் நூறுனிடத்தையும் . முதல் கட்டம் 
ஆயிரத்தினிடத்தையும் சறிப்பதாகக் கொள்வோம் . இந்த 
சட்டங்கள் ஒவ்வொன்றையும் ஒரு எண்ணால் பல்வேறு விதமாக 
நிரப்பக் கூடிய மொத்த வழிகளைக் கணக்கிட வேண்டும் . 


வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 


நமக்கத் தேவையான எண்கள் இரட்டையாக இருக்க 
வேண்டும் . தலின் , நான்காவது கட்டத்தை அதாவது ஒன்றி 
னிடத்தில் ) 2 , 4. 8 

ஆகிய 

மூன்று எண்களுள் ஏதேனும் 
ஒன்றினால் நிரப்பவேண்டும் . எனவே நான்காவது கட்டத்தை 
நிரப்ப மூன்று வழிகள் உள்ளன . பிறகு மீதியுள்ள 4 எண்களுள் 
ஏதேனும் ஒன்றினால் மூன்றாவது கட்டத்தை நிரப்ப வேண்டும் . 
இனதச் செய்ய 4 வழிகள் உள்ளன என்று தெரிகிறது . இவ்வாறு 
கடைசி 

இரண்டு கட்டங்களையும் இரண்டு இலக்கங்களைக் 
கொண்டு நிரப்பியபின் . மீதியுள்ள 3 இலக்கங்களில் ஏதேனும் 
ஒன்று இரண்டாவது கட்டத்தில் இருக்கக்கூடுமாதலின் , இரண் 
டாவது கட்டத்தை நிரப்ப 3 வழிகள் இருக்கின்றன . இதே 
போன்று முதல் கட்டத்தை நிரப்ப 2 வழிகள் உள்ளன என்று . 
கண்டுகொள்ளலாம் . 


எனவே . நான்கு கட்டங்களையும் நிரப்புவதற்கான மொத்த 
வழிகளின் எண்ணிக்கை = 8x4x3x2 = 72 . 

அதாவது , தேவையான 4 இலக்க இரட்டை எண்களின் 
எண்ணிக்கை = 72 . 


4 . 

எந்த இலக்கமும் ஒரு எண்ணில் ஒரே ஒரு தடவை 
மட்டும் வருமாறு , 0 , 2 , 4 , 5 , 6 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு 
10,000 - ஐ விட பெரிய எண்கள் எத்தனை உருவாக்க முடியும் ? 
அத்தகைய எண்கள் எல்லாவற்றின் கூட்டுத்தொகையையும் 
கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள இலக்கங்களின் எண்ணிக்கை 5 ; மற்றும் 
தேவையான எண்களும் ஐந்திலக்க எண்களாகும் . 

எனவே 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள 5 எண்களையும் எடுத்துக்கொண்டு வரிசை 
மாற்றம் செய்ய வேண்டும் . ஆனால் பூஜ்யம் எந்த எண்ணிலும் 
முதல் இலக்கமாக அமைய முடியாது . 

ஆகையால் பத்தாயிரத் 
தினிடத்தில் 2 , 4,5,6 என்ற இலக்கங்களுள் ஏதேனும் ஒன்று 
தான் இருக்க முடியும் . அதாவது , இந்த இடத்தை நிரப்ப 4 
வழிகள் உள்ளன . 

பிறகு , மற்ற 4 இடங்களையும் , மீதியுள்ள 4 இலக்கங்களைக் 
கொண்டு நிரப்ப வேண்டும் . இதைச் செய்ய , 

4 = 24 வழிகள் உண்டு . 
எனவே தேவையான எண்களின் எண்ணிக்கை 

= 4 x 24 = 96 . 
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அடுத்து , இந்த 98 எண்களின் கூட்டுத் தொகையைக் 
காண்போம் . 10,000 - ன் இடத்தில் 2 , 4 , 5 , 8 என்ற இலக்கங் 
களுள் ஏதேனும் ஒன்றுதான் வருமாதலால் , இந்த இடத்தில் 
நான்கு இலக்கங்களும் சமமான தடவைகள் தான் வரக்கூடும் . 

98 
எனவே ஒவ்வொரு இலக்கமும் , 

24 
41 

தடவைகள் 
10,000 - ன் இடத்தில் வரும் என்று அறிகிறோம் . 


- 


இதே போன்று 1,000 - ன் இடத்தில் ஒவ்வொரு இலக்கமும் 
எத்தனை முறை வரக்கூடும் என்பதைப் பின் வருமாறு கணக்கிட 
லாம் . கொடுக்கப்பட்ட இலக்கங்களுள் 6 எனும் இலக்கம இந்த 
இடத்தில் இருப்பதாகக் கொள்வோமானால் , பின் 10,000 - ன் 
இடத்தில் 2 , 4 , 5 இவற்றுள் ஏதேனும் ஒன்றுதான் வரமுடியும் . 
அதாவது 10,000 ன் இடத்தை நிரப்ப வழிகள் உள்ளன என்று 
தெரிகிறது . அதற்குப்பிறகு 100 - ன் இடம் . 10 - ன் இடம் , 1 - ன் 
இடம் ஆகியவற்றை மீதியுள்ள 3 இலக்கங்களால் ( பூஜ்யம் உட் 
பட ) நிரப்ப வேண்டும் . இதைச் செய்ய 3 = 6 வழிகள் 
உண்டு என அறிகிறோம் . இவ்வாறு 6 

இலக்கம் 
1,000 - ன் இடத் தல் 

வரக்கூடிய மொத்த வழிகளின் எண் 
ணிக கை , 3 x 6 = 18 என்று கிடைக்கும் . 


என்ற 


இதே முறையைப் பின்பற்றி , ஒவ்வொரு இலக்கமும் 1,000 - ன் 
இடத்தில் 18 முறை வரக்கூடும் என்று அறிகிறோம் . மேலும் 
1 ..- ன் 

இடம் , 10 - ன் இடம் , 1 - ன் இடம் ஆகிய ஒவ்வொரு 
இடத்திலும் , ஒவ்வொரு இலக்கமும் 13 முறைதான் வரும் என்று 
நிறுவ முடியும் . எனவே எல்லா 96 எண்களின் 

கூட்டுத் 
தொகையைப் பின் வருமாறு பெறலாம் . 


ஒன்றின் இடத்திலுள்ள எண்களின் கூட்டுத்தொகை 

[ 2 + 2 + 2 + ............ 18 தடவைகள் ) 
+ ( 4 + 4 + 4 + ............ 18 தடவைகள் ) 
+ ( 5 + 5 + 5 + .......... 18 தடவைகள் ) 

+ ( 8 + 6 + 6 + ............ 18 தடவைகள் , ) ) 
= ( 2 + 4 + 5 + 6 ) x 18 
= x 
17 18 = 306 . 


இதேபோல , 
10 - ன் இடத்தில் உள்ள எண்களின் மொத்த மதிப்பு 

= 306 x 10 = 3,080 
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100 - ன் இடத்தில் உள்ள எண்களின் மொத்த மதிப்பு 

= 306 x 100 = 30,600 
1,000 - ன் இடத்தில் உள்ள எண்களின் மொத்த மதிப்பு 

= 308 x 1,000 = 8,08,000 - 


ஆனால் 10,000 . - ன் இடத்தில் ஒவ்வொரு இலக்கமும் 24 
முறைகள் வரும் என்று பார்த்தோம் எனவே அந்த இடத்தில் 
அமைந்துள்ள எல்லா எண்களின் மொத்த மதிப்பு , 

24 x ( 2 + 4 + 5 + 8 ) x 10,000 40,80,000 
ஆகையால் , தேவையான கூட்டுத்தொகை , 

= 40,80 000 
+ 3,06,000 

30.600 
3.060 
306 


+ 
+ 
+ 
+ 


= 44,19,966 


5 . குறிப்பிட்ட இரண்டு மாணவர்கள் 

அடுத்தடுத்து 
அமராதவாறு . n மாணவர்களைப் டல்வேறு விதமாக உட்கார 
வைப்பதற்கு ( 1 - 2 ) | n - 1 வழிகள் உண்டு எனக் காட்டு . 


தீர்வு : 

எந்தவித கட்டுப்பாடுமில்லாமல் எல்லா 1 மாணவர்களையும் 
அவர்களுக்குள்ளேயே வரிசையாற்றம் செய்யக்கூடிய மொத்த 
வழிகளின் எண்ணிக்கை | n என்று தெரியும் . 


குறிப்பிட்ட 2 மாணவர்கள் அடுத்தடுத்து உட்காருவதாகக் 
கொள்வே மானால் , இருவரையும் சேர்த்து ஒரே தொகுதியாகக் 
கருதி வரிசைமாற்றம் செய்யலாம் . இப்பொழுது மொத்த மாண 
வர்களின் எண்ணிக்கை ( n - 1 ) என்றாகும் . இவர்களை வரிசை 
மாற்றம் செய்யக்கூடிய மொத்த வழிசளின் எண்ணிக்கை 
| n - 1 என்று கிடைக்கும் . ஆனால் , குறிப்பிட்ட இரண்டு 
மாணவர்களையும் அவர்களுக்குள்ளேயே வரிசைமாற்றம் செய்ய 
2 வழி , ள் உள்ளன . 

எனவே , குறிப்பிட்ட 2 மாணவர்கள் 
அடுத்தடுத்து அமருமாறு செய்யக்கூடிய வரிசைமாற்றங்களின் 
மொத்த எண்ணிக்கை , 

= 2 1n - 1 என்று கிடைக்கும் . 
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ஆகையால் , குறிட் பிட்ட 2 மாணவர்கள் அடுத்தடுத்து இல்லாத 
வாறு / மாணவர்களை உட்கார வைக்கக்கூடிய மொத்த வழி 
களின் எண்ணிக்கை , 

| n - 2 | n - 1 
| n - 1 ( n - 2 ) = ( n - 2 ) ( n - 1 . 


6. • FATHER என்ற 

என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்களை பல் 
* வேறு விதமாக வரிசைமாற்றம் செய்து கிடைக்கப் பெறும் சொற் 
களை , அங்கில அகர வரிசையில் அமைப்போமானால் . அச்சொல் 
எத்தனையாவது இடத் தில் வரும் என்று கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

ஆங்கில அகர வரிசைப்படி , முதலில் A- ல் ஆரம்பமாகும் 
சொற்களும் . அடுத்து E- ல் ஆரம்பமாகும் சொற்களும் , அதன்பின் 
F- ல் ஆரம்பமாகும் சொற்களும் , இதேபோன்று ஏனைய சொற் 
களும் வரிசைப்படுத்தப்படும் என்று தெரியும் . 

( அ ) முதலாவதாக A- ல் ஆரம்பமாகும் சொற்களின் எண் 
ணிக்கையைக் கணக்கிட , A முதல் இடத்தில் வரும் போது மீதி 
யுள்ள 5 எழுத்துக்களையும் 5 இடங்களில் வரிசைமாற்றம் செய்ய 
|் வழிகள் உள்ளன . அதாவது , A- ல் ஆரம்பமாகும் சொற் 
களின் எண்ணிக்கை = 15 

| 5 = 120 என்றாகும் . 
( ஆ ) இதேபோன்று , E- ல் ஆரம்பமாகும் சொற்களின் எண் 
ணிக்கை = 120 என் றறியவும் . 

( இ ) அடுத்து F- ல் ஆரம்பமாகும் சொற்களை பின்வருமாறு 
காண்போம் . 

( i ) முதல் இடத்தில் F- ம் . இரண்டாவது இடத்தில் A- ம் 
மூன்றாவது இடத்தில் E- ம் வரக்கூடிய சொற்களின் எண்ணிக்கை 

= 6 என்பதாகும் . 
( ii ) முதல் இடத்தில் F- ம் , இரண்டாவது இடத்தில் A- ம் , 
மூன்றாவது இடத்தில் H- ம் வரக்கூடிய சொற்களின் எண்ணிக் 
கையும் 6 என்று கிடைக்கும் 

( iii ) இதேபோன்று , முதல் இடத்தில் F- ம் , இரண்டாவது 
இடத்தில் A- ம் , மூன்றாவது இடத்தில் R- ம் வரக்கூடிய சொற் 
களின் எண்ணிக்கையும் 6 என்றாகும் . 

( iv ) அடுத்து , முதல் இடத்தில் F- ம் , இரண்டாவது இடத் 
தில் A- ம் . மூன்றாவது இடத்தில் T- ம் , நான்காவது இடத்தில் 
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E- ம் வரக்கூடியன | 2 = 2 சொற்களாகும் . இவ்வெல்லாச் 
சொற்களுக்குப் பிறகுதான் Father என்ற சொல் வரும் என்பது 
தன்கு விளங்கும் . 
எனவே . இச்சொல்லுக்கு முன்னதாக 

உள்ள சொற்களின் 
எண்ணிக்கை , 


= 120 + 120 + 8 + 8 + 6 + 2 


260 . 


அதாவது , FATHER என்ற சொல் -261 - ஆவது இடத்தில் வரும் . 


7. 6 ஆண்களும் , 4 பெண்களும் அடங்கிய குழு ஒன்றை . 
15 ஆண்கள் , 8 பெண்சளிலிருந்து எத்தனை வெவ்வேறு வழி 
களில் அமைக்க முடியும் என்று கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

15 ஆண்களிலிருந்து 8 ஆண்களைத் தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய 
வெவ்வேறு வழிகளின் மொத்த எண்ணிக்கை = 
இதேபோல , 


15C , 


8 பெண்களிலிருந்து 4 பெண்களை தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய 
பல்வேறு வழிகளின் எண்ணிக்கை 

8C4 


உள்ளன . 


மேலும் ஆண்களைத் தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய ஒவ்வொரு 
வழிக்கும் ஒப்ப , பெண்களைத் தேர்ந்தெடுக்க * C , வழிகள் 

எனவே ஆண்களைத் தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய எல்லா 
4C . வழிகளுக்கும் ஒப்ப , பெண்களையும் தேர்ந்தெடுக்கக்கூடிய 
மொத்த வழிகளின் எண்ணிக்கை 1C . C4 எனக் 

* CA எனக் கண்டு 
கொள்ளலாம் . 


அதாவது , 6 ஆண்களும் , 4 பெண்களும் அடங்கிய குழுவை 
அமைப்பதற்கான பலவேறு வழிகளின் மொத்த எண்ணிக்கை 

1CX CA 
15.14.13.12.11.10 8.76.5 

X 
1.2.3.4.5.6 

1.2.3.4 
= 3,50,350 . 


8 
. 


7 பக்கங்கள் உடைய பல கோணத்தின் மூலை 
விட்டங்கள் எத்தனை ? மேலும் அந்தப் பல கோணத்தின் உச்சி 
களைக் கொண்டு எத்தனை முக்கோணங்கள் அமைக்கமுடியும் ? 
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தீர்வு : 

பல கோணத்தின் n உச்சிகளையும் இரண்டிரண்டாகச் சோப் 
போமானால் " C , நேர்கோடுகள் கிடைக்கும் . இவற்றுள் , 

இவற்றுள் , அடுத் 
தடுத்துள்ள இரண்டு புள்ளிகளை இணைப்பதால் கிடைக்கப் பெறும் 
1 பக்கங்ளும் அடங்கம் இந்த n பக்கங்களைத் தவிர , மீதியுள்ள 
கோடுகள் தான் . பல கோணத்தின் மூலை விட்டங்களாகும் . 
எனவே . மூலை விட்டங்களின் எண்ணிக்கை = " C , - 1 

n ( m 1 ) 

1.2 
m ( n - 3 ) 


1 


. 


பல 


அத்து , ஒரே கோட்டிலமையாத மூன்று புள்ளிகள் ஒரு 
முக்கோணத்தை உருவாக்குமாதலால் . 

கோணத்தின் 
1 உச்சிகளைக் கொண்டு அமைக்கப்படும் முக்கோணங்களின் 
எண்ணிக்கை 

" C 


n ( n - 1 ) ( n - 2 ) 

1.2.3 
1 
6 

n ( n 1 ) ( n - 2 ) 


= 


9 . 12 சோஷலிஸ்டுகள் , 7 கன்சர்வேட்டிவ்களிலிருந்து , 
குறைந்தது 2 கன்சர்வேட்டிவ்கள் ஒவ்வொரு குழுவிலும் இருக்கு 
மாறு சோஷலிஸ்டு பெரும்பான்மையுள்ள 8 பேர் அடங்கிய 
குழுக்கள் எத்தனை அமைக்க முடியும் என்று கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 
சோஷலிஸ்டு பெரும்பான்மையுள்ள 

குழுக்கள் அமைக்க 
வேண்டியிருப்பதால் , ஒவ்வொரு குழுவிலும் குறைந்தது 5 சோஷ 
லிஸ்டுகள் இருக்க வேண்டும் . மேலும் ஒவ்வொரு குழுவிலும் 
குறைந்தது 2 கன் சர்வேட்டிவ்கள் இருக்க வேண்டுமாதலால் , 
இத்தகைய குழுக்களை கீழ்க்காணும் இரண்டு வகைகளில் 
அமைக்கக்கூடும் . 

( அ ) 5 சோஷலிஸ்டுகள் . 3 கன்சர்வேட்டிவ்கள் உள்ள 
குழுக்கள் . இவற்றை அமைக்கக்கூடிய பல்வேறு வழிகளின் 
மொத்த எண்ணிக்கை 

13C .. Cs 


12.11.109.8 76.5 

X 
1.2.3.4.5 1.2.3 
= 27,720 


1 
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8 சோஷலிஸ்டுகள் , 2 கன்சர்வேட்டிவ்கள் உள்ள 
குழுக்கள் . இத்தகைய குழுக்களின் எண்ணிக்கை , 

1 ° C , C , 
12.11.10.9.8.7 7.6 

X 
1.2.3.4.5.6 1 : 2 
19,404 


என வே , தேவையான மொத்த குழுக்களின் எண்ணிக்கை 

= 27,720 + 19,404 

47,124 


10. பொருளாதாரத்தில் நூேல்களும் , கணிதத்தில் 3 நூல் 
களும் , வணிகவியலில் 2 நூல்களும் கொடுக்கப்பட்டால் , ஒவ் 
வொரு பிரிவிலிருந்தும் குறைந்தது 2 நூல்கள் இருக்குமாறு , 
மொத்தம் 8 நூல்களை எத்தனை வெவ்வேறு வழிகளில் தேர்ந் 
தெடுக்க முடியும் ? 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட நிபந்தனைக்குட்பட்டு 8 நூல்களைத் தேர்ந் 
தெடுப்பதை 

பின்வரும் இரண்டு வழிகளுள் ஒன்றின் மூலம் 
செய்யலாம் . 

( அ ) 4 பொருளாதார நூல்கள் , 2 கணித நூல்கள் , மற்றும் 
2 வணிகவியல் நூல்களைத் தேர்ந்தெடுக்கலாம் . இதைச் செய் 
வதற்கான மொத்த வழிகளின் எண்ணிக்கை , 

° C , C , C , 
° C , C1.1 
6.5 

3 
1.2 

45 
( ஆ ) 3 பொருளாதார நூல்களையும் , 3 கணித நூல்களையும் 
2 வணிகவியல் நூல்களையும் தேர்ந்தெடுப்பதற்கான 

மொத்த 
வழிகளின் எண்ணிக்கை , 

= ° C , ° C , C , 
6.5.4 

.1.1 
1.2.3 


20 


தேவையான 8 நூல்களையும் தேர்ந்தெடுப்பதற்கான 
மொத்த வழிகளின் எண்ணிக்கை = 45 + 20 = 65 . 

க . ஓ . அ . - 12 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


4 


பயிற்சி 
1. கீழே 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள வற்றின் மதிப்புகளைக் 
கணக்கிடு . 
( i ) 10P , ( ii ) 15P3 

( ii ) 15P3 ( iii ) ° P . ( iv ) P 
2 . 

பின் வரும் தொடர்புகளிலிருந்து 1.ன் மதிப்பைக் 
கண்டுபிடி . 
( i ) 2nPs = 12 P. ( ii ) PnPs = 2 PP , 
( iii ) 1 ° P . = 5040 


3. 1. 3. 4 , 6.8 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு மூன் 

றிலக்க எண்கள் எத்தனை அமைக்க முடியும் என்றும் , 
அவ்வெல்லா எண்களின் கூட்டுத்தொகையின் மதிப்பு 
என்ன என்றும் கணக்கிடவும் . இங்கு ஒவ்வொரு இலக் 
கமும் ஒரு எண்ணில் ஒரு முறைதான் வரவேண்டும் 

என்பதைக் கவனிக்கவும் . 
4. எந்த இலக்கமும் ஒரு எண்ணில் ஒரே ஒரு முறை வரு 

மாறு 0 , 1 , 3 , 5.7 என்ற இலக்கங்களைப் பயன் படுத்தி 
எத்தனை 4 இலக்க எண்களை உருவாக்கலாம் ? 


5 . 


என்ற 


6 . 


ஒவ்வொரு எண்ணிலும் எந்த இலக்கமும் ஒரே ஒரு 
முறைதான் வரவேண்டும் என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு 
0 , 1 , 3 , 4 , 6 , 8 

இலக்கங்களைக் 

கொண்டு 
அமைக்கப்படும் எண்களுள் 2,000 - க்கும் 5,000 - க்கும் 
இடைப்பட்ட எண்கள் எத்தனை ? 
ஒவ்வொரு 

இலக்கமும் ஒரு எண்ணில் ஒரு முறைக்கு 
மேல் வராதவாறு , 0 , 1 , 2 , 5 , 6 என்ற இலக்கங்களைப் 
பயன்படுத்துவதன் மூலம் கிடைக்கப்பெறும் பல்வேறு 
எண்களுள் ( i ) ஒற்றை 

எண்களையும் ; 
( ii ) ஐந்தால் வகுபடும் எண்களையும் , ( iii ) 25- ஆல் 
வகுபடாத எண்களையும் எத்தனை இருக்கும் என்றும் 
கண்டுபிடி . 


வகையான 


7. 2 , 3 , 4 , 6 , 7 என்ற : எல்லா இலக்கங்களையும் , ஒவ் 

வொன்றும் ஒரு எண்ணில் ஒரே ஒரு முறை வருமாறு 
பயன்படுத்தி பல்வேறு எண்கள் உருவாக்கப்படுகின் 
றன . அவற்றுள் எத்தனை எண்களில் ( i ) இரட்டை 
எண்கள் அடுத்தடுத்து சேர்ந்துவரும் என்றும் 
( ii ) ஒற்றை எண்கள் சேர்ந்து வராமலிருக்கும் என்றும் 
காண்க . 
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8 . 


குறிப்பிட்ட இரண்டு மாணவர்களுள் ஒருவர்கூட முதல் 
இடத்திலோ 

அல்லது இரண்டாவது இடத்திலோ 
அமராதவாறு , ஒரு வரிசையில் 1 மாணவர்களை எத்தனை 
வெவ்வேறு வழிகளில் உட்காரவைக்கலாம் ? 


9. Lagarithm என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக்களைப் 

பலவிதமாக மாற்றியமைக்கும்போது , எத்தனை சொற் 
களில் T , H 

எழுத்துக்கள் 

சேர்ந்து வரா 
மலிருக்கும் ? 


என்ற 


10 . 


ஒரு மோட்டார் 

வண்டியில் ஓட்டுநர் இடத்தையும் 
சேர்த்து மொத்தம் ஆறு இடங்கள் உள்ளன . அந்த 
ஆறு இடங்களிலும் , மோட்டார் ஓட்டத் தெரிந்த 
இருவரையும் சேர்த்து 6 பேர்களை எத்தனை வழிகளில் 
உட்காரவைக்க முடியும் ? 


11. 5 ஆண்களும் 3 பெண்களும் ஒரு வரிசையில் உட்காரும் 

போது , எந்த இரண்டு பெண்களும் அடுத்தடுத்துவராமல் 
இருக்குமாறு எத்தனை வெவ்வேறு வழிகளில் அவர்களை 
உட்காரவைக்கலாம் என்று கண்டுபிடி . 


12 . 


ஒரு புத்தக அலமாரியில் 8 தமிழ்ப் புத்தகங்களும் , 
6 மளையாளப் புத்தகங்களும் 2 தெலுங்குப் புத்தங்களும் 
வைக்கப்பட்டுள்ளன இப் புத்தகங்களை எத்தனை வெவ் 
வேறு வழிகளில் மாற்றி அடுக்க முடியும் என்றும் , ஒவ் 
வாரு மொழியிலும் உள்ள புத்தகங்கள் ஒன்றாகவே 
இருக்குமாறு எத்தனை வெவ்வேறு வழிகளில் மாற்றி 
யமைக்கலாம் என்றும் கணக்கிடு . 


4 


18 . 


ஒரு புகைப்படம் எடுப்பதற்காக 5 மாணவர்களும் , 
4 

மாணவிகளும் வரிசையாக உட்காரும்போது 
( i ) மாணவர்கள் அனைவரும் ஒன்றாக இருக்குமாறு 
( ii ) மாணவிகள் எல்லோரும் ஒன்றாக வராதவாறு , 
( iii ) மாணவிகள் இரண்டு ஓரங்களிலும் 

வருமாறு , 
மற்றும் ( iv ) ஒற்றை இடங்களில் மட்டும் மாணவிகள் 
வருமாறு , அவர்களை எத்தனை வெவ்வேறு வழிகளில் 
உட்காரவைக்கலாம் என்று கண்டுபிடி . 


14. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள வற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க 

( i ) 8 ° C ( ii ) 27C , ( iii ) 85C81 
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15. கீழ்க்காணும் தொடர்புகளிலிருந்து r- ன் மதிப்பைக் 

கண்டுபிடி . 
( i ) 0P , = 720 , eC , = 120 ( ii ) rC- , = 15 

C , 
( iii ) 14C = 14Cr + , 


16. ) 
tn + = JCg : ( n -3P4 

( n - 3 ) P4 = 57 : 18 என்றால் 1 - ன் மதிப்பு 
என்ன ? 


17. 


10 பேர்களைக்கொண்டு 4 பேர் அடங்கிய குழுக்களை 
எத்தனை விதத்தில் அமைக்க முடியும் ? 


18 . 


ஒரு வகுப்பிலுள்ள 40 மாணவர்களிலிருந்து , கைப் 
பந்தாட்டம் விளையாடுவதற்காக 9 மாணவர்களடங்கிய 
குழு ஒன்று அமைக்கவேண்டும் . 
( i ) குறிப்பிட்ட 4 மாணவர்கள் எப்பொழுதுமே இக் 

குழுவில் இருக்குமாறு , 
( ii ) வேறு 9 மாணவர்கள் இக் குழுவில் இல்லாதவாறு , 
( iii ) குறிப்பிட்ட 4 மாணவர்கள் இருக்குமாறும் , மற்றும் 

வேறு 9 பேர் இல்லாதவாறும் , எத்தனை குழுக்கள் 
அமைக்கலாம் என்று கண்டிபிடி . 


19 . 


போது 


ஒரு தளத்தின் மீது 1 புள்ளிகள் உள்ளன . அவற்றுள் 
எந்த 3 புள்ளிகளும் ஒரே கோட்டில் அமையாதிருக்கும் 

எத்தனைக் கோடுகளும் , முக்கோணங்களும் 
வரையமுடியும் ? மேலும் P புள்ளிகள் மட்டும் ஒரே 
கோட்டில் இருந்து , மீதி உள்ள வற்றுள் எந்த 3 புள்ளி 
களும் ஒரே கோட்டிலமையாதிருக்குமானால் , அப்புள்ளி 
களைக்கொண்டு வரையப்படும் கோடுகளின் எண்ணிக் 
கையையும் , முக்கோணங்களின் எண்ணிக்கையையும் 
கணக்கிடு . 


20 . 


ஒரு புகை வண்டித்தொடரில் n புகை வண்டி நிலை 
யங்கள் இருக்கின்றன . அத்தொடரில் செல்லும் ஒரு 
புகை வண்டி அடுத்தடுத்துள்ள எந்த இரண்டு நிலையங் 
களிலும் நிற்காமல் , ஏதேனும் 3 நிலையங்களில் நிற்பதற்கு 

1 
, 


என நிறுவுக . 


வரிசை மாற்றங்களும் , சேர்வுகளும் 
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21 . 


தந்தை ஒருவர் தன்னுடைய 

குழந்தைகளை 
பொருட்காட்சி சாலைக்கு அழைத்துச் செல்ல விரும்பு 
கிறார் . 

ஒரு தடவைக்கு மூன்று குழந்தைகள் என்ற 
வீதத்திலும் , ஒரு தடவை அழைத்துச் சென்ற அதே 
மூன்று குழந்தைகளை மற்றொரு முறை அழைத்துச் 
செல்வதில்லை என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டும் , அவர் 
குழந்தைகளை எடுத்துச் செல்வாரானால் , ( i ) ஒவ்வொரு 
குழந்தையும் பொருட்காட்சியைக் காண எத்தனை முறை 
செல்லும் என்றும் , ( ii ) அவர் எத்தனை தடவைகள் 
செல்வார் என்றும் கணக்கிடு . 


22 . 


9 இந்துக்களும் , 5 முஸ்லீம்களும் . 4 பேர் அடங்கிய குழு 
ஒன்றில் அங்கம் வகிக்க விரும்புகின்றனர் . இத்தகைய 
குழுக்கள் ஒவ்வொன்றிலும் குறைந்தது ஒரு முஸ்லீம் 
அங்கத்தினர் இருக்க வேண்டுமானால் , 

எத்தனை 
குழுக்கள் அமைக்கலாம் என்று கண்டுபிடி . 


23. 7 ஆண்கள் , 4 பெண்களிலிருந்து ஒரு குழு அமைக்க 
வேண்டியுள்ளது . அக்குழுவில் இருக்கக்கூடிய 

8 
அங்கத்தினர்களுள் குறைந்தது இருவர் பெண்களாக 
இருக்க வேண்டுமானால் , அத்தகைய குழுக்கள் எத்தனை 
அமைக்கலாம் ? 


24. 5 அங்கத்தினர்களுள்ள ஆசிரியர் - மாணவர் சங்கம் 

ஒன்றை , 5 ஆசிரியர்களிலிருந்தும் , 10 மாணவர்களிலி 
ருந்தும் அமைக்க வேண்டியுள்ளது . இந்த சங்கத்தில் 
ஆசிரியர்கள் பெரும்பான்மையினராகவும் , குறைந்தது 
ஒரு மாணவராகிலும் இருக்க வேண்டுமானால் , இ 
சங்கத்தை எத்தனை வழிகளில் அமைக்க முடியும் ? 


25 . 


ஒரு கிரிக்கெட் சங்கத்தில் 14 அங்கத்தினர்கள் இருக் 
கிறார்கள் . இவர்களுள் 5 பேர் பந்து எறியத் தெரிந்தவர் 
களாவர் . இவர்களைக் கொண்டு 11 பேர் அடங்கிய 
கிரிக்கெட் குழு ஒன்ரை , குறைந்தது 3 பந்து எறிபவர் 
கள் இருக்குமாறு 

எத்தனை 

விதங்களில் அமைக்க 
முடியும் ? 


. 


28. ஒரு அலுவலகத்தில் 8 காலி இடங்கள் உள்ளன . இந்த 
6 

5 
இடங்களுக்கு , 8 ஆண்களும் , 

பெண்களும் 
விண்ணப்பம் செய்கிறார்கள் . ஆண்களும் , பெண்களும் 
சம எண்ணிக்கையில் இருக்குமாறு , இந்த காலி இடங் 
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ஓர் அறிமுகம் 


என்று 


களை நிரப்புவதற்கு எத்தனை வழிகள் உள்ளன 
கண்டு பிடி . 


27 . 


ஒரு விருந்துக்கு 18 பேர் அழைக்கப்படுகின்றனர் . 
அவர்கள் ஒரு மேஜையின் முன்னால் , பக்கத்துக்கு 8 
பேர் வீதம் அமரவேண்டும் . குறிப்பிட்ட மூவர் 
மேஜையின் ஒரு பக்கத்தில் உட்காருவதற்கும் . வேறு 
இருவர் எதிர் பக்கத்தில் உட்காருவதற்கும் விருப்பம் 
தெரிவிக்கின்றனர் என்றால் , எத்தனை வெவ்வேறு வழி 
களில் விருந்தினர்களை உட்கார வைக்க முடியும் எனக் 
காண்க . 


28 . 


இரண்டடுக்கு பேருந்து ஒன்றின் , கீழ் அடுக்கில் 9 
பிரயாணிகளும் , மேல் அடுக்கில் 6 பிரயாணிகளும் 
உட்கார முடியும் . 

ஒரு சமயத்தில் பிரயாணம் செய்ய 
விருக்கும் 15 பேர்களுள் , குறிப்பிட்ட மூவர் கீழ் அடுக் 
கிலும் , வேறு இருவர் மேல் அடுக்கிலும் உட்கார விரும்பு 
கின்றனர் . இவர்களைப் பேருந்தில் உட்கார வைப்பதற்கு 
எத்தளை வழிகள் உண்டு என்று கண்டுபிடி . 


விடைகள் 


1. ( i ) 240 , ( ii ) 2,730 , ( iii ) 720 , ( iv ) 840 . 
2. ( i ) 2 , ( ii ) 8 , ( iii ) 4. 3. 60,29,304 . 4 . 98 
5 . 120. 6. ( i ) 36 , ( ii ) 42 , ( iii ) 86 . 
7. ( i ) 86 , ( ii ) 72 . 8. ( n - 5n + 6 ) In - 2 . 
9. 7X ( 8. 10. 420 . 

420. 11. 14,400 . 
12 . | 16 , 12X | 8x 18 . 
13. ( i ) 14,400 , ( ii) 480x | 6 , ( iii ) 2880 , 

( iv ) 14,400 . 
14. ( i ) 4,060 , ( ii ) 351 , (iii ) 52,360 . 
15. ( j ) 3 , ( ii ) 6 , ( iii ) 8 . 16. 19 . 17. 210 . 
18. ( i ) C 

( i ) 56C ; ( ii ) 81C , ( iii ) 27C .. 
20. ( 1 ) " C ,, C. , ( ii ) (" C. - PC , + 1 ) , ( " C. 

PCS ) 
21. ( i ) 10 , ( ii ) 20 . 22. 875 . 23. 371 . 
24. 500 . 25. 354. 26. 560. 27. 11 C.x ( 18) x 2 
28. 210 . 


9 ஈருறுப்புத் தேற்றம் 

( Binomial theorem ) 
9.1 . தேற்றம் 

17 என்பது ஒரு மிகை முழு எண் எனில் , பின் 
( x + a ) r = xn + PC , xn - 1 a + • c , x? - a + 
+ C x -rar + 

+ an 
நிரூபணம் 
இப்பொழுது , ( x + a ) = ( x + a ) ( x + a ) ... 

n காரணிகள் 
வரை என்று தெரியும் . இங்கு வலது பக்கமுள்ள 7 காரணிகளுள் 
ஒவ்வொன்றிலுருந்தும் ஒரு உறுப்பை எடுத்து அவற்றைப் பெருக்கி 
வரும் மதிப்பானது , இடது பக்கமுள்ள கோவையின் விரிவிலுள்ள 
ஓர் உறுப்பாக அமையும் என்பதை அறியவும் . எனவே , இந்த 
விரிவிலுள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பும் x , a இவற்றில் n படியுள்ள 
சமபடித்தான கோவையாக இருக்கவேண்டும் என்பது தெளி 
வாகும் . அதாவது , ஒவ்வொரு உறுப்பிலும் உள்ள -ன் படி , 
a- ன் படி இவற்றின் கூட்டுத் தொகை n என்றிருக்கவேண்டும் . 
எனவே , குறிப்பாக ( x - r ar ) எனும் கோவையையுடைய உறுப் 
பை எவ்வாறு பெறமுடியும் என்பதை இங்கு பார்ப்போம் . 


வலதுபக்கமுள்ள n காரணிகளுள் ஏதேனும் r காரணிகளி 
லிருந்து a எனும் உறுப்பை மட்டும் எடுத்துக்கொண்டு , மீதி 
யுள்ள ( n - r ) காரணிகளிலிருந்து x - ஐ மட்டும் எடுத்து , இவ் 
விரண்டையும் பெருக்க ( x - rar ) என்ற கோவை கிடைக்கும் . 
ஆனால் , 7 காரணிகளிலிருந்து ஏதேனும் காரணிகளைத் தேர்ந் 
தெடுக்க " C , வழிகள் 

உண்டு என்று தெரியும் . ஆகையால் 
( x ? -r ar ) எனும் கோவை , தடவைகள் வரும் என்று தெரி 
கிறது . அதாவது , தேவையான 

விரிவில் ( x -rar ) எனும் 
கோவையை உடைய உறுப்பு ( PC , xn - r ar ) என்பதாகும் . 


எனவே , ( x + a) -ன் விரிவிலுள்ள ( xn -ra -ன் குணகம் C 
என்று அறிகிறோம் . 


இவ்வாறு , 
0,1,2 ,............. n 


கிடைக்கப் பெற்ற உறுப்பின் மதிப்பில் , r- க்கு 
என்று அடுத்தடுத்து மதிப்புகளைப் பிரதியிட 
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xe xn - 1 a , x - ra , ......... an ஆகிய கோவைகளின் குணகங்கள் 
கிடைக்கும் . 1 

அவை முறையே 1 , " C ) . " C ........... " C. என்பன 
வாகும் . இம்முறையில் ( x + a ) -ன் விரிவிலுள்ள எல்லா உறுப்பு 
களும் கிடைக்கப் பெறும் . எனவே , 
( x + a) = x ? + " C , ar - l a + " C.x ? - * a + 
+ Cran - r at + 

+ a 


. 


9.2 . துணை முடிவுகள் 

( i ) ( x + a ) - ன் விரிவிலுள்ள மொத்த உறுப்புகளின் எண் 
ணிக்கை ( n + 1 ) என்று அறியவும் . அதாவது , ஈருறுப்புக் 
கோவையின் படி 1 எனில் அதன் விரிவில் ( n + 1 ) உறுப்புகள் 
இருக்கும் . குறிப்பாக , ( x + a ) -ன் விரிவில் 4 உறுப்புகளும் , 
( x + a ) - ன் விரிவில் 5 உறுப்புகளும் இருக்கும் என்று தெரிகிறது . 

( ii ) ( x + a ) -ன் விரிவிலுள்ள ( Crx - rar ) எனும் உறுப் 
பைப் பொது உறுப்பு என்று கூறுவர் . இது விரிவிலுள்ள ( r + 1 ) 
ஆவது உறுப்பு என்பது நன்கு விளங்கும் . எனவே , பொது 
உறுப்பு , tr + 1 = ( nC , x - r a ) .என்பதாகும் . 

( iii ) ( x + a) -ன் விரிவில் உள்ள அடுத்தடுத்த உறுப்புகளில் 
x- ன் படி குறைந்து கொண்டும் , அதற்கொப்ப a- ன் படி அதிகரித் 
துக்கொண்டும் செல்லும் என்பதை கவனிக்கவேண்டும் . ஆனால் 
எப்பொழுதும் x , a இவற்றின் படிகளின் கூட்டுத்தொகை 
என்றுதான் இருக்கும் என்பதை அறியவும் . 
( iv ) " C = C- என்று 

நமக்குத் தெரியும் . எனவே , 
வலது பக்கத்திலுள்ள 

விரிவின் ஆரம்பத்திலிருந்தும் , இறுதி 
யிலிருந்தும் சமதூரத்தில் அமைந்துள்ள உறுப்புகளின் குணகங் 
கள் சமமாகவே இருக்கும் . இவ்வாறு , 

" C. 1 

= 1 = " Cn ; " C , = " C. - 1 . " C , = " Ca - s 
இதேபோன்று , இன்னபிற சமன்பாடுகளையும் பெறமுடியும் . 
( V ) ( x + a ) -ன் விரிவிலிருந்து , 

( 1 + x ) " = 1 + ° C ] x + ^c.x " + ...... + " C , xr + ...... + x 
என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை இந்த அமைப்பிலும் சிலசமயங்களில் 
எழுதுவதுண்டு . மேலும் , " Cr -ஐ , சுருக்கமாக C , என்றே குறிப் , 
பிடுவதுமுண்டு . இவ்வாறு , 

( 1 + x ) = C. + Cix + c , x + ............ + Cnx " என்றாகும் . 
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இங்கு , C. ( = 1 ) , C ) , C ............ என்பனவற்றை ஈருறுப்புக் 
கோவைக் குணகங்கள் என்றும் அழைப்பார் . 
இக்குணகங்களின் 

பண்புகளைப் பற்றி அடுத்து வரும் 
எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் தெரிந்து கொள்ளலாம் . 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. பின்வரும் கோவைகளை விரித்து எழுதவும் . 

2 
( i ) ( 2x + 3 ) ( ii ) 

8 


தீர்வு : 


( i ) ( 2x + 3 ) * = ( 2x )* + * C ,( 2x) * ( 3 ) ++ C , ( 2x ) * ( 8 ) " 
+ C8 ( 2x ) " ( 3 ) 8 + C , ( 2x ) ( 3 ) * + * Cs ( 3 ) * 

5.4 
25.x + 5.2.3.x + 25.32.8 

1.2 
5.4.8 

29.38.x + 5.2.3 * x + 3 * 

1.2.3 
= 32x + 240x + 720x3 + 1,080x " 

+ 810x - 
3 2 

3 
y 3 

* 


+ 


= 


லல் 


+ 


colno 


( - ) + *c,( ** ) (- + - ) + 

“c.( ** ) ( -- > ) +•c4 (- * * ) 
- ( ) * +4( ) ( - )( 
x"> + 1: 3 
( 2 ) (- ) "c=" 
>")+4 (3 ) ( - ) 

( - ) 
= x - 4. 27 = (x " > ) + 8. + 4 

(* > ) - 4. * * ( y") + 1 
its - 9x + y + ex * y * - ** + 1 , 


( xy ) + 


y 


16 
81 
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a 


2 . 


( 


2 )" 


-ன் விரிவிலுள்ள பத்தாவது உறுப்பைக் 


b 


கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

( x + a )n- ன் விரிவிலுள்ள பொது உறுப்பு , 
tr + 1 = " Cr xn -ra என்று தெரியும் . 

25 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஈருறுப்புக்கோவை 

b 

- ஐ 
( x + a ) " - உடன் ஒப்பிட , 

2b 
; a = 

ae 

மற்றும் n = 13 என்றாகும் . 


18 


| 


aa 


) " 


( 
* +1 = 1 " C , ( 

> ( 4 ) " ( - 2 ) 


எனவே , பத்தாவது உறுப்பைப் பெற , = 9 
வேண்டும் . 


என்றிட 


i.e. 110 


2619 


* 


* C , ( ) " ( - 2 ) 
1c (5 ) ( -1 ) 2 " 


= -18C , 


2 


a be 
br as 


be 


18.12.11.10 

1.2.84 


29 . 


all 


b5 


( 715 


715 x 29 x 


al 


91 


8. கீழ்க் காணும் ஈருறுப்புக் கோவைகளின் விரிவிலுள்ள 
நடு உறுப்புகளைக் காண்க . 

2 
( i ) 

; ( ii ) 

* + 

3x2 
தீர்வு : 

2 
( i ) 5x 

-ன் விரிவில் 11 உறுப்புகள் 

3x2 
உள்ளன . ஆகையால் இதன் விரிவிலுள்ள 

ஆறாவது உறுப்புடி 
நடு உறுப்பாக அமையும் . மேலும் பொது உறுப்பு 

2 
tr + 1 1 . 10 

என்பதாகும் . 
3x 


10 
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: r = 5 என்றிட , 


14. = 1 ° C , [ 5x ) " ( - * ) 

( E ) * 1. 
c . ( 9 ) : 


1 ° C , 55 


1 ° C 


= 


( ii ) x + 

- ன் விரிவில் 22 உறுப்புகள் உண்டு. 
எனவே , 11 - ஆவது மற்றும் 12 - ஆவது உறுப்புகள் நடு உறுப்பு , 
களாக இருக்கும் . 
இங்கு , 1 + 1 = 21 C x91 

( 


11 - ஆவது உறுப்பு , 111 


21C1 


( 4 )" 


81 Clox 


இதேபோன்று , 12 - ஆவது உறுப்பு , 


11 


1. - " Cus " (1 ) " 

( ) 


21C1 


4 . 


( * - + ) " 


-ன் விரிவிலுள்ள TIT 


குணகம் 


என்ன ? 


தீர்வு : 


-ன் விரிவிலுள்ள பொது உறுப்பு , 


( 
**)" 
+1 = " C,(x") - ( - + ) 

( - ) 


15C, ( -1)r x80-4r 


( -1) 16C360-7 


x - 11- ன் குணகம் தேவைப்படுவதால் , 60 - 7r = -- 17 
என்று கொள்ளவேண்டும் . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


60 - 7 / = - 17 


i.e. 


-7 / = 


3 


- 77 


i.e. 


r = 11 


எனவே , 17 - ன் குணகம் = ( -1 ) 11 15C 

= -1C , 


5. ( 1 + x + x ) ( 1 - x ) - ஐ 

- x ) - ஐ விரித்து x- ன் படி ஏறு 
வரிசையில் இருக்குமாறு அமைத்தால் , x- ன் குணகம் காண்க . 


தீர்வு : 

( 1 + x + x ) ( 1 - 3 ) 
= ( 1 + x + x * ) ( 1 - x ) ( 1 - x ) . 

( 1-3 ) ( 1 - 14 
தேவையான 315 - ன் குணகம் 

( 1-3 ) ( 1 - - -ல் உள்ள க - ன் குணகம் . 
= ( - ) ( 1 - x ) 14- ல் உள்ள 3 - ன் குணகம் . 

( 1 - 14 - ல் விரிவிலுள்ள 312 - ன் குணகம் . 
ஆனால் , ( : -x) = 1-14C , x + 14C , x -......... + x14 

இதன் விரிவிலுள்ள 319 - ன் குணகம் = 1C . என் 
பதாகும் . 


எனவே , தேவையான குணகம் 


1. C 


14C , 


8. ( 1 + ax ) -ன் விரிவிலுள்ள முதல் 3 உறுப்புகள் முறையே 
1,6x , 18x என்றால் 

a , 1 இவற்றின் மதிப்புகளைக் கணக்கிடு . 


தீர்வு : 
( 1 + ax ) " = 1+ " C , ( ax ) + " C , (ax) + .............. + ( ax ) " 

n ( n - 1 ) 
= 1 + nax + 

ax + 

..... arx 
1.2 


இங்கு . முதல் 3 உறுப்புகளாவன : 

n ( n - 1 ) 
1 + nax + 

ax 
2 


na = 6 , 


n (n - 1 ) as 

a = 18 என்று பெறலாம் . 
2 


- 


= 16 


= 8a 


* 


= 


69Cx 10 = 89Cr + 1 x 5 
ஈருறுப்புத் தேற்றம் 

180 

18 
எனவே , இவற்றை வகுக்க 

n ( n - 1 ) a 
2na 

என்றாகும் . 

8 
i.e. 8 ( n - 1 ) a 

= 18 
i.e. 3 ( na - a ) 
i.e. 3 ( 6- a ) 

18 ( 

na = 8 ) 
i.e. 18-16 

2 
i.e. 

a 

3 
8 

8 
na = 8 என்பதால் , 1 = 

9 
2 
இவ்வாறு , a = n = 9 என்று தெரிகிறது . 

8 
7. ( 10x + 5 ) 89 - ன் விரிவிலுள்ள அடுத்தடுத்த இரண்டு . 
உறுப்புகளின் குணங்கள் சமமாக இருந்தால் , அந்த உறுப்பு . 
களைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

( 10x + 5 ) 89- ன் விரிவிலுள்ள ( r + 1 ) - ஆவது , ( r + 2 ) - ஆவது 
உறுப்புகளின் குணகங்கள் சமம் எனக்கொள்வோம் . 
இங்கு பொது உறுப்பு , +1 Cr ( 10x ) 9- 5 

.. 

Ir + 3 = 89 Cr + 1 ( 10x ) 89 --- 1 5r + l 
i.e. 

tr + 1 = 89C , 1089- 5r x89 
tr + s 

8 ° C + 1 1088- 5r + 1 x88 
இவ்விரு , உறுப்புகளின் குணகங்கள் சமமாதலின் , 

C. 1089-5 = 8C + 1 1088- 5 + 1 
i.e. 


" ம் 


89 


69 


89 


i.e. 


189 

69 


X 2 


| r 


| r + I 


88 


= 


2 | r + 1 
i.e. 

| 
i.e. 2 ( r + 1 ) 
i.e. 

3r 


189 - 
185 
89 
87 


29 


11.90 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


89 


எனவே , 30 - ஆவது , 31 - ஆவது உறுப்புகளின் குணகங்கள் 
சமமாக இருக்கும் என்று அறிகிறோம் . 
மேலும் , 130 9C ,91060529360 

tg1 = 89C , 1059 580 x59 . 
8 . பின்வரும் கோவைகளின் விரிவுகளில் உள்ள தனி 
உறுப்புகளைக் கணக்கிடு . 
1 

2 
( i ) 2x2 + 

( ii ) 


12 


20 


தீர்வு : 


12 


2x2 + 


-ன் விரிவிலுள்ள பொது உறுப்பு , 


( 1 * ) " 
( 1 ) ( 2x 1 ) 
1.42 - 4 * c ; ( 2x") - ( 4 ) 

(x-- * + ) 


= 12C . 212 


= 12C , 212 - rx24-3r 
நமக்குத் தனி உறுப்புத் தேவைப்படுவதால் , இவ்வுறுப்பில் 
x- ன் படி பூஜ்யமாகும் . 

24-3r = 0 என்றிருக்க வேண்டும் . 

i.e. = 8 
எனவே தனி உறுப்பு , 19 19C : 24 = 12C , 16 

2 
என்ற 

கோவையின் விரிவி 


20 


( ii ) ( 


) 


x3 


2 ) 


- லுள்ள பொது உறுப்பு , 

2 
tr + 1 2.Cx) 

°° - ( 

( 
( - 2 ) 2 ° C x 

( 20- ) 
( -2 ) r 20C- x2 ( ° --- 4r ) 

( 20-5 ) 
= (-2) 20C, x2 
தனி உறுப்புத் தேவைப்படுவதால் , ( 20- 5r ) = 0 

2 
- என்றிருக்கவேண்டும் . 

i.e. r = 4 என்ருகும் 
எனவே , தேவையான உறுப்பு 1 = ( - 2 ) 2 ° C , 

= 16 20C . 


1 
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8 


49 


9 . 


50 


-ன் மதிப்பை 5 தசம இடங்களுக்குச் சுத்தமாகக் 


கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 


8 


( 3 ) - ( 188 ) 

= (1-13 ) 


8 


= ( 1- 0.02 ) 8 
= 1- % C1 (0.02) + SC , (0.02 ) - * C : (0.02) * + ..... 


8.7 
1.2 


== 


1- 8 ( 0.02 ) + 


( 0.0004 ) 


8.7.6 
1.2.3 


X ( 0.000008 ) + 


8 


ஃ . 


49 
50 


-ன் தோராய மதிப்பு , 


1-0.16 + 28 ( 0.0004 ) - 56 ( 0.000008 ) 
= 1-0.16 + 0.0112-0.000448 


0.850752 


= 0.85075 ( ஐந்திடங்களுக்குச் சுத்தமாக ) 


+ C = 20 


10 . பின் வருவனவற்றை நிறுவுக : 
( i ) C. + C + C + 

2n - 1 = 
( ii ) C + C , + C4 + 

C + C ++........ 

C. 
C1 
( iii ) 

+ n 

+ 
C. 

CI 
n ( n + 1 ) 

2 


C + 3 


CS 


+ 2 


Ca 


Ca - 1 


C. 


CA 


( iv ) Ci + 2 C , + 3 Cs + 

+ nC . = n2n - 1 
( v ) C. - _ + - ........... + ( -1 ) n 

( n + 1 ) 
1 
n + 1 


- 


= 


- ( +1 ) 





.... + 


| 


( iii) - 
192 
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தீர்வு : 
( i ) ( 1 + x , " = 1 + ° C ] x + ° C , x + 

+ x 
= C . + C1x + C , x + ......... + Coxo 
இதில் x = 1 என்றிட , 

( 1 + 1 ) = C. + C1.1 + C..1 + ......... + C..1 
i.e. 20 = C. + C1 + C , ++ 

+ C 

( 2 ) 
( ii ) முற்றொருமை ( 1 ) -ல் ! = - 1 என் றிட , 

0 Co + C ( - 1 ) + C. ( +1 ) + C ( -1 ) + ............ 
i.e. 0 = c . - ( 1 + C , - Cs + ............ 

( 3 ) 
ஃ ( 2 ) + ( 8 ) = £ " = 2 ( C. + C , + C , + ........... ) 
i.e. 2-1 = C. + C , + C , + 

........ ) 
இதேபோல , 
( 2 ) - ( 3 ) 

( 3 ) = 20 2 ( C ) + Cs + Cs + ......... ... ) 
i.e. 2n - 1 ( C ) + Cs + C + 

.... ) 
C 
+ .. 

+ n 


1 


CS 
C ) 


C. 
Cn- i 


CO 


= 


+ 


+ Ca - 1 


" + 2 "C ; 
- [ + ) + [ 2 


( m ) ( n - 1 ) 

1.2 


] 


+ 


+ n 


( 1 ) 


n 


. 


= n + ( n - 1 ) + ( n - 2 ) + 

+ 1 
முதல் 1 இயற்கை எண்களின் கூட்டுத்தொகை . 
n ( n + 1 ) 


( iv ) S. = CI + 2C + 3Cs + 

+ nC . என்க . 
i.e. S. = " C1 + 2 " C , + 3 ^ c , + ......... + n " C ....... ( 1 ) 
மேலும் S. = n C. + ( n - 1 ) " Ca - 1 + ...... ..... 

+ 2C , + " C ) என்று மாற்றி எழுதலாம் . 
i.e. S. = nPC . + ( n - 1 ) ^ C1 + (n- 2 )" C , + .............. 

+ 2 " Cn- , + Ca - 1 
i.e. = C1 

S. = n + ( n - 1 ) " CI + ( n - 2 ) " C, + . 
+ 2 Ca- + C - 1 

( 2 ) 
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( 1 ) + ( ? ) = 2S . = n + [ 1+ ( n - 1 ) " C1 + [ 2+ ( n - 2 ) ] " C , 

+ ............ + [ ( n - 1 ) +1 ] rC . - 1 + nrc . 
= n + n ° C ) + n ° C , + 

+ n " Co - 1 
+ n " 
n [ 1 + Ci + rc : + 

+ " C - 1 + CA ] 


= n.2n 


ஃ . 


S. 


= n.2n - 1 . 


( v ) C. 


C 


+ 


* 


S. + (-1 ) " . 1 
- 


1 


1 n ( n - 1 ) 
m + 
3 12 

1 
+ ( - 1 ) 

1 . 
n + 1 

( 1 + 1 ) .n . ( n - 1 ) 

+ 
1.2 

1.2.3 


- + ) [ + 


1 
[ n + 1 


( n + 1 ) - ( n + 1 ) 
m 


+ ( -1) 


) 


== 


( n + 1 ) C. + (n + 1 ) CS 


(n+ 1 ) [ n + - ) 


+ 1 ) ( + 2 C, 


..... + ( -1 ) 


In + 1 ) C ( n + 1 ] 


1 


* 


xn + 1 


90 BUT 95l , ( 1 + x , + = 1 + ( +1 )Cx + ( +1 ) C. 

+ .......... 

1 

/ 
இதில் , x = - 1 என்றிட , 
0 = 1 - ( n + LICI + ( +1 ) C 

+ ( - 1 ) +1 


in + 1 ) C ( n + 1 } 


i.e. 


( n + 1 ) C1 - (n + 1 ) C. + 

C ... 


( -1 ) +1 


( n + 1 ) C ( n + 11 


1 


C. 


C 


C. 


ஃ . 


C. 


+ - 


+ ( - 1 ) 


n + 1 


+1 ) 


1 . 


1 
( n + 1 ) 

1 

( n + 1 ) 
பயிற்சி 
பின் வரும் ஈருறுப்புக் கோவைகளை விரித்தெழுதுக : 

( i ) ( 3 + 4x ) , ( ii ) ( 3x - y " ) " . ( iii ) ( 3a - 2 ) 
க.ஓ. அ . - 18 


1 . 


104 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


2 
. 


( » + * ) " - ன் விரீவிலுள்ள பதினாருவது உறுப் 


பைக் கண்டுபிடி . 


3. கீழ்க்காணும் கோவைகளின் விரிவிலுள்ள நடு உறுப்பு 

களைக் காண்க . 


( i ) (x 
( ** - * )" ; 

( i ) ( " , 

( - ) " 
( iii ) ( 

( 2x " - * ) " ; (iv ) ( 4x • + + ) ; 
( 23- " ) " 

( vi ) ( 
( * + 2 

2 ) " 


20 


( v ) 


4. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோவைகளின் விரிவுகளி 
லுள்ள , குறிப்பிடப்பட்டுள்ள குணகங்களைப் பெறவும் . 

2 
( i ) 

( (x 
x + 

-ன் விரிவிலுள்ள 11 - ன் குணகம் . 
x 


+ 


2 


15 


-ன் விரிவிலுள்ள x82- ன் குணகம் . 


7 


1 


-ன் விரிவிலுள்ள 


-ன் குணகம் . 


) " 
( i ) ( 
( - + ) 
(i) ( 

( : - * ) 
( iv ) ( x - 1 ) 
) 

( ** + + ) 
( x- - ) " 


15 


-ன் விரிவிலுள்ள x - 3- ன் குணகம் . 


20 


( V ) 


-ன் விரிவிலுள்ள 11 - ன் குணகம் . 


20 


( vi ) 


-ன் விரிவிலுள்ள x3 , X8 ஆகிய 


வற்றின் குணகங்கள் . 


( vii ) ( 1 + x + x ) ( 1 - x ) 16- ன் விரிவிலுள்ள 110 - ன் 

குணகம் 


( viii ) ( 1 - x + x ) ( 1 + x ) 18- ன் விரிவிலுள்ள 


x16- ன் 


குணகம் . 


( ix ) ( 1 - x + x ) ( 1 + x ) 15- ன் விரிவிலுள்ள 314 - ன் 


குணகம் . 
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5 . 


பின் வரும் கோவைகள் ஒவ்வொன்றின் விரிவிலுள்ள 
தனி உறுப்பைக் காண்க . 


( ii ) 


( ) ( 2x + * ) : (i ( ** - + ) " 
(i) ( 2x - 2:-) " : ( iv ) ( * -- ) " 
( 4 * - 2 ) : ( Vi ) ( 2 

(27- * )" 
(* - 2 ) 
1 )" 


( 


( v ) 


; ( vi ) 


( vii ) ( 2x + 1 ) 


x 


-ன் விரிவில் தனி உறுப்பு இருக்குமானால் , 


n- ன் மதிப்பு மூன்றின் மடங்காக இருக்கும் என்று காட்டு . 
மேலும் , அத்தனி உறுப்பின் மதிப்பு " என்றும் 
நிறுவுக . 


7 


( 1 + x )44- ன் விரிவிலுள்ள 

21 - ஆவது 

உறுப்பும் , 
22 - ஆவது உறுப்பும் சமமாக இருக்குமானால் , X- ன் 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 


8. ( 1 + x ) an + - ன் விரிவிலுள்ள -ன் குணகமும் . + -ன் 

குணகமும் சமமாக இருப்பின் , ன் மதிப்பு என்ன ? 


9 


( 2 + 3x ) 4- ஐ X- ன் படி ஏறு வரிசையில் இருக்குமாறு 
விரித்தெழுதும் போதுக் கிடைக்கப்பெறும் r- ஆவது 
உறுப்பு , ( r + 1 ) - ஆவது உறுப்பு ஆகியவற்றின் 
குணகங்கள் சமமானால் , r- ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 


10. x- ன் படி ஏறு வரிசையில் இருக்குமாறு ( 1 + x ) * 8 - ன் 
விரிவு 

அமைந்துள்ளது . அவ் விரிவிலுள்ள 
( 2r + 1 ) -ஆவது , ( r + 2 ) -ஆவது உறுப்புகளின் குண 
கங்கள் சமமாக இருக்குமானால் , -ன் மதிப்பைக் காண்க. 


11. ( 1 + x ) 98- ன் விரிவிலுள்ள r- ஆவது , ( r + 1 ) -ஆவது 

உறுப்புகளின் குணகங்கள் 1 : 5 என்ற விகிதத்தில் 
அமைந்திருக்குமானால் , r- ன் மதிப்பு என்ன ? 
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d , 


11 


12. " 

( 1 + ax ) -ஐ x- ன் படி ஏறு வரிசையில் அமையுமாறு 
விரித்தெழுதும் போது கிடைக்கப்பெறும் முதல் மூன்று 
உறுப்புகள் 1 + 12x + 6 * x " என்றுள்ளன . 

ஆகியவற்றின் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி 
13. ( x + a ) " - ன் விரிவிலுள்ள , மூன்றாவது , நான்காவது . 

ஐந்தாவது உறுப்புகள் முறையே 64 , 280 , 560 என்று 
கொடுக்கப்பட்டால் , x , a , n ஆகியவற்றின் மதிப்புகளைக் 
காண்க . 


14. 1 

( 1 + x ) -ன் விரிவிலுள்ள இரண்டாவது , மூன்றாவது , 
நான்காவது உறுப்பு ளின் குணகங்கள் கூட்டுத் 
தொடரில் அமைந்திருக்குமானால் , n- ன் மதிப்பைக் 

கண்டுபிடி . 
15. ( 1 + x ) 14- ன் விரிவிலுள்ள r- ஆவது , ( r + 1 ) -ஆவது 

( r + 2 ) -ஆவது உறுப்புகளின் குணங்கள் கூட்டுத் 

தொடரில் இருக்குமானால் , -ன் மதிப்பு என்ன ? 
18. ( 1 + x ) - ன் விரிவில் உள்ள அடுத் தடுத்துவரும் மூன்று 

உறுப்புகளின் குணகங்கள் 1 : 2 : 3 என்ற விகிதத்தில் 

இருக்குமானால் , n- ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 
17. ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப்பயன்படுத்தி கீழே கொடுக் 

கப்பட்டுள்ளவற்றின் மதிப்புகளைக் கணக்கிடு . 
( i ) 9 , ( ii ) 

( ii ) 118 , ( iii ) ( 1.01 ) 10 ( 5 இடங்கள் 
சுத்தமாக ) , ( iv ) ( 0.99 ) 10 ( 5 இடங்கள் சுத்தமாக . ) 
18. ஈருறுப்புக் குணகங்களுக்கிடையே கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

கீழ்க்காணும் தொடர்புகள் உண்மை என நிரூபிக்கவும் . 
( i ) C + 2C1 + 3C , + ...... + ( n + 1 ) C. 

= ( n + 2 ) 2n - 1 
( ii ) C. + 3C1 + 5C . + 

+ ( 2n +1) C. 
= ( n + 1 ) 20 
( iii ) 3C1 + 7C , + 11cs + ......... n உறுப்புகள் வரை 

( 2n - 1 ) 2 + 1 
( iv ) a c + ( a + d ) C1 + ( a + 2d ) C , + 

+ ( a + nd ) Cn = ( 2a + nd ) 20-1 
C 

C. 
+ 

+ 
3 

+ 

( n + 1 ) 
1 
( 28 + 1 

- 1 ) 
n + 1 


C , 


+ 


= ( +1 ) 
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( vi ) C 2C , + 8 Cg 

+ ( - 1 ) -In Ca = 0 

| 2n 
( vii ) Col + C + ......... + Cp = 

( ln ) ? 
( Co + C1 ) ( C1 + C ) .... ( Cn - 1 + C . ) ( n + 1 ) 
) 
CC , 

Cn 


in 


1 . 


விடைகள் 
( i ) 81 + 482x + 864x * + 768x + 256x8 . 
( ii ) 248x6–405x * y * + 270x® je – 90x® y® +15 xy 

-310 
( iii ) 81a " - 2162 + 216aº19 - 96ab8 + 1654 


8 


7 


8. ( i ) – 14C7 


x² 
27 


( ii ) . 24C19 


2. " C. ( * ) 

) , 
( ) ii) -2 ° C , ( **** ), 

( 1916-) (iv) 1960 ( 4 * 2® ) ; 
(w ) " C. ( *-);; --C8 ( 10) 


10 C10 


( iv ) 1100 ( 4®® ) ; 1100 ( 457 ) 


1.3.5 . 


.... ( 2n - 1 ) 


( vi ) 


4. ( i ) 4.1 ° C ,, ( ii ) 19C4 , ( iii ) Cs 


aco ( 


( 6 ), 


( iv ) -18C . ( v ) 400g ( vi ) € 4.2 ° C ; 214 2 ° CE , 
( vii ) 16Cg . ( viii ) 10C ( ix ) ( 1 + 1408 ) 


5. ( i ) Cg 


26 
98 

( ii ) 10 C4 , ( iii) 10C4 ( 4a ) , 
( iv ) 18 C , ( v ) 27. Cg , ( vi ) 1 ° C4 ( 28 84 ) , 
( vii ) ° C 20 – ° C , 2 ) . 7. § 8. n . 

9. 9 . 


7 


10. 1 , 14. 11. 4. 12 . 

8. 13. 1 , 2 , 7 . 

2 
14. 7. 15. E , 9. 16 . 14. 17 ( i) 4,782 969 , 
( ii ) 1,771,561 ( iii ) 1.10462 ( iv ) 0.90438 


. 


அத் 


முடி வுடைத் தொடரின் பொது உறுப்பு , கூடுதல் ஆகிய 

என்பது ஒரு 
10. முடிவிலாத் தொடர்கள் 

( Infinite series ) 
முன்னுரை 
வற்றைக் காணும் முறைகளைப் பற்றி முன்பு பார்த்துள்ளோம் . 
இனி , சில முடிவிலாத் தொடர்களைப் பற்றி அறியுமுன்னர் . 
தொடர்சளின் பண்புகளைத் 

தெரிந்து கொள்ளப் பயன்படும் 
‘ பகுதிப் பின்னமாக்குதல் ( splitting into partial fractions ) எனும் 
செயலைப் பற்றி முதலில் விளக்குவோம் . இச்செயலின் அடிப் 
படையில் தான் , கொடுக்கப்பட்டக் கோவைகளின் விரிவுகளை 
x- ன் படியில் எழுதமுடியும் என்பதை அடுத்துவரும் பகுதிகளி 
லிருந்துத் தெளிவாக உணரலாம் . 
10.1 . பகுதிப் பின்னங்கள் 

பல்லுறுப்புக் கோவைகளைப் பற்றி விளக்கும் போது , விகித 
முறுச் சார்புகள் என்பதையும் வரையறுத்துள்ளோம் . அதாவது , 
P , Q என்பன x- ல் அமைந்துள்ள ஏதேனும் இரண்டு பல்லுறுப்புக் 

P 
கோவைகளைக் குறிக்குமாயின் , எனும் விகிதம் ஒரு விகித 
முறுச் சார்பைக் குறிப்பதாகும் . அதாவது . இரண்டு பல்லுறுப்புக் 
கோவைகளின் விகிதமாக அமைந்துள்ள ஒவ்வொரு சார்பும் , ஒரு 
விகிதமுறுச் சார்பு என்றழைக்கப்படும் . இங்கு P , Q என்ற சார்பு 
களின் படிகள் வெவ்வேறானதாக இருக்கக்கூடும் . . - ன் படி 

P 

. 
தகு பின்னம் எனப்படும் . இத்தகையத் தது பின்னங்களை . 
றுக்கு மேற்பட்ட சிறிய பின்னங்களின் கூட்டுத்தொகையாக 
அமைக்கும் முறைக்குத்தான் பகுதிப் பின்னமாக்குதல் என்று 
பெயராகும் . ( PIQ என்பது தகா 

பின்னமாக 

இருப்பினும் , 
அதாவது , . - ன் படி P- ஐ விட சிறியதாக இருந்தாலும் , P- ஐ 
Q- ஆல் வதத்த பின்னர் கிடைக்கப்பெறும் மீதியைப் பகுதிப் 
பின்னமாக்கக் கூடும் ) . 


Q 


ஒன் 
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எடுத்துக்காட்டாக , பின் வரும் சார்பைக் கவனிக்கவும் . 
6 

5 

6 ( 2 - x ) + 5 ( 9x 5 ) 
( 3x - 5 ) + ( 2 - 3 ) ( 3x- 5 ) ( 2 - x ) 

( 9x - 13 ) 
( 3x 5 ) ( 2 - x ) 


பதிப் 


இங்கு , இரண்டு சிறிய பின்னங்களின் கூட்டுத்தொகையை 
ஒரு விகிதமுறுச் சார்பாகப் பெற்றுள்ளோம் . இச்செயலுக்கு நேர் 
மாறாக , ஏதேனும் ஒரு விகிதமுறுச் சார்பை , சிறிய பின்னங்களின் 
கூட்டுத் தொகையாகப் 

பிரித்து 

எழுதுவதைத்தான் 
பின்னமாக்குதல் என்கிறோம் . இங்கு , இடதுபுறக் கோவைகள் 
இரண்டும் வலதுபுறக் கோவையின் பகுதிப் பின்னங்களாகும் .. 
இவ்வாறு பகுதிப் பின்னமாக்குதலைப் பகுதிச் சார்பு -ன் 
அலமப்பைப் பொருத்து , வகைப்படுத்தியுள்ளனர் . இந்த வகை 
ஒவ்வொன்றையும் எடுத்துக்காட்டுகள் 

இனி 
விளக்குவோம் . 

P 
10.1.1 . வகை 1 . எனும் சார்பில் , Q என்ற சார்பு ஒருபடிச் 

e 
கார்புகளின் பெருக்குத் தொகையாக அமைந்திருந்தல் . 
1 . பின் வருவனவற்றைப் பகுதிப் பின்னமாக்குக . 

( 2x - 3 ) 
( i ) 

( 7x - 1 ) 
( x - 1 ) ( x + 2 ) ( 3 - x ) 

( ii ) 

( 1 - 5x + 6 ) 


கள் 


மூலம் 


தீர்வு : 


( i ) 


== 


( 2r - 3 ) 
( -1) ( x + ) ( 3 - x ) 

C 
+ 

என்க . 
( 8 

- x ) 


A 

B 

+ 
( x - 1 ) ( x + 2 ) 


இங்கு A. B. C என்பன மாறிலிகளாகும் ; இவற்றின் மதிப்பு 
சளைப் பெற வெவ்வேறு முறைகள் உண்டு . அவற்றுள் பொது 
வான முறை ஒன்றை நாம் இங்கு எடுத்துக்கொள்வோம் . 


மேலேயுள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து பின் வரும் முற்றொருமை 
மாற்றி கிடைக்கும் . 
( 2x- 3 ) = A ( x + 2 ) ( 3 - x ) + B ( x - 1 ) ( 3 - x ) 

+ C ( x - 1 ) ( x + 2 ) 
= A ( 6 + x - x ) + B ( -3 + 4x - 

+ C ( - 2 + + x ) 


- x " ) 
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இம்முற்றொருமையிலுள்ள , ஒத்த உறுப்புகளின் குணங்களை 
ஒப்பிடும் வாமானால் , பின் வரும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கப்பெறும் . 
-A - B - C = 0 

( x- ன் குணகங்கள் ) 
A + 4B + C = 2 ( 2 ) ( 1 - ன் குணகங்கள் ) 
SA - 3B - 2C - 3 .... ( 3 ) 

( தனி உறுப்புக்கள் ) 
( 1 ) + ( 2 ) = 3B + 2C = 2 

( 4 ) 
மேலும் , ( 1 ) x ( 8 ) = - 6A - 6B + 6C = 0 

6A 3B - 20 
-9B + 4C = -8 

( 5 ) 
இவற்றைக்கூட்ட , ( 4 ) x 3 + ( 5 ) = 10C = 3 ; 


( 3 ) 


... 


i.e. 


C = 


* 


3 
10 


3 


ஃ . 


3B = 2 - 2C = 2 - 


7 
5 


5 


i.e. 


B == 


7 
15 


இப்பொழுது , 

A = - B + C = 


- 


7 

+ 
15 

10 


1 


i.e. 


A = 


| 


6 


எனவே , 


( 2x - 3 ) 
( x - 1 ) ( x + 2 ) ( 3 - X ) 


) 


= 


( - ) 
3 ) ( 7 (18 ) 

+ ( x + 2 ) +13 
7s ( x + 2 ) + 3 ( 4 ) - + ( 4 ) 


( x - -1 ) 


x ) 


குறிப்பு : மேலேயுள்ள முற்றொருமையில் ( x 

1 ) = 0 , 
( x + 2 = 0 , ( 3 - x ) = 0 என் றிட் முறையே A , B , C ஆகிய 
மாறிகளின் மதிப்புளை உடன் பெறமுடியும் . பகுதியிலுள்ளச் 
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சார்பை ஒரு படிக் காரணிகளாக எழுத முடியுமானால் , மாறிலி 
களின் மதிப்புகளைப் பெற இம் முலை மிகவும் எளிதானதா 5 
அமையும் . இதைப் பின் வரும் எடுத் துக் காட்டிலி நந்து அறி 
யலாம் . 
( 7x - 1 ) 

( 7r - 1 ) 
6x ( 1 - 3x ) ( 1 - 2x 
A 

B 
+ 

எனக் கொள்வோம் . 
1 - 3x 1 - 2x 


( ii ) (1-5x + 63 ) 


i.e. ( 7x - 1 ) = A ( 1 - 23 ) + B ( 1 - 37 ) 

1 
இம்முற்றொருமையில் , 1-3x = 0 என்றிட ( அதாவது , x = 
என்றிட ) 

1 
7 . 1 1 - 2 . 

என்றாகும் . 
31 


-- 


i.e. 


A = 4 . 


இதே போன்று முற்றொருமையில் 1 - 2x = 0 என்றிட , 


(1.6 x = 3 என் நீட ) 
( 7.1 - 1 ) - 6 ( 1-3 . 3 ) 


i.e. 


B = - 5 . 


( 7r - 1 ) 
(1-5x + 6x ) 


4 
( 1-3x ) 


- 


5 
( 1 - 2x ) 


10.1.2 


வகை 2 . 


Q- ன் காரணிகள் ஒரு படிச் சார்புகளாக இருந்து , அவற்றுள் 
சில மீண்டும் மீண்டும் வருதல் 
2. கீழ்க்காணும் சார்புகளைப் பகுதிப் பின் மாக்கவும் . 

(.x + 1 ) 
( i ) 
( x - 1 ) - ( 2x + 3 ) 

( ii ) 

x ( x + 2 ) 


| 
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தீர்வு : 


+ 


3 


( x + 1 ) 

B 
( i ) இங்கு 

( x - 1 ) ( 2x + 3 ) ( x - 1 ) ( x - 1 ) 

C 
( 2x + 3. என் 

என்று எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும் 


+ 


3 


... ( x + 1 ) = A ( x - 1 ) ( 2x + 3 ) + B ( 2x + 3 ) + C ( x- 1 ) 

= A ( 2x + x - 3 ) + B ( 2x + 3 ) + C ( x - 2x + 1 ) 


இனி , இரண்டு பக்கங்களிலும் காணப்படும் ஒத்த உறுப்புக் 
களின் குணங்களைச் சமப்படுத்த பின்வருவனக் கிடைக்கும் . 


2A + C = 0 
A + 2B - 2C = 1 

-3A + 8B + C = 1 
( 1 )-லிருந்து C = 2A என்று பெறலாம் . 


: 
: 
: 


( 1 ) 
( 2 ) 
( 3 ) 


எனவே , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , 
மடையும் . 


( 3 ) பின் வருமாறு மாற்ற 


2B + 5A = 1 

3B - 5A = 1 
இவற்றைக் கூட்ட , 5B = 2 ; 


i.e. 


B = 

5 


ஃ . 5 A = 1 - 2B = 1 


4 
5 


= 


1 
5 


i.e. 


A = 


1 
25 


தேபோன்று C = - 2.A 


- 2. ( 2 ) 


i.e. 


2 
251 


| 
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எனவே , 


( -2 ) 


+ 


= 


112 


- ) 


( r + 1 ) 

25 ) 5 

25 

+ 
( x - 1 ) ( 2 x + 3 ) ( x - 1 ( x - 1 ) ( 2x +3) 

1 

10 
25 

+ 
( x - 1 ) ( x - 

2 

( 2x + 3 ) 
( ii ) இங்கு ,, 
1 

A B C 

D 
+ 
x ( x + 2 ) 

( x + 2 ) 
என்க . 

1 = Ax ( x + 2 ) + Bx ( x + 2 ) + C ( x + 2 ) + Dx 
இம்முற்றொருமையிலிருந்து பின் வரும் தொடர்புகளைப் பெறலாம் . 
A + D = 0 , i.e. D = - A 

B 
2A + B = 0 
= 0 ; i.e. A = 

2 


+ 


C 


2B + C = 0 ; 


i.e. B = 


2 


- 


1 


2C = 


C = 


1 


i.e. 


2 


1 


B = 


-- 


A = + 


- 


1 
8 


D = 


- 


என்று அறிகிறோம் . 


இவ்வாறு , 


* -14 ), ( - ) ( 4), (- ) 


+ 


( x + 2 ) 


== 


1 
8 


( 1 - * ++ - + ) 


+ 


10.1.3 வகை - 3 

Q- ன் காரணிகள் இருபடிச் சார்புகளாக இருத்தல் 

3. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளச் சார்புகளைப் பகுதி பின்ன 
மாக்கி எழுதவும் . 

( x + x + 1 ) 
( i ) 

( ii ) 
( a + 2 ) ( 1 * + 3 ) 

( +8 ) 


28 
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. 


தீர்வு : 
( i ) இங்கு , 
( x + x + 1 ) 

( Ax + B ) ( Cx + D ) 

+ 
( x + 2 ) 

( x + 3 ) ( x + 2 ) ( x * + 3 ) 
என்ற அமைப்பில் எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் . A. B , C , D 
என்பன மாறிலிகளாகும் . 

( x + 2 + 1 ) 
i.e. 

( Ax + B ) ( x : +3 ) + ( Cx + D ) ( x + 2 ) 
( +2 ) ( x + 3 ) 

( x + 2 ) ( x2 +3 ) 
x + x + 1 = ( AS + Bx + 3 Ax + 3 B ) 

+ - ( Cx : + 9x + 2Cx + 2D ) 
முன்போல் ஒத்த உறுப்புகளின் குணகங்களைச் சமப்படுத்த , கீழ்க் 
காணும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும் . 
A + C = 1 

( 1 ) 
B + D = 1 

( 2 ) 
3A + 2C = 0 

( 3 ) 
3B + 2D = 1 

( 4 ) 


: 
: 
: 
: 


இந்நான்கு சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண , 

A = , , 

- 2 , B = -1 , C = 3 , D = 2 
என்று பெறக்கூடும் . 


ஆகையால் , 

( x : + x + 1 ) 
( x + 2 ) ( x +3 ) 


( -2x - 1 ) 
( x + 2 ) 
3r + 2 
x2 

+ 3 


( 3x + 2 ) 
( x2 + 3 ) 
2x + 2 
x + 2 


8 


( ii ) இப்பொழுது . ( x +8 ) ( x + 2 ) ( x " -2x + 4 ) 
என்பது உண்மையாகும் . 
x 

8 
மேலும் , 

= 1 
x + 8 

x * + 8 

8 
1 

( x + 2 ) (x- 2x + 4 ) 
1 

A 

( Bx + C ) 
இங்கு , 

( x + 2 ) ( x - 2r + 4 ) ( x + 2 ) ( x2 - 2x + 4 ) 
என்க . 


+ 
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1 = A ( x - 2x + 4 ) + ( Bx + C ) ( x + 2 ) 

= A ( x - 2x + 4 ) + [ Bx + ( 2B + C ) ( + 2C ) 


--- 


எனவே , பினவரும் தொடர்புகளை இம்முற்றொருமையிலிருந்து 
பெறலாம் . 
A + B = 0 

( 1 ) . 
--2A + 2B + C = 0 

( 2 ) 
4A + 2C = 1 

( 3 
இந்தச் சமன்பாடுகளிலிருந்து A. B , C ஆகியவற்றின் தீர்வு 
கள் காண , 
1 

1 
A B = 

1 
12 

C = 
12 

3 
என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


( நீ ) ( - ) 

) + 
[ +2) 
(x + 2 ) + ( 

x2x + 4) 1 


( 4 - x ) 


= 1 - 


2 
3 


10.1.4 . வகை 4 . இன்னபிற அமைப்புகளிலுள்ள விகிதமுறுக் 

சார்புகள் 
4. பகுதிப் பின்னமாக்குக : 

x8 + x + 1 
( i ) 

38 - 4x + 2 

( ii ) 
( x + 1 ) ( x +2 ) 

( x - 2 ) 
தீர்வு : 
( i ) இங்கு , 

( x + x + 1 ) ( Bx + C ) 
( x + ) ( + 1 ) ( x + 2 ) 

( Cx + D ) ( Ex + F ) 
+ 

+ 
( x + 1 ) 

( x + 1 ) 


* + 2) 


என்று கொள்ளவேண்டும் . A , B , C , D , E , F என்பன மாறிலி 
களாகும் . 
ஃ x + x + 1 = ( Ax - B ) ( x + 1 ) + ( Cx + D ) ( x + 1 ) 

( x + 2 ) + ( Ex + F ) ( x + 2 ) 
= ( A + C ) + ( B + D ) + ( 2A + 3C + E ] x & 

+ ( 2B + 3D + F ) + ( A + 2C + 2Ex 
+ ( B + 2D + 2F ). 


8 , 
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ஒத்த உறுப்புக்களின் குணகங்களைச் சமப்படுத்திப் பின் வரும் 
தொடர்கள் கிடைக்கப்பெறும் . 
A + C = 0 

( 1 ) 
B + D = 0 

( 2 ) 
2A + 3C + E = 1 

( 8 ) 
2B + 3D + F = 0 

( 4 ) 
A + 2C + 2E = 1 

( 5 ) 
B + 2D + 2F = 1 

( 6 ) 


... 


... 


( 3 ) x 2 - ( 5 ) = 8A + 4C = 1 


( 1 ) x 4 


= 4A + 4C = 0 


இவற்றைக் கழிக்க , 


- A = 1 என்றாகும் ; 


i.e. A = -1 


( 1 )-லிருந்து , C = - A = 1 ; 


i.e .. 


C = 1 


( 4 ) x 2 - ( 6 ) = 3B + 4D = - 1 
( 2 ) x 4 

= 4B + 4D = 0 


இவற்றைக் கழிக்க , 


- B = - 1 என்றாகும் 


i.e. 


B = 1 


ஃ ( 2 )-லிருந்து , D = - B = - 1 : 


i.e. 


D = - 1 


இதேபோல , ( 3 )-லிருந்து , E = 1 - 2A - 3C 

= 1 + 2 - 3 


= 0 


1.e. 


E = 0 
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மற்றும் , ( 4 )-லிருந்து , F = - 2B - D 

- 2 + 3 


= 1 ; 


i.e. 


F = 1 


( x + x + 1 ) 
+2 ) ( x + 1 ) 


( + ) + ( +1 ) 


2 


( 13 


+ 


8 


( x + 1 } 
1 - x 

1 
+ 
x + x 

( x + 1 ) 
( 3x3 

4r + 2 ) 
( ii ) கொடுக்கப்பட்டக் கோவை = 

( x - 2 ) 


இதில் y = x - 2 என்றிட வேண்டும் . 

2 என்றிட வேண்டும் . அதாவது = y + 2 
என்றாகும் 

3 ( y + 2 ) 4 ( v + 2 ) + 2 
ஃ . 

கோவை = 


4 


( 3y : + 8y + 6 ) 


3 


6 


8 

+ 


== 


+ 


y8 


3 


8 


8 


i.e. 


Sx 4x + 2 

( x - 2 ) 


+ 


|| 


( x- 22 


(x - 2 ) + ( x 

( x - 2 ) 


குறிப்பு : 

இதுகாறும் பார்த்த பல்வேறு வகைப் பகுதிப் பின்ன அமைப் 
புகளிலிருந்து பின் வருவனவற்றை அறிகின்றோம் . 

P 
( i ) எனும் விகிதமுறுச் சார்பை முதலில் தகுபின்ன 

Q 
மாக்கிக் கொள்ள வேண்டும் . 


( ii ) Q- வை ஒரு படிக்காரணிகளாகப் பிரிக்க முடியுமானால் , 
தொகுதியில் மாறிலி மட்டுமுள்ளப் பின்னங்களின் கூடுதலாக 
P 

-வை எழுதவேண்டும் . 
e 
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( iii ) Q- வை இருபடிக்காரணிகளாகப் பிரித்தெழுத முடியு 
மானால் , தொகுதியில் ஒரு படிக்கேவைகளையுடையப் பின்னங் 
களாகப் பிரித்து எழுதவேண்டும் . 

( iv ) பொதுவாகப் பகுதியில் n படிக்கேவை இருக்குமானால் , 
தொகுதியில் உள்ள கோவை ( n - 1 ) படியில் இருக்குமாறுப் 
பின்னங்களை அமைக்கவேண்டும் . 


பயிற்சி 
பின்வரும் கோவைகளைப் பகுதிப் பின்னமாக்கி எழுதவும் . 
( 7-19x ) 

( 5x - 3 ) 
1 . ( x - 1 , ( x + 2 ) ( x - 3 ) 

( 2x - 1 ) ( 3x - 2 ) 
1 

( x + 2 ) 
8 . 

4 . 
( 1 - x - 6x2 ) 

1 ) 


2 
. 


x ( x2 


x4 


5 
. 


2x 
( x - 1 ) ( - 4 ) 


6 . 


7 . 


( x + 2 ) 
( x + 1 ) ( x - 1 ) 


8 . 


( x - 1 ) ( x " - 4 ) 

x - 7x + 2 
( 3 - 2x ) ( 1 + x ) 

2.x2 + 3x + 4 
( x - 1 ) ( x2 + 2 ) 


9 . 


10 . 


2 


11 . 


12 . 


2x3 - 1 
( x : - 1 ) 


( 


( x - 2 ) 
( x + 2 ) ( x - 1 ) 

) 

( x + 1 ) 
( 1 - x ) " ( 1 + 3 ) 

3x8 - 2x -1 
( x + x + 1 ) ( x - x + 7 ) 

) 
x4-3x8-5x + 4x + 3 

( x - 2,1 


1 


18 , 


14. (x -1) (x 


( x - 1 ) ( x - 1 ) ( x8 -1 ) 
2x8 - 7x2 + 9 

( x - 1 ) 


15 . 


16 . 


விடைகள் 


+ 


2 3 

5 
1 . 
( x - 1 ) ( x + 2 ) - ( x - 3 ) 
1 

1 
2 . ( 2x - 1) + (3x - 2 ) 
3 

2 
8 . 
5 ( 1 - 3x ) 
) 

+ 5 (1 + 23) 
2 8 

1 
4. 1 + 

+ 

2 ( x + 1 ) 
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16 


3 ( x + 1 ) + 


+ 


7 . 


இ 


1 1 

16 
5. 2x - 
3 ( x - 1 ) 

3 ( x - 2 ) + 3 + 2 ) 
1 4 

4 
8 . ( x + 1 ) - ( x - 1 ) 

+ 

( x - 2 ) 3 ( x + 2 ) 
3 

1 
41) 
4 ( x - 1 ) 4 ( x + 1 ) 

2 ( x + 1 ) 
2 1 

1 
8 . ( x + 1 ) 

( x + 1 ) ( 3-2x ) 
1 

4 
9 . 

x - 1 3 ( x - 1 ) 9 ( x + 2 ) 
3 

( x - 2 ) 
10 . 

( x - 1 ) ( x + 2 ) 
1 

1 

( x - 1 ) 
11 . 

+ 
2 ( 1 - 3 ) ( 1 - x ) " 2 ( 1 + x " ) 


+ 


12 . 


13 . 


+ 


17 


1 


8 


( 1 ) + (E ++ ) 

( ** + ) + ( +1 ) 
14. 3( + ) 
8 ( x + 1 ) + 72 ( x - 1 ) - 4 ( x - 1 ) 

6 ( x - 1 ) 
( 
(x - 1 ) 

( 4y 


1 


+ 


( x + 2 ) 
9 ( x + x + 1 ) 


8 


5 


17 


15. 1 + 


( x - 2 ) + 


1 
( x - 


20 
( x - 2 ) 


2 ) 


( x - 2 ) 


2 


1 


16 . 


( x - 1 ) 


8 
( x - 1 ) 


+ 


10.2 . குவியுந் தொடர்கள் ( Convergent series ) 
10.2.1 . தொடரின் ஒருங்கல் அல்லது குவியுந்தன்மை 

( Convergent of a series ) 


an = a + a , 

al + a + as + .... 


n = 1 


க . ஓ . அ . - 14 


* -412 ) 
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என்பது கொடுக்கப்பட்ட ஒரு முடிவிலாத் தொடராக இருக் 
கட்டும் . இத்தொடரின் முதல் n உறுப்புக்களின் கூடுதலை S. 
எனக் குறிப்பிடுவோம் . 


அதாவது , S. = a + a , + . 

+ an 
எனவே , S. al , S , = al + a ,, S. = ai + a , + ag , .... 
என்று அறியலாம் . 


வரையறை : S1 , S. , S ,, ............ எனும் உறுப்புக்களால் 
அமைந்துள்ள தொடர்முறை ( sequence ) முடிவுடைய எல்லையை 
நோக்கிக் குவியுமானால் , பின் கொடுக்கப்பட்டத் தொடரும் 
அதே எல்லையை நோக்கிக் குவிவதாக வரையறுக்கிறோம் . 

( Sn ) எனும் தொடர் முறையின் எல்லையை S என்று குறிப் 
பிடுவோமானால் , இதை ( i ) n + ஐ எனும் போது S. - S என்றும் . 
( ii ) Lt S. 

= S என்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கமாகும் . 


n- + 0 


ஆனால் , 


Lt S. = 
n- + 0 


an 


= + 

ai + a , + as + ............... முடி விலி வரை . 


- 


Σ 


an 


m = 1 


எனவே , S = al + as + as + 

...... 


முடிவிலி வரை 


ல 


Σ 


an 


n = 1 


இவ்வாறு , ( S. ) என்ற தொடர்முறை S எனும் எல்லையை 
நோக்கிக் குவியுமானால் , ( a + a , + as + ............. + ல ) என்ற 
தொடரும் S- ஐ நோக்கிக் குவிவதாகக் கூறுகிறோம் . இந்நிலையில் 
S என்பது கொடுக்கப்பட்டத் தொடரின் கூடுதல் ( sum of the 
series ) என்று கூறப்படும் . இங்குக் கூடுதல் எனும் சொல்லை 
வழக்கமானப் பொருளில் பயன்படுத்தாது , குவியுந்தொடரின் 
எல்லையைக் குறிக்கும் ஒரு சொல்லாகப் பயன்படுத்தியுள்ளோம் 
என்பதை அறியவும் . 
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இனி , ஒரு 

தொடர் கொடுக்கப்படின் , அத்தொடர் குவி 
வதற்குத் தேவையான நிபந்தனை ஒன்றைக் கூறுவோம் . 


10.2.2 . வேண்டியதும் போதுமானதுமான நிபந்தனை 
E என்பது , கொடுக்கப்பட்ட 

ஏதேனும் ஒரு 

மிகச் சிறிய 
மிகை எண் எனில் , அதற்கொப்ப N என்ற மிகை முழு எண் , 

m > n > N எனும்போது , | sm - S. | < E 
என்ற சமனின்மையை நிறைவு செய்யுமாறு அமையுமானால் , 
பின் , zar என்ற தொடர் குவிதல் வேண்டும் . 


குறிப்பு : ( j ) மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனை 
யிலிருந்து , aan எனும் தொடர் குவியுமானால் , அதன் 7 - ஆவது 
உறுப்பின் எல்லை மதிப்புப் பூஜ்யமாகும் என்று பெறலாம் . 


ஏனெனில் , m = n + 1 என்றிட , மேலேயுள்ள நிபந்தனை 

| S. + 1 - S.T < E என்று மாறும் . 
i.e. | an + 1 | < E 
மேலும் , இங்கு n > N என்றுமிருத்தல் வேண்டும் . 


எனவே , n - 0 எனும்போது , ar + 1–0 என்று அறிகிறோம் 
அதாவது , 11 முடிவிலியை அணுகும் போது . ஒரு குவியுந் 
தொடரின் ( n + 1 ) -ஆவது , எனவே 

n- ஆவது உறுப்பும் ,, 
பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று தெரிகிறது . 


ஆனால் இது ஒரு தேவையான அல்லது வேண்டிய நிபந் 
தனையேத் தவிர போதுமான நிபந்தனை அல்ல என்பதைப் பின் 
வரும் எடுத்துக்காட்டிலிருந்து அறியலாம் . 


1 


Σ 


எனும் முடிவிலாத தொடரை எடுத்துக்கொள்வோ 


1 


மானால் an = 


என்று தெரிகிறது . 


11 


மேலும் 7 - ன் மதிப்பு அதிகரிக்கும் போது ,, an- ன் மதிப்பு 
குறைந்துகொண்டே செல்லும் என்றும் அறிவோம் . 


அதாவது , n > N எனும்போது , an < E என்றமையும் . 
எனவே , a . பூஜ்யத்தை நோக்கிக் குவியும் . 
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+ 


என்பது ஒரு 


1 

1 
ஆனால் , aan = 1+ 

+ 

2 8 
குவியுந்தொடர் அல்ல என்று நிறுவமுடியும் . 


( ii ) ஒரு முடிவிலாத் தொடர் குவியாவிடில் , அது விரியுந் 
தொடராகவோ அல்லது அலைவுத் தொடராகவோ இருக்கக் 
கூடும் . 


மேலே எடுத்துக்கொண்ட தொடர் - என்பது விரியுந் 


தொடராகும் . 

z ( -1 ) ^ - 1 , z ( -n) r - 1 என்பன அலைவுத்தொடர்களாகும் .. 

( iii ) ஒரு தொடரின் அனைத்து உறுப்புக்களும் மிகை எண் 
களாகவே இருக்குமானால் , அது 

ஒரு குவியுந்தொடராகவோ 
அல்லது 

விரியுந்தொடராகவோ இருக்குமேத் தவிர , அலைவுத் 
தொடராக இருக்கமுடியாது .. 


10.3 பெருக்குத்தொடர் ( Geometric series ) 

நாம் இங்கு காணவிருக்கும் குவியுந்தொடர்களில் , முதலாவ 
தாகப் பெருக்குத் தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம் . 


வரையறை : 


a + ar + are + 

+ arr - 1 + 

என்பது ஒரு 
பெருக்குத் தொடர் என்று கூறப்படும் . 

இங்கு a என்பது தொடரின் முதல் உறுப்பு என்றும் , r என்பது 
பொது விகிதம் என்றும் தெரியும் . மேலும் r- ன் எண்ணளவு 
ஒன்றைவிட சிறியதாக இருக்குமானால் இத்தொடர் குவியும் 
என்றும் கண்டுகொள்ளலாம் . 
ஏனெனில் , இங்கு S. = a + ar + ar " + .. 

..... 

+ arn - 1 
a ( 1 - ( 7 ) 

( முன்பே நிறுவப்பட்டுள்ளது ) 
( 1 r ) 


a 


arn 


i.e. S. = 


( 1 - 1 ) ( 1 - r ) 
மேலும் , | r | < | எனில் , -ன் எல்லை மதிப்புப் பூஜ்ய 
மாகும் . 


! 
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Lt S. 
nO 


Lt 
அய 


[ ( - ) - ( - ) ) 
- L 


u 


1 


Lt ( rn ) 
n + 0 


= ---- ( 0 ) 
( ( 
- ) ( ஒரு முடிவுடைய எண் ) 


கொடுக்கப்பட்டத்தொடர் 


குவியும் 


என்று 


எனவே , 
தெரிகிறது . இவ்வாறு , 


IM8 


arn - 1 


( 4 ) 


n = 1 


குறிப்பாக , a = 1 என்றும் , 1 = x என்றும் கொள்வோ 
மானால் , ( 1 + x + x + x + 

...............) எனும் முடிவிலாத் 

1 
தொடரின் கூடுதல் 

என்றமையும் . 


( - ) 


அதாவது , 


= 1 + x + x2 + ...... முடிவிலி வரை . 


இத்தொடர் பொருளாதாரத்தில் மிகவும் பயன்படக்கூடிய 
தொன்றாகும் . 


குறிப்பு : 

இத்தொடரைப் பயன்படுத்திப் பெறப்படும் பல்வகை முடிவு 
களையும் முன்பே பார்த்துள்ளோம் . அவற்றை இங்கு நினைவில் 
கொள்ள வேண்டும் . 


10.4 . ஈருறுப்புத் தொடர் ( Binomial series ) 
முன்னுரை 
n என்பது ஒரு மிகை முழு எண்ணாக இருக்கும்போது , 

( 1 + x ) n 1 + rc , x + " C ,. x + ............ + rC .. xn 
என்று முன்பு நிறுவியுள்ளோம் . இவ்விரிவு x- ன் அனைத்து மதிப்பு 
களுக் கும் உண்மையாகும் என்றும் அறிவோம் . 
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மிகை முழு 


எண் 


மேலும் , n- ன் 

மதிப்புகளுக்குதான் 
" C ) , " C ,, " C , ....... என்ற குறியீடுகளுக்குப் பொருளுண்டு 
என்றும் தெரியும் . ஆகையால் , n என்பது ஏதேனும் ஒரு விகித 
முறு எண்ணாக இருக்குமானால் , பின்வரும் குறியீடுகள் பயன் 
படுத்தப்படும் என்பதை அறியவும் . 


அதாவது , n = n , n = n ( n - 1 ) , n = n ( n - 1 ) ( 1 - 2 ) 
பொதுவாக , n = n ( n - 1 ) ( n - 2 ) ............ ( n - r + 1 ) 


இக்குறியீடுகளைப் பயன்படுத்தி , n- ன் எல்லா விகிதமுறு 
மதிப்புகளுக்கும் ஈருறுப்புக் கோவையின் விரிவை எவ்வாறு 
பெறலாம் என்பதை இனி எடுத்துக் கூறுவோம் . 


10.4.1 . ஈருறுப்புத் தேற்றம் 


x- ன் மதிப்பு எண்ணளவில் ஒன்றைவிடக் குறைவானதாக 
ருக்குமானால் , 7 - ன் எல்லா விகிதமுறு மதிப்புகளுக்கும் , 


112 


ns 


1 + 


ni 
1 


8 


x + 


x2 + 


x 


( 2 


13 


எனும் முடி விலாத் 

தொடர் குவியும் . மேலும் இத்தொடரின் 
கூடுதல் ( 1 + x ) என்றிருக்கும் . 


அதாவது , 


| x | < 1 என்றிருக்குமானால் , 


( 1 + x ) " = 1+ " * 


x + 


n ( n - 1 ) 

x + 
2 


n ( n - 1 ) ( n - 2 ) 

x8 


| 3 


-- 


.... முடிவிலி வரை . 


குறிப்பு : இத்தேற்றத்தின் நிரூபணமும் , அடுத்துவரும் 
தேற்றங்களின் நிரூபணங்களும் இந்நூலிற்கு அப்பாற்பட்டன 
வாகும் . எனினும் , நுண்கணிதத்தைப் பயன்படுத்திச் சார்பு 
களின் விரிவுகளைக் காணும்போது , இவற்றை நிறுவியுள்ளோம் . 
இனி , மேலேயுள்ள முடிவிலிருந்து சில முக்கியமான முடிவுகளை 
எவ்வாறு பெறலாம் என் பதைப் பார்ப்போம் . 
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10.4.2 . துணை முடிவுகள் 
( i ) ஈருறுப்புத் தேற்றத்தில் n = -1 என்றிட , 

( -1 ) - 1 ) ( - 2 ) 
( 1 + x) -1 = 1+ 

x + 

2 
( -1 ) ( -2 ) ( - 3 ) 
+ 

x + 


3 


3 


= 1 = x + x x + 
( ii ) முடிவு ( i ) - ல் X- க்குப் பதிலாக ( - x ) என்றிட , 
( 1 - x ) -1 = 1 - ( - x ) + ( - x ) " - ( - x ) " + ............- ல 

= 1 + x + x + x + 


...- + 0 


O 


i.e. ( 1 - x ) -1 = 


x 


r = 0 


கிடைக்கப்பெற் 


1 
i.e. ( 1 - x ) = 1 + x + x2 + x8 + 

. 
இம்முடிவைப் 

பெருக்குத் தொடரிலும் 
றுள்ளோம் என்பதைக் கவனிக்கவேண்டும் . 
( iii ) இதேபோன்று , 

( -2 ) 
( 1 - x ) -2 = 1 + ( - x ) 


2 


( -2 ) ( -2-1 ) 
+ 

2 

( - x ) : + 
i.e. ( 1 - x ) -2 = 1 + 2x + 3x + 4x + ... 


8 


== 


_ ( r + 1 ) x . 


T50 


( iv ) ( 1 - x ) -3 

( - 3 ) 

- . 


1 + 


( - x ) + 


* 0 


-x) + ( -3 )( - 4 ) 

2 


1 


x + 


== 


3.4 

3.4.5 
1 + 3x + x + 
| 2 

3 
2.3 3.4 

4.5 
x + x2 + 

| 2 


1+ 


x + ........ 


|| 


1 8 


| 2) 


80 


( r + 1 ) ( r + 2 ) 

| 2 


x " 


0 
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( v ) இதேபோன்று , 


( 1 - x ) = > 


( r + 1 ) ( r + 2 ) ( r + 3 ) 

13 


x என்று 

நிறுவலாம் . 


r = 0 


p 
( iv ) இவ்வாறு , n = என்றும் , x- க்குப் பதிலாக ( -x ) 

9 
என்றும் கொள்ளப் பின் வரும் முடிவைப் பெறலாம் . 


2 


p X 

p ( p + q ) 

+ 
| 1 9 

| 2 
p ( p + q ) ( p + 2q ) 
+ 

| 3 


8 


( * ) 


| 


+ 


முடிவிலி வரை . 


இம் முடிவுகளைப் பயன்படுத்துவதன் மூலம் , பல்வகைக் 
கணக்குகளின் தீர்வுகளைக்காணும் முறைகளை எடுத்துக்காட்டுகள் 
மூலம் பின்வருமாறு விளக்குவோம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


வகை 1 தொடர்களின் கூடுதல் காணுதல் 

1. கீழ்க்கானும் முடிவிலாத் தொடர்களின் கூடுதல்களைக் 
கணக்கிடு : 


( i ) 1 + 


3 
4 


+ 


3.5 3.5.7 

+ 
4.8 

+ 
4.8.12 


( ii ) 1 


+ 


1.4 
5.10 


1.4.7 
5.10.15 

+ 


5 


8 


+ 


8 


( i ) ( 2 ) + 1 (3 ) + 13 ( 1 ) 

13 (1 ) 
(iv ) + ( H 


+ 


+ 


-- 


+ 


5.7 
6.9 


+ 


5.7.9 

+ 
6.9.12 


1 


( v ) 


1.8 
24.32 


+ 


1.3.5 
24.32.40 " 


24 
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தீர்வு : 
( i ) தேவையானக் கூடுதலை S என்று குறிப்பிடுவோம் . 

3 3.5 

3.5.7 
- + 

+ 
4.8 4.8.12 


S = 1 + 4 


+ 


உ 


= 


1+ 


+ 


+ 


1 


1 

3.5 
4 12 

3.5.7 
+ | 

T3 


( 4 ) 
( 4 ) 


+ . 


p | 
இம்முடிவிலாத் தொடரை ( 1 - x ) q -ன் விரிவுடன் ஒப்பிட் 

1 
டுப்பார்க்க , p = 3 , q = 2 , 

என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
4 


K 


1 


.. 


பு 
4 


2 
4 


ம -ல 


p 
9 


எனவே S = ( 1 - x , 


- 


. 


= ( 1 - 1 ) 
= ( 3 ) = 23 - 


= 2 2 


( ii ) இங்கு S = 1 


1 1.4 
5 + 

5.10 
+ 


1.4.7 
5.10.15 
என்க 


. 


i.e. 


S = 1 


B 


+ 


- - ( 4 ) + - ( 5 ) 

-14 ( 4 ) 
++ ( -1 ) + 11 (-1 ) 
14:27 ( - 1 ) 


2 


= 1 + 


8 


+ 


+ 


* 


ஆகையால் , p = 1 , g = 3 , 


1 
5 


என்று 


பு 


அறிகிறோம் . 
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இப்பொழுது , x = 


| சம 

|| 


- 


5 ) 


எனவே , 


S = ( 1 - x ) 

- , 
3 

-- 
1 + 

5 


. 


i.e. 


S = 


= ( 8 ) * - (5 ) 


-- 15 


( iii ) கொடுக்கப்பட்டத் தொடரை S என்க . 


ஃ 


+ 


+ 


2 


s- ( 2 ) + 1 ( 2 ) 

+ 1 * (4 ) 
= 3 + - ( 1 ) 

1. * ( 1 ) 
-4+ - ( 4 ) 

" 3 ( 4 ) + 


8 


+ 


+ 


2 


+ 


+ 


X 


ஒவ்வொரு உறுப்பின் தொகுதியிலுள்ள காரணிகளிலிருந்து , 
q = 2 , - என்று தெரிகிறது . மேலும் , ஒவ்வொரு உறுப் 

g 
பிலும் ஒரு காரணிக் குறைவாக உள்ளது . இக்காரணி எல்லா 
உறுப்புகளுக்கும் பொதுவான முதல் காரணியாகும் . ( ஏனெனில் , 
( 1 - x ) 1 - ன் விரிவில் உள்ள ஒரு உறுப்பின் பகுதியில் Ir 
இருந்தால் , தொகுதியில் r காரணிகள் இருக்க வேண்டும் என்பது 
தெளிவு ) எனவே , இக்காரணி p = ( 1 - 2 ) = ( - 1 ) 
என்பதாகும் . 


ஆகையால் இரண்டு பக்கங்களையும் ( -- 1 ) -ஆல் பெருக்கப் 
பின் வருமாறு அமையும் 
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219 ) 


i ... ( - 1 ) S = ( - 1 ) 


+ 


+ 


|| 


[[1 - x) - * - 1 ) 


( - 1 ) S = ( - 1 ) ( 4 )+2 ( 4 ) 

(-11-3 ( 4) : 
= 

- [(1-3 ) - 1 ) 
- s- ( -1 ) 
s - (1-4 ) 
( + 

] 


i.e. 


i.e 


( iv ) S = 


1 
3 


5 
6 


+ 


5.7 

+ 
6.9 


5.7.9 

+ ..... 
6.9.12 


5 5.7 

+ 
3.6 3.6.9 


|| 


+ 


5.7.9 
3.6.9.12 


+ ....... 


5 


1 


5.7 


1 


+ 


5.7.9 
14 


( 3 • ஓ 8 + 


|232 


1 
34 

+ ..... 


முன்போலவே , q = 2 என்று தெரிகிறது . ஒவ்வொரு உறுப் 
பிலிருந்தும் ஒரு காரணி குறைகிறது என்றும் ; அது p = ( 5-2 ) 
= 3 எனும் முதல் காரணி என்றும் அறிகிறோம் . ஆகையால் , 
இரண்டு பக்கங்களையும் 3 - ஆல் பெருக்கு வோம் . 


1 


3.5.7 


3.5 
: 3S = 


1 


1 


+ 


+ 


2 32 


3.5.7.9 
4 




13 


38 


ஓ 4 + ..... 


X 


இங்கு , 


== 


1 

2 
3 என்பதால் , x = 

3 

என்றாகும் . மேலும் , 


9 


4 


இத்தொடரை ( 1 - x ) -ன் விரிவுடன் ஒப்பிடுவோமானால் 
இத்தொடரில் முதல் இரண்டு உறுப்புக்கள் இல்லை என்பதும் 
தெளிவாகும் . 

- * 

P 
இவ்வாறு . 3 S = ( 1 - x ) 

1 

9 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


- ( 1 - - ) ( 1 + ++ ) 
- ( ) 


- ( 2 ) 


i.e. 


3 S = 3 -13 - 2 


i.e. 


( v ) S = 


- 


1.3 

1.3.5 
24.82 

+ 

24.32.40 


8 


S = > ( 813 - 2 ) 
24 
-3 ( 3 ) -1.2 ( 3 ) 

( 9 ) 
( 3 ) ( ! ) 
18- ( 1 ) -14 ( A ) 


8 


1.3.5 
+ 

3.4.5 ( 8 


+ 


S 
1.2 


1 ) 
1.2.3 


1.3 
1.2.3.4 


+ 


2 


+ 


( இங்கு ஒவ்வொரு உறுப்பின் பகுதியிலும் காரணீயத்தை 
உருவாக்க ( 1.2 ) என்ற காரனியால் பகுதியைப் பெருக்க 
வேண்டும் ) 
மீண்டும் , வலதுபுறத் 

தொடரைத் திட்ட அமைப்புக்குக் 
கொண்டுவர , தொகுதியை இரண்டுகாரணிகளினால் பெருக்க 
வேண்டியுள்ளது . அவைகள் ( 1-2g ) , ( 1 - q ) என்பனவாகும் . 
இங்கு g = 2 என்று தெரிகிறது . 

ஃ ( - 3 ) ; ( -1 ) ஆகிய காரணிகளால் பெருக்கவேண்டும் . 


பெருக்கக் கிடைக்கும் 


மேலும் , 

8 
பின்வருமாறு . 


தொடர் 


8 . 


( -34-1}s -(- 3) - ( 4 ) 

--3)(-1) 1.8 ( 4 ) 


+ . 
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3 


3S 
128 


( -3) ( -1) 1 


i.e. 


( 


- 


| 3 


. 


4 


( -3 ) ( - 1 ) 1.3 


+ 


+ 


] 


14 


( 3 ) 
( 1 ) 
( -3 ) + 


[ 


+ 


- ) 


( -3 ) ( -1 ) 1 

1 
13 

8 
( - 3 ) ( - 1 ) 1.3 

1 

+ 

14 
இவ்வாறு , 

1 
p = -3 , q = 2 , 

8 
பி 

என்று கிடைக்கின்றன . 

1 
மேலும் , x = 

என்றாகும் . 


x 


* 


- 


3S 
128 


- x ) 


p 
11 


+ 


|| 


+ 


( -3 ) ( - 1 ) 


{ ( 1 - X [ 

Pr + 2 ( ) ) } 
- { ( 1 + 4 ) - [: +12(- 1 ) 

21 ) ( - + ) ] } 
= - { ( 4 ) - [ + * +133 ) } 

[ 5 - (128 ) ) 
- 129 - 128) 
( 176 ] 


i.e. 


S = 


179 - 80 15 


வகை 2 


தொடரிலுள்ள கான் குணகம் காணுதல் 

2. பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் காணப்படும் 
கோவையின் விரிவில் உள்ள x- ன் குணகம் காண்க . 


222 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


( i ) 


( ii ) 


( 7x - 10 ) 
( 3x - 4 ) ( x - 1 ) 


x 
( x - 1 ) ( 2x - 1 ) 
( 1 + x ) 
( 1 - x ) 


( iii ) 


தீர்வு : 


( i ) இப்பொழுது , ( x - 1 ) ( 2x 


-- 
+1+ - 22 ] 


( 3x - 1 ) 
( x - 1 ) ( 2x - 1 ) 


என்று தெரியும் . 


மேலும் , 


( 3x - 1 ) 
( x - 1 ) 

( 2x - 1 ) 
என்க . 


A 
1 - x 


+ 


B 
1 - 20 


ஃ ( 8x - 1 ) = A ( 1 - 2x ) + B ( 1 - x ) 
இம்முற்றொருமையில் , ( 1 - x ) = 0 என்றிட , 
( 3.1 - 1 ) = A ( 1- 2.1 ) என்றாகும் . 

i.e. A = - 2 


அடுத்து , ( 1 - 2x ) = 
, 

= 0 என்றிட , 
(31 - 1 ) = B ( 1 

B ( 1 - 1 ) என்றாகும் . 
i.e. B = 1 


இவ்வாறு , 


( 3x - 1 ) 
( 1 - x ) . ( 1 - 23 ) 


1 
( 1 - 2x ) 


2 
( 1 - x ) 


என்று கிடைக்கும் . 


( 1 - 2x ) -1-2 ( 1 - x ) -1 


m 


2 ( 2x ) -2 > x ( | 2x | < 1 எனில் ) 


r = 0 


r = 0 


எனவே கொடுக்கப்பட்டக் கோவையில் உள்ள x- ன் 
குணகம் 


== 


( 1 - 2x ) -1 - 2 ( 1 - x ) -1 


-ன் விரிவிலுள்ள 


x- ன் குணகம் . 
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// 


* ( -- 2.1 ] 


= ( 27-1 

( 2n - 1 - 1 ) 


குறிப்பு : 

(1-2x )-1 , ( 1 - x ) -1 ஆகிய கோவைகளை x- ன் படியில் 
விரித்தெழுத வேண்டுமானால் , | 2x | < 1 என்றும் , 

| x1 < 1 
என்றும் இருக்க வேண்டும் . 


அதாவது , 


| x | < 3 , மற்றும் | x | < 1 என்றிருக்க 
வேண்டும் . 
| x | < 3 என்றிருந்தால் போதும் . 


அதாவது , 


B 


( ii ) 


A 
( 3x - 4 ) 


+ 


( x 


1 ) 


( 7x - 10 ) 
( 3x - 4 ) { x - 1 ) * 

C 
+ 
( x - 1 ) 


என்க . 


அதாவது , ( 7x - 0 ) = A ( x - 1 ) + B ( x - 1 ) (3x - 4 ) 

+ C ( 3x - 4 ) 


இம் முற்றொருமையின் இரண்டு பக்கங்களிலும் உள்ள ஒத்த 
உறுப்புக்களின் குணகங்களைச் சமப்படுத்திக் கிடைக்கப் பெறும் 
சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண . மாறிலிகள் A , B , C- ன் மதிப்பு 
களைப் பெற முடியும் . 


C = 3 


என்று கண்டு 


இவ்வாறு , A = 

A = - 6 , B = 2 , 
கொள்ளலாம் . 


- 6 2 

3 
( 7x - 10 ) 

+ 

+ 
( 3x - 4 ) ( x - 1 ) ( 3x - 4 ) ( x - 1 ) ( x - 1 ) 
- 6 

2 

3 
+ 
4 ( 1 - x ) 

- ( 1 - x ) ( 1 - 3 ) 
( 1 - 1x )-1 - 2 ( 1 – x )-1 + 3 ( 1 

2 - - x)-3 


+ 


-- 


2 


லை 


|| 


- 2 - x + 3 ) ( r + 1 ) x 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


( இங்கு | x | < 1 என்றிருக்க வேண்டும் ) 


எனவே "-ன் குணகம் 


-2.1 + 3 ( n + 1 } 


* ( 4 ) 
- (4 )" 


n + 1 

+ ( 3n + 1 ) 


( 1 + x ) 1 + 2x + x 
( iii ) 
( 1 

- x ) ( 1 - x ) 
இதில் , ( 1 - x ) = y , அதாவது x = 1 - y என்றிடுவோம் . 
பின் கொடுக்கப்பட்டக் கோவை 
1 + 2 ( 1 - y ) + ( 1 - y ) 

- ( " 

14 
4 - 4y + y : 

* 


= (4- * + " ) 
+ - ++ , 


== 


= 4 ( 1 - x ) -4 


4. ( 1 - x ; -3 + ( 1 - x ) 


இங்கு , | x | < 1 எனில் , பின் வருவன உண்மையாகும் . 


( r + 1 ) ( r + 2 ) ( r + 3 ) 


( 1 - x ) -1 = 


Σ 


xr 


| 3 


T = 0 


( 1 - x ) -8 = 


( r . + 1 ) ( r + 2 ) 


r = 0 


Σ 
Σ +1) 


o 


( 1 - x ) -2 


* 


= 


r = 0 


* -ன் குணகம் 


4 ( n + 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) 


13 


( n + 1 ) ( n + 2 ) 
4 

+ ( n + 1 ) 
| 2 
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( " * - )) { 2[m + 5n + 6) - (6n + 12)+3 } 
- (" 3 " ) (2#* +-4n + 8) 


வகை 3 . 


கோவைகளின் தோராய மதிப்புக் காணுதல் 


3. , இன்னபிற x- ன் உயர்படி உறுப்புக்களை நீக்கிவிடக் 
கூடிய அளவிற்கு x- ன் மதிப்பு மிகச் சிறியதாக இருக்குமானால் , 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளக் கோவைகளின் தோராய மதிப்பு , 
களைக் கண்டுபிடி . 


(9 + 2x)" ( 8 + 4x ) 


( i ) 


51 


( ii ) 


( 1 - x )- +( 16 + 8x ) 
( 1 + x) + ( 2 + x ) 


X 


தீர்வு : 

( i ) இப்பொழுது , 


( 9 + 2x } } = 9 (1 


1 + 

+ 


2 

X 
9 


- * [ 91 
+1 
( 2-1) 

( $ * ) .....-- ) 
- * [ + - in * ) 


| 2 


தோராயமாக . 


* (e+2x) ( 3 + 4x ) = 3[ 1 + * - 12 * ) 8+ 43) 

( 

] 


== 


8 


13 23 

3 + 3x + 54 
தோராயமாக . 


க.ஓ. அ . - 15 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


1 


இதே போன்று , 


51 - x 


(1-3 )-3 


- 

- 1 ) 
( 4 ) { / ) 


1 + 


( 1 


( - x ) 


+ 


2 


( - x ) 


+ 


- ( 1 + * + 26 * ). 


தோராயமாக . 


எனவே , ( 9 + 


( 9 + 23 ) 


. ( 3 + 4x) 


51 - X 


13 


23 


== 


x + 54 


1 + x + 


3 
25 


( 


13 


23 


54 ) 


( 3 + 34 * ) ( 

( ) 
8+ ( x + y ) + ( + 
25 + 45 + 54x 

] 
( 8 

) தோராயமாக . 
( அ 


+ 


74 


3 


3 + 15x + 


1178 
1350 


* 8 


74 


= 


9 + 5x + 


539 
225 


x 


2 ) 


( ii ) இங்கு , 


ப 


( 1-3 ) 


1 + 


( -- x ) 


( - ) 
( -1 )(- + - ) 


* 


+ 


( -x ) + ....... + 8 
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+ 


+ 


- ( 1 + 2 + ** ) தோராயமாக 
(18 + 8x)+ - 18+ ( 1 + 3 ) 
-- ( 4 ) (+ ) 

] 
- 4. ( 1 + * - * ) 

* ") , தோராயமாக . 
= ( 4 + : - + ) 

(( 1+ = x + x ) 
+ ( 4 + x- * ) - ( 5 + 3 x + 4 * ) 
(143) - 1 + (-- ) , 
( - 1) (-1-1 ) 
= ( 1 - 1 * + ** " ) ; 

) , தோராயமாக. 


.. தொகுதி = 


+ 


அடுத்து , ( 1 + x ) 


( 1 


+ 


x + .... 


( 2 + x ) = ( 4 + 4x + x ) 


3 


+ 


x + 


2 


အထ 


) + ( 4 + 4x + * " ) 


* பகுதி - ( 1 - 1 

+7 


5 + 


x + 


11 
8 


x4 
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கணிதம் 


- 


ஓர் அறிமுகம் 


- 5 (1+ 1 + 4 * ) 


எனவே , கொடுக்கப்பட்டக் கோவையின் தோராய மதிப்பு 


// 


11 
x + 

401 


* 2 


( 6+ 7 x + 17x ) 

5 (1 + 7 
- 4 (5 + 7 + 4 * ) ( 1 + 7 * +4+ ) " 

- + (6 + 2 =+++ ). 
( 1- ( 1 + ! * ) + (f * + +3 = ) - ) 

= + (6 + 2 +1 * )( 1-7 * + 2 * ) 


+ . 


தோராயமாக . 


* 


- ( 1 + 7x + 13 * ) ( 1-7 * + 3 % 
- ( 1 + 20 
- ( 1 + 23 * ) 


+3 


தோராயமாக . 


இருக்குமானால் 


பின் 


4. x- ன் மதிப்பு மிகப் பெரியதாக 
வருவனவற்றை நிறுவுக . 


( i ) x + 16 = x + 9 


7 
2x 


தோராயமாக . 


11 
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. 


x 


( ii ) 


( x + 3 ) 3 

2 


1 + 


= 


2 

x 


+ 


8 

தோராயமாக . 
2x9 


. 


( x - 2 ) 


1 


தீர்வு : 

( i ) x- ன் மதிப்பு மிகச் பெரியதாக இருக்குமாதலால் , 
என்பது மிகப் சிறிய மதிப்பாக இருக்கவேண்டும் . 


.. 


x2 + 16 = x 


16 


1 + 


loo 


* M1 
( 1 


167 
1 + 


x 


4 ( - ) (19 ) 


== 


+ 


| 2 


+ 


8 


1 + 


- 


1 256 
8 x4 | 


+ 


x 


] 
== [ 1 / 
( 4 (1) 

] 
( 

] 
( x + * ) 
. 

(1+ ) 
= ( x + 2 ) , 
x + 2 ) , தோராயமாக , என்று நிறுவலாம் . 

=( x + * ) - (x + 2 ) 


தோராயமாக . 


இதேபோன்று , ( x + 9 = x 


: Vx + 16 - Vx + 9 = 


= 


7 
2x 


( 51) (x+3}+ = = ( 1+ * ) 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


9 


+ ....... 


. 


, தோராயமாக . 


1 


1 


1 


( x - 2 


2 , 


IT ( 


1 


- 


-- ( + A (!) + ( - ) ) 

] 
== [ 1+ + + ) 

2 ) 
= { 1- ) 
- + [ / ( ( - = ) 
-(- i ) (- + - )(- ) .- 

) 
+ [ 1+++ * ) 
* ( 1 + 1 - - ) - 

( 1 +++ * ) - 
- - 
( )( +++ + : 

++ * - 1-1- * ) 
1 ( 1+ = + * ). 

23 ), தோராயமாக . 
- ( 1+ = + ** -) 


- 


தோராயமாக . 


V 


: (x + 3,3 3 

( 


( x- 2 ) 


+ 


+ + 


= 1 
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1 
5 . 7 மிகப் பெரிய மதிப்புகளை ஏற்கும் போது . 

8 
n + 1 + - 1 
என்பது 

எனும் கோவையின் 

2 
தோராய மதிப்பாக இருக்கும் என்று காட்டு . மேலும் இம்முடி 
வைப் பயன்படுத்தி , 


10 


1 
2 


( 101+ ( 99 ) = 0.000125 என்று நிறுவுக . 


தீர்வு : 


13. மிகப்பெரிய மதிப்புகளை ஏற்பதால் , --ன் மதிப்பு மிகச் 


சிறியதாக இருக்கவேண்டும் . 


ஃ Vn + 1 = vn 


1+ 


( 1 + } ); 
( 1 

# [ 1+ 2a - + ), 


+ ... 


தோராயமாக . 


இதேபோல , 


vñ 


1 


= 


V7-1-17 (1-3 - + ) என்று நிறுவலாம் . 

(V +1 + n-i ) 

(1 + 1 - * + 1- 1 
- 22 " ( - + ) 
- (V -5 ) 


2n 


8na 


= 
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1i.e. va 

(< a - ( n + 1 + n - 1 ) ) -- 


இம்முடிவில் , n = 100 என்றிடுவோம் .. 


பின் , 


100 


1 


101 + 499 


( 110 


8 


2 


--- 

+ (15 ) 


8 ( 100 ) 


1 


8 ( 0.001 ) 


= 0.000125 


6. 2 


MA 


7 50 
5 

என்று எழுதி 2 - ன் தேரராய 

49 
மதிப்பை மூன்று தசம இடங்களுக்குச் சுத்தமாகக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 


MAS 


50 
49 


M 


100 
98 


1 


= 


98 


100 


== 


1 
40.98 


= ( 1 - 0.02 ) 


( - 0.02 ) 


+ -(- :) - 

(-3 ) ( - 1) 


+ 


2 


( -0.02 ) 


+ 


- [1+ ) (0.02) + * ( 0.004 ) ) , 


தோராயமாக . 
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= 1.01 + 1 ( 0.0012 ) 


1.01 + 0.00015 


1.01015 


34/ 


50 
49 


7 
5x ( 1.01015 ) 


= 1.41421 


i ... 2 


= 1.414 , தோராயமாக . 


பயிற்சி 


1 . 


பின்வரும் முடிவிலாத் தொடர்கள் ஒவ்வொன்றின் கூடு 
தலையும் காண்க . 


( i ) 1 + + 


+ 


1.4 
6.12 


+ 


1.4.7 
6.12.18 


+ 


ல 


( ii ) 


2 
8 


-- 


2.5 
6.12 


+ 


2.5.8 
6.12.18 

+ . 


( iii ) 


1 
3 


- + 


1.3 
3.6 


+ 


1.3.5 
3.6.9 


+ 


1 


( iv ) 1 


6 + 


1.3 
6.12 


1.3.5 
6.12.18 


+ .. 


1 


1 


( v ) 3 + 


3.5 
1.2 


-- 


3.5.7 
+ 

1.2.3 


+ 


( vi ) 1 + 


4 

+ 


4.5.6 


4.5 
6.9 


8 


+ 


6.9.12+ 


- 


1 


1 
( vii ) 1+ 

2 


1 


1 
24 


1 
2.4 


1.8 
2.4.6 


28 + 
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( viii ) 


3 
2.4 


+ 


3.4 3.4.5 
2.4.6 

+ 

2.4.6.8 


+ 


( ix ) 


5 
6 


5.7 
6.9 


-- 


+ 


5.7.9 
+ 

+ 
6.9.12 
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1 


5 1 5.8 1 

+ 
36 49 

3.6.9 48 


+ 


5.8.11 
3.0.9.12 


4 


+ 


( xi ) 


11.14 

11.14.17 
10.15.20 

+ 

10.15.20.25 


+ ...... 


( xii ) 


8 8.7 
18 + 

18.24 


+ 


8.7.11 
18.24.30 


+ ... 


7 


( xiii ) 


+ 


7.9 
9.12 


+ 


7.9.12 

+ 
9.12.15 


... 


1.4.7 


( 3n - 2 ) 


( xiv ) - 


1 
4n 


| n 


] = 0 


8 


( 2n- ! ) 


1 


( XV ) 


Σ 


(( -1 ) 1.3.5 ..... 

| n 


40 


n = 0 


( 
ii 
) 


* 


2. கீழ்க்காணும் கோவைகள் ஒவ்வொன்றையும் x- ன் 

படியில் விரித்தெழுதும்போது கிடைக்கப்பெறும் x- ன் 
குணகத்தைக் கண்டுபிடி . 
1 

1 
( i ) 
( 1-2x ) ( 1. - 3x ) 

| 1 

Ex2 ) 

1 
( iii ) ( 2x - 3 ) 

( iv ) 
( x- 2 ) ( x - 5 ) ( 1 - x ) ( 1 - 23 ) ( 1 - 3 ) 

( x - 7x + 2 ) 
( 3 - 2x ) ( 1 + x ) 

( vi ) 

( 1 + 2x : 2 (1-3x) 
( vii) ( x + 1 ) 

( x2 - 2 ) 
* 

( x + 1 ) ( x + 2 ) ( x + 3 ) 
( 7 + x ) 
(ix ) 

( 1 + x ) ( 1 + x2 ) 


( v ) 


( x - 1) ( 2x + 3 ) ( viii ) 


n என்பது ஒரு மிகை முழுஎண் எனில் , பின் வருவன 
வற்றை நிறுவுக . 

( 1 + 2x ) 
( i ) 

-ன் விரிவிலுள்ள -ன் குணகம் - Sn 
( 1-3 ) 
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( ii ) 


( 1 + 3x ) n 

-ன் விரிவில் டன் 
( 1 - x ) 


குணகம் = 


4n 


( iii ) 


4 


( 1- 3x ) n 

-ன் விரிவில் xn + r- ன் குணகம் 
( 1-4x ) 
( r- ம் மிகை முழு எண் ) 


( iv ) 


விரிவிலுள்ள 


xn- ன் 


குணகம் 


(1- 2x ) 

-ன் 
(1-3x ) 
= ( 3n + 1 ) 


4. ( 2-3x ) 

( 1 - x ) - ன் 


விரிவிலுள்ள 


x -ன் 


குணகம் : 


( - 1 ) ( 1 - 2n ) என்று காட்டு . 


8 


-- 


5 . 


1 + x 
| x | < 1 எனில் , 

-ஐ - ன் படி 

ஏறுவரி 
1 
சையில் இருக்குமாறு விரித்தெழுதி , x- ன் குணகத்தைக் 
கண்டுபிடி . 


6 . 


b 
+ 

கோவையை -ன் 
( 1-3 ) 

( 2 + 3x ) 
படியில் விரித்தெழுதும் போது கிடைக்கப்பெறும் முதல் 
இரண்டு உறுப்புக்கள் ( 1 + 3 ) எனில் , a , b- ன் மதிப்பு . 
களைக் கணக்கிடு . மேலும் 3 - ன் எம்மதிப்புக்கு இவ் 
விரிவுகள் பொருளுடையன என்பதையும் காண்க . 


7 . 


x- ன் மதிப்பு மிகச் சிறியதாக இருக்குமானால் , கீழ்க் 
காணும் கோவைகளின் தோராய மதிப்புகள் உண்மை 
என நிரூபி . 


cosa 


- 
( i ) ( 1 - 3 ) ( 1+ x ) 

( 6+ 9x ) 


x 


x3 


7 


( ii ) 


x 2 + 4 = x +1 


1 


+ 


+ 4x 


8 


10 


( iii ) 


V ( 1 + x ) ( 4-3x ) 
( 8 + 5x ) 

5 


4 


T 


236 


கணிதம் 
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( 1---- 

2 (1+ * ) 
( V ) ( 1 - x) + (1-5x) 

(18- ) 


3 ( x + 3 ) (1- ** ) , 


( iv ) 


= 1 


307 
256 


* 2 


1 - 


989 
192 


x 


3. 


( vi ) ( 1 - 37 ) 


3 


( 1 - 4x ) 
+ ( 1 - 4x ) 

-- 


= 


= 1 + x + 4x . 


8 . 


X- ன் மதிப்பு ஒன்றிலிருந்து மிகச் சிறிதளவுதான் வேறு 

( a xb - b 2 ° ) 
பட்டிருக்குமானால் , 

உன் தோராய 
( xb - x ) 
1 
மதிப்பு 

என்று காட்டு . 


9. 1 - உடன் ஒப்பிடும் போது C- ன் மதிப்பு மிகச் சிறியது 
1 1 를 

ce 
என்றால் , 

+ 
tc 

4 12 
என்றிருக்குமென நிறுவுக . 


10. p அல்லது ( இவற்றுடன் ஒப்பிட்டுப் 

பார்த்தால் , 
( p - g ) - ன் மதிப்பு மிகச் சிறிய தொன்றாகும் . பின் 
( n + 1 ) p + ( n - 1 ) 

-ன் மதிப்பு ஏறக்குறைய 
( n -1+( n + 1 ) 


p 
9 


( 
2 
) 


( 
படுத்தி ( 139 ) 


-க்குச் சமம் என்று காட்டு . இதைப் பயன் 


ன் ஏழுபடி மூலத்தின் 


மதிப்பைக் 


காண்க . 


11 . 


+ 
4 

-ஐ 1 + x- ன் தோராய 
மதிப்பாக எடுத்துக்கொள்வதில் ஏற்படும் பிழை ஏறக் 

x + 

என்று நிரூபி . 


குறைய 2 
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1 


எனும் விகிதம் ஒரு முடிவுடைய எண்ணாகும் . மேலும் , 
நான்காம் படியும் அதற்கு மேலும் உள்ள உறுப்புக்களை 
நீக்கிவிட்டால் , 


( 1 + y * 
( 1 + x ) 
என நிரூபி . 


-ன் தோராய மதிப்பு ( 1 - xy 

4 ( 1-3 ( = ) ) 


13 . 


x , x8 , 

முதலியனவற்றை விட்டுவிடுமளவுக்கு 
X- ன் 

மதிப்பு மிகச்சிறியதாக இருப்பின் , 
( 1 + x ) - 21 + 1 + 1 ) x 

என்று காட்டு . 
2n + ( n - 1 ) x 


14 . 


y = x + x + x , + 

என்றும் , x- ன் 
எண்ணளவு ஒன்றைவிடக் குறைவு என்றும் கொடுக்கப் 

y 
பட்டால் , x = 

என்று நிறுவுக . 
1 + y 


15. x- ன் மதிப்பு மிகப் பெரிய எண்ணாக இருப்பின் , கீழே 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோவைகளின் தோராய மதிப்பு , 
கள் உண்மை என நிரூபிக்கவும் . 


( i ) 3x3 + 1 = x + 3x 


1 


1 
9x5 


. 


( ii ) 3x3 + 16 

8 + 16 - +9 


7 
3.2 


175 
9x 


( iii ) Vx2 + 4 - Vx +1 


15 
8x8 


63 
+ 

166 


2x 


16 . 


பின் வருவனவற்றின் தோராய மதிப்புகளை 5 தசம் 
இடங்களுக்குச் சுத்தமாகக் கண்டுபிடி . 

* 
( i ) 

( ii ) ( 1.01 - 0.99 
50 


491 


) 


( iii ) 1003 - 1997 


(iv ) ( 9998 ) 


( v ) 


0.998 ) 
1002 


( vi ) 


9 
10 
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விடைகள் 


3 


2 


19 
8 


) 1 


1. ( i ) 23 ( ii) ( 14 - 1 ) ( iii) 1( 3 - 1 ( iv ) 
( v ) 3 ( 313 - 1 ) ( vi ) 

( vii ) v 17 ( vii ) 
(is ) ( 8--2 ) ( s ) +[ (4 ) - 3 ) 
si)( 84 ( 400 ) : - 1 

* (( 27): - 17 ) 


( xi ) 


127 
300 


( xii ) 


18 3 - 17 


( xiii ) 


( xiv ) ( 43 


( 4 - 1 ) 


5 


( XV ) 


2 
8 


* 2. ( i ) ( 31 + 1 


-- 


2n + 1 ) 


( i) - [ 8 ++ ( - ) ^ 20 + 1 ] 
[2- 2 ) 


( iii ) 


1 


( iv ) 


( ஜா +2 


20 + 8 + 1 ) 


( ) [ -1) 

- 1)*+ + ( -1 ) * ( 2n + 2 ) - - ( 3 )" ) 
( * ) ( 23 (-2 ) - ! ( x + 1 ) ( - 27 +26 s") 
(vi ) [ { - 4 ) + + + + 1 ) -7 ( - :) " ] 
(ris(=}" ( cen - 7) + * -31 ) 
( ix ) [ 3 + 4 ( -17 ] ( 1 இரட்டை எண் எனில் ) 


ப 
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அல்லது , 


{ ( -3 ) ( 1 + (- )": )} 


( n ஒற்றை எண் எனில் ) 


5. ( ) 

( 4n ? + 2 ) 6. a = b = 


4 ; 


2 
| x | < 

3 


10 . 


923 

16. ( i ) 0.99798 ( ii ) 0.01 ( iii ) 0.02 
925 
( iv ) 0.00005 ( v ) 1.0027 ( vi ) 0.91917 

) 


) 


10.5 அடுக்குக் குறித்தொடர் ( Exponential series ) 
10.5.1 

வரையறை 


n முடிவிலியை அணுகும்போது 


(1 ++ ) 


எனும் கோவை 


யின் எல்லை மதிப்பு ஒரு முடிவுடைய எண்ணாக இருக்கும் என்று 
நிறுவ முடியும் . அந்த எல்லையை 

அந்த எல்லையை e என்ற எழுத்தால் குறிப் 
பிடுதல் வழக்கமாகும் . 


** 


ஆகையால் , e = 


Lt 
n > 


( 


1 + 


) 


n 


1 


1 + 


-- 


1 

1 


+ 


1 
+ 

2 
+ ..... 


| 


முடிவிலி வரை . 


இதிலிருந்து e என்பது ஒரு விகிதமுறா எண் என்றும் , அதன் 
தோராய மதிப்பு 2.718 என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 


10.5.2 அடுக்குக் குறித்தேற்றம் 


x- ன் எல்லா மெய் மதிப்புகளுக்கும் , 


( 1 - 


+ 


+ 


* 


1 


2 


x : 


+ 


+ 


) 


என்ற முடிவிலாத் தொடர் ex எனும் 


மதிப்பை நோக்கிக் குவியும் . 


x2 


18 


அதாவது , * = 1 + 


+ 


* 


+ 


+ ..... 


| 1 


2 


முடிவிலி வரை , 
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- ( - * - ) 


ra0 


10.5.3 துணை முடிவுகள் 


( i ) ex = 1 


+ 


D 


+ 


ல 


* + * - * 
(-1) - 

* 
(i) ( s + c ) = ( 1 + + * + ** 


= 


r = 0 


+ 


+ 


x8 


+ ( 1 --1 + ** 


3 


+ 


) 


+ ... 


14 


i.e. 


+ 


+ ... 


4 


= 2( 1 + * + -- 
( * ) - 1+ 1 

( ) * 


( iii ) இதே போன்று , 


18 


= x + 


+ 


x5 
15 


+ ........ . 


| 3 


ல என்றாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
வகை 1. தொடர்களின் கூடுதல் காணுதல் 

1. கீழ்க் காண்பவற்றை நிரூபிக்கவும் . 


( 1) ( 


( 1+ [ z + 1 


+ ..... 


) = 1+ (1+ 1 

) 


1 


8 


+ 


+ ...... 


15 
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( H 


+ ...... 


( ii ) 


1 

1 
+ + 

| 3 | 5 
1 

1 
+ 
| ? | 4 


( +1 ) 


+ 


+ ......... 


தீர்வு : 


X 


1 + 


+ 


* 
2 


11 


x 
+ 

3 


+ ............ முடிவிலி வரை . 


இதில் x = 1 , -1 என்று அடுத்தடுத்துப் பிரதியிட பின் 
வருவனக் கிடைக்கும் . 


1 


1 


e = 1 + 


+ 


+ 
2 


+ ............ - 


| 1 


13 


1 


1 


r1 

= 1 


1 


+ 


1 
( 2 


13 


+ ....... 


இவற்றிலிருந்து , 


+ ..... 


) 


( e + - ) = 2 ( 1 + + - 
( * ) + 


1 


i.e. 


1+ 


12 


+ ...... 


என்றும் , 


4 


இதேபோன்று , 


1 


( E ) - ++ / 


+ 


+ ......... 

........ 


என்றும் 


5 


பெறலாம் . 


( i ) இப்பொழுது , 

1 

+ 
2 


4+ 


+ ...... 


14 


) = ( * ) 

= 4 ( e + c ) * 


மேலும் , 


2 


1 + ( 1 + 


( 1+ + + ..-. ) = 1+ ( = ) 

= 1 + 4 ( - ) 
= 1 + 4 ( e- 28 - + - ) 


. 


க . ஓ . அ . - 16 
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1 


= / [ 4+ e - 2.1 + e- * ) 
= " 

( e + e-1) 


[ e + 2 + e - 2 ] 


1 


2 


2 


4 


1 


1 


- 


1 
| 1 


+ 


|| 


S + 5 

+ 


2 


( ii ) 


1 


1 


C - 


1 + 


+ 


+ .......... 


2 


4 


* 


( ) 
( - + ) 
(e + + ) 
= ( " - 1 ) 


2. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள முடிவிலாத் தொடர்களின் 
கூடுதல்களைக் காண்க , 

1 + 2 1 + 2 + 22 
( i ) 1 + 

| 2 


+ 


+ 


| 3 


+ 


13 


5 


2 

4 
( ii ) 

6 
+ 

+ 

| 
12 
( iii ) 

32 
+ 
2 

+ 
3 

+ 
14 


22 


தீர்வு : 

( i ) கொடுக்கப்பட்டத் தொடரின் n - ஆவது உறுப்பை ... 


என்க . 


+ 2n - 1 


.. 


tn 


1 + 2 + 22 + 

| n 
1 

2n - 1 

1 
| n 

2-1 


== 


2n 
in 


1 
| n 
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என்று அடுத்தடுத்துப் 


இப்பொழுது 

n = 1 , 2 , 3 
பிரதியிட பின்வருவனக் கிடைக்கும் . 

1 
11 

1 11 


2 


- 


2 


1 . 


== 


1 
2 


2 


13 


28 
| 3 


1 
3 


இவற்றைக் கூட்ட , முடிவிலாத் தொடரின் கூடுதல் கிடைக்கும் . 
இவ்வாறு , 1 +1 , +1 + 

முடிவிலி வரை 
2 

22 
+ 

+ 


( 1 


28 
13 


+ 


2 


1 


1 


- 


- ) 

- - ) 


+ 


+ 


+ ..... 


| 3 


( e - 1 ) - ( e - 1 ) 
( e - e ) 


2n 


.. 


| 2n 


( ii ) இத்தொடரின் 71 - ஆவது உறுப்பு , tn = 

| 2n + 1 
இந்த பின்னத்தை பகுதி பின்னங்களாக்க வேண்டும் . 
2n A 

B 
+ 

என்க . 
2n +1 

21 +1 
A + B ( 2n +1) 

2n + 1 
எனவே , 21 = A + B ( 2n + 1 ) 

= ( A + B ) + 2nB 
இப்பொழுது , ஒத்த உறுப்புக்களின் குணகங்களைச் சமப்படுத்த , 

A + B = 0 , B = 1 என்று கிடைக்கும் . 
i.e. A = - B = - 1 

1 
ஃ . t . 

+ 
2n + 1 

2n 


* 


1 


= 


= 


1 
| 2n 


1 
| 2n + 1 
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இதிலிருந்து , 1 = 1 , 2 , 3 , 
வருவனக் கிடைக்கும் . 


என்று பிரதியிட்டுப் பின் 


1 


1 


t 


| 2 


3 


1 


1 


t 


4 


เ อิ 
5 


1 


13 


1 
| 6 


- 


( 7 


ஃ . 


11 +1, +18 + 


1 


1 


+ 


+ 


+ .......... 


16 


1 


( 

--- ) 
- ( + 

- ) 
( + - 1 ) - ( 1 ) 


+ 


+ 


1 
7 


+ .... 


= -o 


3 


5 


== 


- 


1 


1 


e 


( iii ) இங்கு , tn = 


22 


In + 1 


22 


மேலும் , 

In + 1 
எனக் கொள்வோம் . 


A 
( n + 1 


+ 


B 

+ 
n 


C 
| m - 1 


A + B ( n + 1 ) + C ( n ) ( n + 1 ) 

| n + 1 


me 


= A + B ( n + 1 ) + Cm ( n + 1 ) 
= ( A + B ) + ( B + Cm + Cm3 


எனவே , 
கிடைக்கும் . 


C = 1 , B + C = 0 , 


A + B = 0 


என்று 
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அதாவது , 

C = 1 , B = - C = - 1 , A = - B = 1 
என்று அறிகிறோம் . 

1 1 

1 
இவ்வாறு , In = 

+ 
| n + 1 

17 

| 7-1 
என்று தெரிகிறது . 


| 


முன்போலவே , n = 1 , 2 , 3 , 
அம்மதிப்புக்களையெல்லாம் கூட்ட , 
கூடுதலைப் பெறலாம் . 


என்று பிரதியிட்டு , 
முடிவிலாத் தொடரின் 


ஃ t1 +1 , + ts + 


முடிவிலி வரை 


+ 


+ 


+ 


) 


+ 


+ 


- ( 1 + 1 + 14 
- ( ++ + + + 
+ ( 1 + 1 + 1 
= ( - (1+ 1 )] - ( - 1 ) + 


+ 


+ 


+ 


- ) 


| 2 


+ e 


= ( e - 1 ) 


== 


3 . 


( 5n + 1 ) 

| 2n + 1 


M8 


( + :) 


என்று நிறுவுக . 


= 0 


தீர்வு : 


இங்கு , tn + 1 = 


5n + 1 
| 2n + 1 


என்றுள்ளது . 


5n + 1 
மேலும் , 

2n + 1 


+ | 2n 


என்க . 


A 

B 
( 2n + 1 
A + B ( 2n + 1 ) 

| 2n + 1 


.. 


5n + 1 = ( A + B ) + 2n B 
இதிலிருந்து , 2B = 5 , A + B = 1 என்று அறிகிறோம் . 
5 

3 
எனவே , B = 

2 A = 

என்று கிடைக்கும் . 
2 
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( 2 ) 


5 
2 


இவ்வாறு , In + 1 = 


+ 


2n 


| 2n + 1 
5 1 
2 ( 2n 


3 


- 


1 
2n + 1 


5 
tn + 1 = 
n = 0 

n = 0 


2 ) 


1 
| 2n 


3 
2 


1 
| 2n + 1 


n = 0 


= 


3 


1 


+ 


1 
( 3 


+ 


+ ... 


... 


5 


) 


Σ 

Σ 
[ 1+ 2 + 4 + ... ) 

( 1 
= [ ( * )] - [ = ) 
- * - * ) + - ( 4 + 3 ) 
= } e + 25 

- ( + 2 ) 
1 + 12 - x + 


4. 1+ 


x² 


1 + 3 1 + 3 + 5 

1 + 3 + 5+ 7 
x + 
3 

| 4 
+ 

............ எனும் முடிவிலாத் தொடரின் கூடுதல் காண்க . 
தீர்வு : 

இத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பை 1. என்று குறிப்பிட , 


1 . 


[ 1 + 3 + 5 + ......... + ( 2n - 1 ) ] xn - 1 என்று 


கிடைக்கும் . 


1 


1 


1 . 


| m 2 [ 2.1+ ( n - 1 ) 2 ] xn - 1 


ma 
in 


an -1 


n 


xn - 1 


In 


1 
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i.e. 10 


( 1 - 1 + 1 ) 

11 1 


xn - 1 


1 ) 


== 


= [ " 


+ 


1 
in 


7 


n - 1 


11-1 


1 


in - 1 


xn - 1 


+ 


| 1 - 2 


| -1 


எனவே , தொடரின் கூடுதல் 


- 


ta 


T = 1 


xn - 1 


an - 1 


Σ 


+ 


17 - 2 


) 


| 11 - 1 


n = 1 


o 


xn - 1 


-in - 2 


an - 1 


+ 


80 


| 1 - 


n = 1 


+ 


+ 


2 


8 


+ 


x2 
2 


+ 


+ ...... 


| 3 


= [ • + + + * + * 

( +++ * 
* (1 + * 
+ ( 


B 
அ 


+ 


| 2 + 


x8 


+ 


+ 


x2 
12 


+ 


+ . 


+ 


1 


3 


xe * + e * 


( x + 1 ) ex 


பொது 


குறிப்பு : இதுகாறும் பார்த்த எடுத்துக் காட்டுகளிலிருந்து ,, 
ஒவ்வொரு முடிவிலாத் தொடரின் கூடுதலையும் காணும்போது 
ஒரு பொ 

முறைப் பின்பற்றப்பட்டுள்ளதை அறியலாம் . 
அதாவது , ஒரு தொடர் கொடுக்கப்பட்டால் , 

கொடுக்கப்பட்டால் , அத்தொடரின் 
n- ஆவது உறுப்பை முதலில் கண்டு பிடிக்க வேண்டும் . பிறகு 
அவ்வுறுப்பை ( அல்லது அவ்வுறுப்பின் குணகத்தை ) பகுதிப் 
பின்னங்களாகப் பிரிக்க வேண்டும் . இங்கு , அந்த உறுப்பில் 
( அல்லது குணகத்தில் ) உள்ள n- ன் மீப்பெரும்படி எனில் , இதை 
r + 1 ) பகுதிப் பின்னங்களாகப் பிரிக்க வேண்டும் . மேலும் ,, 


- 


248 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


எல்லாப் பகுதிப் பின்னங்களின் பகுதிகளின் அதமப் பொது 
மடங்கு n- ஆவது உறுப்பின் பகுதியில் உள்ள காரணீயப் பெருக்க 
மாக இருத்தல் வேண்டும் என்பதை முக்கியமாக நினைவில் 
கொள்ளுதல் வேண்டும் . 


5 . 


வகை 2 . 
தொடரிலுள்ள x- ன் குணகம் காணுதல் 

பின் வரும் கோவைகள் ஒவ்வொன்றையும் x- ன் படியில் 
விரித்தெழுதி , அவ்விரிவிலுள்ள xn- ன் குணகத்தைக் கண்டுபிடி . 

1 + x 

a + bx 
( i ) ( 1 - x ] e ( ii ) 


3 


ex 


( iii ) 


( 2-3x ) 

1 


( 2-3x ) 
+ 


1 


2 


. 


தீர்வு 

( i ) ( 1 - x ] e + 3 = ( 1 - x ) e . er 


= ( 1 - x ) e 


| n 


n = 0 


n = 0 


-- [ t - 1 
" [ - ] 

[ 


= e 


1 


ஃ தேவையான -ன் குணகம் = e 


1 
| n - 1 


n 


= e 


( 1 - n ) 

| n 


( i) + 

( **) = (a + bx)" 


( a + 2ab x + b2x ) e - 2x 


= 


( a " + 2ab x + bx " ) > 


( - 2x ) n 

| n 


- 


n = 0 
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= ( a + 2ab x + b x * ) 

x ) 


2 ) 
In 


n = 0 


== 


( -2 ) 

n 


an + 


+ 2ab 


M8 


( -2}) 

| n 


x + 1 


= 0 


n = 0 


+ 63 


Σ 


( -2 ) 

| n 


Xa + S 


1 


I = 0 


ஃ 


x- ன் குணகம் , 

( -2) 
aa 

| n 


+ 2ab 

( -2) -1 

| n 


n - 1 + b = ( -2) 


( - 

[ 1- 2 


( -2 ) -2 

I n 


( 


a ( - 2 ) + 2ab m ( - 2 ) + b n ( n - 1 


== 


( -2 ) r - 9 

| n 


( 41 


4abn + n ( n - 1 ) b 


ந ) 


( iii ) இங்கு , n- ஆவது உறுப்பை பா என்று குறிப்பிட , 

( - 1 ) n - 1 ( 2-3x ) n - 1 
In 

என்று கிடைக்கும் . 
In - 1 


1.e. 


1 . 


= 


( -1 ) -1 

n - 1 


pn- , y = ( 2-3x ) எனில் . 


கொடுக்கப்பட்டுள்ளத்தொடர் = Σ 


tn 


n = 1 


( -1) -1 
Σ 

| n - 1 
n = 1 


n - 1 


e - Y 


= 


e - 19-8x ) 


250 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


e - 2.e8x 


II 


. 


1 


s 


== 


Σ 


( 8x ) " 

| n 


ca 


= 0 


- 


3n 


எனவே , டன் குணகம் = 


ea 


| n 


+ 


|| 


( +1 ) 


1 


1 


பயிற்சி 
1. பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
1 1 

1 
+ 

+ 
1 3 

| 5 
( i ) 
1 

4 

16 

( log 2 ) . ( log 2 ) 
( ii ) ( log 2 ) 

11 

| 8 
( log n ) ? ( log n ) 
( iii ) 1+ 

- + 
[ 2 


+ 


+ 


+ ......... 


2 


+ 


1 
2 


+ 


14 


( iv ) 


+ 


22 24 

+ 
| 1 

13 
1 

1 + 2 
| 3 


28 

+ ....... 
15 
1 + 2 + 22 


1 ( x + 1 ) 

( * - ) 
+ (e - 1 ) 
= ( - ) 


2 . 


( v ) 


+ 


+ 


+ 


| 2 


| 4 


1 + 5 
( vi ) 1+ 


12 


+ 


1 + 5 + 52 

13 


+ 


2. கீழ்க்காணும் முடிவிலாத் தொடர்களின் எல்லை மதிப்பு 
களைக் கண்டுபிடி . 
2 3 

4 
( i ) 

+ + 

+ 
1 

| 2 13 


3 


5 


+ 


+ 


+ 


1 


| 2 


3 


6 


16 


( iii ) 1+ 


+ 


(i) + 

원 
( ( " + ) 


| 5 


+ 

| 7 


+ ... 


( iv ) 


கீழே உள்ளவற்றை 
நிரூபிக்கவும் . 
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D 


( v ) - 


21 + 3 

21 - 1 ) 


) 


1 = 1 


( vi ) 5 + 


2.6 
| 1 


+ 


3.7 
| 2 


-- 


4.8 
| 3 


+ 


) 


1.2 


2.3 


( vii ) 


- | 11 


+ 


+ 


3.4 
| 3 


2 


+ ... 


1 + 2 


( viii ) 1 + 


+ 


1 + 2 + 3 

| 3 


+ 


2 


3 . பின் வரும் தொடர்களின் கூட்டுத்தொகைகளை முடிவிலி 
வரைக் காண்க . 
23 33 

48 
( i ) 1+ 

+ 

+ + . 


| 3 


| 4 


14 


34 


( ii ) 


+ 


ឧ 4 
| 2 


+ 


+ 


| 1 


| 3 


32.42 


( iii ) 


12. 22 

1 


-- 


2232 

2 


+ 


13 

+ .. 


1+ 2 
( iv ) 1 + 

( 2 


+ 


12 + 22 + 38 

[ 3 


+ 


( v ) 


32 

+ 
| 1 


52 

3 


+ 


72 
| 5 


+ 


3 


( vi ) 


+ 


1 
42 


+ 


2 
53 


+ 


+ 


54 


2 


( vii ) 1 


1 
| 2 


+ 


3 

-- 
14 


19 


( viii ) 18 


48 


28 
11 


+ 


33 
2 


+ ......... 


| 3 


4 . 


8 


2 


( j ) 


Σ 


( n + 1 ) 

| n 


x " = ( 1 + 3x + x ) ex 


11 = 0 
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(i ) - 

> n + 2 ) 


( n - 1 ) xa 
( n + 2 ) In 


ex 


n = 1 


ne 


1 


( ii ) > Tn + 1 


தி 


= ( 1 1 ) - 


1 + x 


ex + 


X 


n = 1 


உள்ள 


x- ன் 


5. பின் வரும் கோவைகளின் விரிவுகளில் 

குணகம் காண்க . 
( i ) ( 1 + 2x + 3x ? ) ees ( ii ) 

x2 2x + 3 

ex 


| 


( iii ) 


( iv ) 


( - ) ( * ) 
( 1 + 2 + 3** ) ( v ) (" * ") 


( v ) 


8. கீழ்க்காணும் தொடர்களில் x . குணகங்கள் என்ன ? 

( 3-2x ) 
( i ) ( 2x - 2 ) + 

( 3-2x ) 

+ ... 
( 2 


2 


8 


- 


| 3 


( ii ) 


Σ 


( a + bx ) 

| n 


n = O 


7 
. 


x² 
1+ 

+ 
| 2 + ... 

-ன் 
| 4 

விரிவில் 
காணப்படும் x10- ன் குணகத்தைக் கண்டுபிடி . 


--- 


8. பின்வருவனவற்றை 

x4 உள்ள உறுப்புவரை விரித் 
தெழுதுக . 
( i ) 

( ii ) 
ex - 1 

2 ( ex + e- * ) 


X 


X 


( 


2x + 49-3x 
9. மிகச்சிறிய மதிப்பை ஏற்கும் போது , 

8 
கோவையின் தோராய மதிப்பை x உள்ள 
உறுப்பு 

வரைக் கணக்கிடு . இம்மதிப்பு ஏறக்குறை 
ex- ன் மதிப்பிற்குச் சமம் என்றும் காட்டு . 


என்ற 
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விடைகள் 


2. ( i ) ( 2e - 1 ) 
( iii ) 

+ 


( ii ) ( e + 1 ) 

5e 


- 


3 
22 


2 ) ( iv ) ( 5e - 2 ) ( v ) 2 

( vii ) * 


( vi ) 13e 


( vii ) 3e 


e 


3. ( i ) 5e ( ii ) 15e ( iii ) 27e ( iv ) 


17 

e 


8e 


( v ) 5e 


( vi ) 


( -2 ) ( vi ) - 

( vi ) ( 

( - - ) 
( w " + 1 + 4 ) ( i) - ))" ( + n + 3 ) 
( i) ( + 

( -1) " (" 1 )(i . அல்லது 0 . 


2n - 2 


5. ( i ) 


| n 
( -1 )" 

( -1 ) 
( v ) 

( 3n " - 5n + 1 ) ( vi ) 
| 

| n 


( a - bm ) 


8 20 


e 


Fea bn 


8. ( i ) 


( ii ) 


7 . 


29 
10 


| n 


IR 


8. (1) (1 - * + 1-72 ) 

( 1 - * + 330 ) 


( ii ) 


10.6 மடக்கைத் தொடர் ( Logarithmic series ) 
முன்னுரை : ஒரு கொடுக்கப்பட்ட எண்ணை அடியாகக் கொண்ட 
மற்றொரு எண்ணின் 

மடக்கையை முன்பு வரையறுத் 
துள்ளோம் . மேலும் , சில 

மடக்கை விதிகளையும் , எண்களின் 
பொது மடக்கைகள் காணும் முறைகளைப் பற்றியும் பார்த்தோம் . 
அதாவது , நடைமுறையில் 10 - ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்ட 
மடக்கைகள் தான் மிகவும் 

பயன்படுகின்றன என்பதையும் 
கண்டோம் , 


ஆனால் , இயற்கணிதம் , நுண் கணிதம் முதலியவற்றில் 
பெரிதும் பயன்படுவன இயற்கை மடக்கைகள் அல்லது நேப்பி 
யரின் மடக்கைகள் ( Natural or Napierian Logarithms ) என்பன 
வாகும் . இங்கு மடக்கைகளின் அடி எண் எனும் அடுக்குக்குறி 
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எண்ணாகும் . இனி நாம் காணவிருக்கும் மடக்கைகளுக்கு அடி 
எண் e என்பதேயாகும் . எனவே , அடி எண்ணைக் குறிப்பிடா 
மலேயே இருந்தாலும் . அது e- தான் என்பதை அறியவும் . 


10.6.1 மடக்கைத் தேற்றம் 

-1 < x < 1 எனும் கட்டுப்பாட்டுக்குட்பட்டு அமையும் x- ன் 
அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் , 


14 


+ 


) 


x ? x8 
2 3 

+ 
4 

எனும் மூடிவிலாத் 
- தொடர் log . ( 1 + x ) என்ற எண்ணை நோக்கிக் குவியும் . 
அதாவது , loge ( 1 + x ) = x 

x2 

x4 
+ 
2 


- ૭ 


+0 


4 - 


8 


i.e. log ( 1 + x ) 


( -1 ) -1 ar 


- 


r 


10.6.2 துணை முடிவுகள் 

( i ) மேலேயுள்ள முடிவில் -க்குப்பதில் ( -x ) என்றிடு 
வோம் . 

log ( 1 - x ) 
= - ( x 

( - x )4 + .. 
2 ) 

( + 
3 

4 


.. 


1 


x 


x8 


* 


- 


-- 


2 


* 
* 
( x + 


4 


x2 
2 


+ 


+ 
3 


+ ...... 


( ii ) 


log ( 1 + x ) + log ( 1 - x ) 

x2 
- 2 
2 + 
4 + + 

என்றாகும் . 


4 


1 


+ 


( 


18 


- ) 


i.e. log ( 1 + x ) ( 1 - x ] ] 

( 


2 


* 


x4 


8 


8 


* 


2 


+ 


+ 


+ 


2 


6 


8 


i.e. log ( 1 


* 


x ) 


- ( 


x2 + 


2 


+ 

3 


+ .... 


இதைப்பெற , log ( 1 + x ) - ன் விரிவில் x- க்குப் பதிலாக 
( -x ) என்றிடலாம் என்பதும் நன்கு விளங்கும் . 
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( iii ) இதேப்போல , log ( 1 + x ) - log ( 1 

log ( 1 - x ) 
x8 x5 
2 x + 
3 + 
5 

+ ... 


= 


) 


i.e. log 


( 1 -- x ) 


( 


x 
8 


x5 
+ 

5 


-- 


) 


( 1 


m 


( iv ) முடிவு ( iii ) - ல் , 


] (x + 

+ ) 
( 2 ) 


என்றிட , 


1 


11 


im 


அதாவது X 


என்றிட , பின் வரும் முடிவு 


m + 1 


கிடைக்கும் . 


m 


அதாவது , log 


11 


= 


111-17 

1 m - n 1 m - m 
+ 

+ 
3 

+ 

5m + n 
m + n 

m + 
( v ) முடிவு ( iv ) - ல் n = 1 என்றிடுவோம் . 

m - 

1 
log 2 

+ 
m + 1 

8 

m + 1 


8 


5 


+ ........ 


8 


i.e. log m = 2 


+ ( m + 1 ) ) 
= [( f = 1) + : (m = 1 ) 

] 


+ .. 


முடிவிலி வரை 


காண 


இம்முடிவைப் பயன்படுத்துவதன் மூலம் , எந்த ஒரு எண்ணின் 
மடக்கையையும் துல்லியமாகக் கணக்கிட முடியும் . 

எனவே , 
எண்களின் இயற்கை மடக்கைகளைக் 

இத்தகையத் 
தொடர்கள் தான் உதவுகின்றன . 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
வகை . 

கூடுதல் காணுதல் 
1 . 

பின்வருவனவற்றை உண்மை என நிரூபிக்கவும் . 
) 


8 


( ii ) log 


+ 


( s-T )-2[( 1) + (2-1) 

) 


+ 


- [ x 


+ 


+ .. 


1 
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( iii ) log (x + 2h ) = 2 log ( x + h ) - log x 

he 

1 

h4 
( x + h ) 

2 ( x + h ) 
தீர்வு : 
( i ) கொடுக்கப்பட்டுள்ளத் தொடர் 

logue - logue + logge 
1 

1 

+ 
log 2 

log . 4 

log.8 
1 1 

1 

+ 
log2 log ( 23 ) log ( 28 ) 
1 1 

1 

+ 
log2 2log2 

Slog2 
1 

1 
log2 

3 
இப்பொழுது log ( 1 + x ) - ன் விரிவில் x = 1 என்றிட . 

1 1 
log ( 1 + 1 ) = 1 

என்றாகும் . 
2 3 


- 


== 


[ 1- + 


] 


+ 


1 


i.e. log 2 = 


1 


+ 


1 
3 


.. 


கொடுக்கப்பட்டத் தொடர் 


1 

[ log2 ] 
log2 


( ii ) இங்கு , y = 


என்றுப் பிரதியிட , கொடுக்கப் 


பட்டுள்ளத் தொடரின் மதிப்பு = 2 


5 ys 


+ 


- ( 2-1 ) 

[7+ " " ++ 

] 
log ( 14 ) 

( 

( 2 
los ( 23-141 ) 
- los ( - ) 


= 


log 


1 
1 + 

2x - 

1 
1 

2x - 


257 


முடிவிலாத் தொடர்கள் 


+ 


( iii ) கொடுக்கப்பட்டுள்ளத் தொடர்புப் பின் வருமாறு : 
log ( x + 2h ) = 2 log ( x + h ) -- log x 
h 

h4 
+ 
( x + h ) 

2 1x - h ) 
i.e. log ( x + 2h ) - 2 log ( x + h ) + log x 

he 

h4 

+ 
( x + h ) 

2 ( x + h ) * 


- 

--) 

) 


+ 


இங்கு , இடது பக்கம் = log ( x + 2h ) + log x -- log (x + h } * 

( x + 2hx 
log 

( x + h ) 

x + 2hx 
= log 

L (x + i ) 

( x + h ) " - he 
log 

( x + ) 


[ ** ) 
* 
[ 
ins ( 1 - + ) 
-- [ xs + + + + 


+ 


+ | 


) 


வலது பக்கம் . 


2. கீழ்க்காண்பனவற்றை நிறுவுக . 


( i ) 1+ 


1 

1 
+ 

+ 
5.24 7.28 


+ 


... = log s .. 


1 


( ii ) 1 + 


( 

++ 


-- 


+ 


+ 

4 

log 12 
தீர்வு : 

( i ) இங்கு , இடது பக்கத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பை t . 


என்க . 


1 
( 2n - 1 ) 

1 
( 2n 1 ) 


இ 


( 2 ) 


க.ஓ. அ . - 17 
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20 -1 


+ 


i.e. 1. = 22 - 1 ) ( 1 )" 
* -- [ er- ) (+ ) ] 

= = [(2 ) + ( 2) + 1 ( 2 ) -... ) 
2 ( x + 등 

. ) . 

( = } எனில் ) 
(14 ) 
( 


1 


x8 + 


1 
5 


15 


log 


1 


1 + 


= log 


log 3 


2 


( ii ) கொடுக்கப்பட்டுள்ளத் தொடர் S பின் வருமாறு : 


S = 1 + 


+ 


+ - ........ 


1 


+ 


- 


42 


--1 + ( 2 + 3 ) ! + ( 4 

( 4+ :) 

" ) - 
- [ 1+ 4 + + + +........... ) 

( - + + + + 
= [1+ + 

) 
+ 3 
+ ( 

) 
2 [ 1 + 

) 
[ 4 

] 


1 


1 


.24 


--- 


1 


1 1 
+ 242 

+ 


- 


- 


1 


1 


-- 


+ 


1 1 
5. 25 


+ 


28 


1 


1 


+ 


+ 


2 


4 


0/ 


+ 
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-- ( * ) +(-= :-+) 
-- ( ) - + ( 


log( 4 ) 


== 


- log ( 3 ) - > log ( 4 

[ 3 ( 4 ) ] 
| log 


1 
2 


log 


log 12 


log 12 


3 
. 


+ 


பின் வரும் தொடர்களின் கூடுதல்கள் காண்க . 
x 2x8 

3x4 
( i ) 
2.3 9.41 

+ 
4.5 

+ ..... 
5 7 

9 
( ii ) 

+ 
1.2.3 34.5 5.6.7 


+ 


+ 


தீர்வு : 

( i ) இத்தொடரின் n- ஆவது உறுப்பு , 


1 . 


xn + 1 


n + 1 


( n + 1 )/ n + 2 ) 
11 

A 

B 
இங்கு , 

+ 
( n + 1 ) ( n + 2 ) 

n + 2 
என்றுப் பகுதிப்பின்னமாக்குக . 
I = A ( n + 2 ) + B ( n + 1 ) என்றமையும் . 
i.e. 

n = ( A + BIn + ( 2A + B ) 
ஆகையால் , A + B = 1 , 2A + B = 0 என்று கிடைக்கும் . 
இச்சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண , A = 

1 , B = 2 


என்றாகும் . 


. 


tn 


2 


[ 


-1 
n +1 


xn + 1 


+ 

n + 2 
an + 1 

x7 F 
n + 1 


== 


2 

m + 2 
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xn + 1 


x + 1 


2 


[ 
2 


( n + 2 ) 


( n + 1 ) 


n = 1 


m = 1 


n = 1 


x4 


-- 


= 2 


x8 

+ 
4 


+ 


5 


வ 


38 


== 


எனவே , in 

] 
[ * ] - [ + : + .. ) 

( + + + ... ] - [ ++ ] 
= ( - log (1-x) - ( x + 2 ) ] [ / 
- ( 1- * ) los ( 1 - x ) - 2 ( + = ) + x 
- (**) log ( 1 - 3 ) - 2 - x + = 
- (* = 10 


== 


- log ( 1 - x ) - x 


log ( 1 - x ) - 2 


(ii ) 


( 2n + 3 ) 
இங்கு , In 

( 2n - 1 ) ( 2n ) ( 2n + 1 ) 
A B 

C 
+ 

+ 
( 2n - 1 ) 2n ( 2n + 1 ) 


என்க . 


ஃ ( 2n +3 ) = 


A ( 211 + 1 ) 2n + B ( 2n - 1 ) ( 2n + 1 ) 

+ C ( 2n - 1 ) 2n . 


இம்முற்றொருமையில் அடுத்தடுத்து ( 2n - 1 ) = 0 , 2n = 0 , 
( 2n + 1 ) = 0 என்றிட முறையே A , B , C ஆகிய மாறிலிகளின் 
மதிப்புகள் கிடைக்கும் . 


இவ்வாறு , 

1 + 3 = A ( 1 + 1 ) 1 ; A = 2 

3 = B ( - 1 ) ( 1 ) ; B = - 3 
1 + 3 = ( - 1 - 1 ) ( -1 ) ; C = 1 
2 8 

1 
எனவே , 1. = 

+ 
( 2n - 1 ) 20 ( 2n + 1 ) 
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1 


இப்பொழுது 

Σ 


1. = 2 ) (2n - 1) 


n = 1 


n = 1 


1 


1 


3 
2 


Σ 


+ (2n+ 1 ) 


7 


n = 1 


1+ + 


+ 


) 


+ 


+ 


] 


3 


[ 
- [ 1+ + 

L 
[ + 

+ + + 


+ 


1 
3 


+ 


+ 


) 


= 


1 


- 


3 


1 


1 
1 + 

+ 
2 


+ 


| 


1 
+ 5 + 


= 


= > [ 1 +1 + 

+ 
[ + 

+ + + + + 
( 1-1 + - 1 


2 


1-1 
--- 


= 3 


+ 


1 


= 3 log ( 1 + 1 ) - 1 

3. log 2 - 1 


வகை 2. : -ன் குணகம் காணுத 

தல் . 
4. கீழ்க்காணும் கோவைகள் 

ஒவ்வொன்றையும் 
படியில் விரித்தெழுதும் போது கிடைக்கப்பெறும் x- ன் குணகம் 


x- ன் 


காண்க . 


( i ) log 


( 6 + 3 + ) 

(i) log (1 + x++ ) 


) ( i) 
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தீர்வு : 
( i ) 

ப்பொழுது , ( 6 + x - x ) = ( 3 - x ) ( 2 + x ) 


.. log 


( s + === ) = los ( 3- s){ 2 + s ] 


log ( 3 - x ) - log ( 2 + x ) 


// 


los ( 9(1-5 )] -log (2 ( 1 + - ) ] 
log 3 - log ( 1 
log ( 1 - - ) 
) - log 2 - log 

log ( 

(1+ ) 
* ) - log 

( 1 + > 

* ) 
- as + X[ * (+ ) ] [ = ( + ) ) 


= 


- ( log 3 + log 2 ) - log 


log ( 1 


* 


ஆகையால் , x- ன் குணகம் 


- ( H ) - (-1 ) ( 1 ) 
+1+ = 1 ") 


// 


குறிப்பு : 


ps ( 1-5 ) . los ( 1 + 5 ) இவற்றின் 


விரிவுகள் 


X 
உண்மையாக இருக்க வேண்டுமானால் , | 

3 


| < 1 , 


| > 1 < 1 


X 

என்றிருக்க வேண்டும் . 
2 
| x | < 2 என்றிருந்தால் போதும் . 


அதாவது 


( ii ) இங்கு , ( 1 + x + x2 + x ) 

( 1-4) 

என்று எழுதவேண்டும் . 
( 1 - x ) 


= ( 1- * 
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.. 


los ( 1 + x++* ) - los (I + * ) 


log ( 1 - 3 ) - log ( 1 


x4 ) 


x0 


( x ) 


Σ 


+ 


1 


il 


n = 1 


n = 1 


an 


- (** 
)--- 


Σ 


T 


n = 1 


இத்தொடரிலிருந்து , 1 என்பது 4 - ன் மடங்காக இருக்குமானால் , 

( i.e. n = 4r ) 


" -ன் குணகம் = x4r- ன் குணகம் 


= ( + - + ) 
- ( ) ( * ) 


n என்பது 4 - ன் மடங்காக இராவிடில் , 


x- ன் குணகம் 


( 0 - + ) = -- 


வகை 3 : தோராய மதிப்புக் காணுதல் 

மிகச் சிறிய மதிப்புகளை ஏற்குமானால் , 


5 . 


என்பது 


log 


1 + 2ex 

3 


எனும்கோவையின் தோராய மதிப்பு 


2 


* + * 


என்றிருக்குமெனக் காட்டு . 


தீர்வு : 


log 


( + ) 
los { 3(1 +2(1 + fi + * 


== 


+ ....... 


) ] } 
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== 


log 


== 


2 


== 


+ 


{ 3 [ 8+ 2x + **) } தோராயமாக 
log { 1 + 3 ( 2x + x*) } 
+ ( 2x + x " ) - 3 (**) 
+ ( 2x + ** ) - 1 ( * ) தோராயமாக. 
* + ( - ) 

* 


x2 


=== 


2 
3 


x + 


x 
9 


6. . x4 , x " , 

இன்ன பிற -ன் படிகளையும் நீக்கி 
விடுமளவுக்கு x- ன் மதிப்பு மிகச்சிறியதாக இருக்குமானால் , 


+ - ) 


( 1 + x ) / 1 + x ) = 

x 8 
( 
1 + x + x2 + என் றிருக்குமென 

2 
நிறுவுக . இம்முடிவைப் பயன்படுத்தி , ( 1.01 )1 01 - ன் தோராய 

ன் 
மதிப்பைக் கணக்கிடு . 
தீர்வு : 
( 1 + x } / 1 + x ) = el1 + x ) log / 1 + x ) [ : ak = ex loga என்று தெரியும் ) 

x 
ell + x ) 

x8 
+ 
2 

3 


X 


) 
) . 
( 

* +3+ ) 


+ 


x8 
3 


ell + x ) 


2 


தோராயமாக . 


x3 


X 


2 + 


+ | 


i.e. ( 1 + x ) 1 + z)! == e 


தோராயமாக . 


_ ( + * - * ) 


e 
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== 


1 + 

11 
+ 


+ 


+ .... 


1 (x + - ) 

12 ( + - - )) 
+ / ( x + * - * ) + 
1 + x + ( 1 + 1 ): + ( - +++ ) ; 
, 
- ( 1 + x + x + ! * ) 


1 


1 


= 


தோராயமாக 


இம்முடிவில் x = 0.01 என்றிட , 
( 1 + 0.01 ) 1 + 0.01 = 1 + 0.01 + ( 0.01 ) + ( 0.01 ) 


என்றாகும் . 


i.e. ( 1.01 ) 1.01 


= 1.01 + 0.0001 + 1 ( 0.00000 . ) 


= 1.0101 + 0.0000005 


= 1.0101005 


பயிற்சி 


1. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை நிறுவுக . 

log 2 
( i ) logse - logge - logere 


logs 


( ii ) 


[ (4 + 1 ) + 1(G=H ) + .... ) - - loga 
( ii ) - 

+ + 


1 


+ 


+ 


1 
3.53 


+ 


1 
58 


1 3 

log 
ខ 2 


2 
. 


a , b , c என்பன அடுத்துள்ள 3 முழு எண்களைக் குறிக்கு 


மாயின் , 


1 


log b = ) ( log a + log c ) + 


+ 


1 

1 
( 2ac + 1 ) 3 ( 2ac + 1 ) 

+0 என நிரூபி . 


3 


+ 
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ye 


8. x2y = ( 2x - y ) என்றும் , 1x | < 1 என்றும் கொடுக்கப் 

x8 
பட்டிருந்தால் , y + 3 

3 
x5 
5 ) + ...... 

என்று காட்டு . 


+ + ..... 


+ 


) 


4 . 

x என்பது ஒரு மிகையெண்ணாயின் , பின் வரும் தொடர்பு 
உண்மை என்று நிரூபி . 
x - 1 1 x -1 

1 x 8 - 1 
log x = + 

+ 
x + 1 

2 ( x + 1 ) 3 ( + 1 


- ( + 1) 


+ 


x2 


5. y = x. 


+ 


x8 
8 


x4 
4 


-- 


என்றால் , 


2 


x = y + 


+ 


ve 
| 3 


+ 


என்று நிறுவுக . 


| 2 


6. a , b என்பன மிகை எண்களாயின் , 

b 

1 a 
log a- log b = 2 

+ 

+ 
a + b 

3 . 

a + b 
என்று நிரூபிக்கவும் . மேலும் , இம்முடிவைப் பயன்படுத்தி 
log 2 , log 3 இவற்றின் மதிப்புகளை 4 தசம இடங் 
களுக்குச் சுத்தமாகக் கணக்கிடு . 


7 . 


பின் வரும் முடிவிலாத் தொடர்களின் கூடுதல் காண்க . 


( i ) 1+ 


92 


+ 


+ 


+ 


( 3 ++ ) + + ( 4+ :) * 

+ ( ++ 1 ) - 
(it) 1 + 1 + ( + 4 ) + + ( 4 + 4) +... 
* 

) 


1 


( iii ) 


1 
log 10 + 

27 

+ 


1 ) 3 
2 214 


+ 


cola 


32 
221 


+ 


... 


8 . 


X 


( i ) 


+ ... 


கீழ்க்காணும் தொடர்களை முடிவிலி வரைக் கூட்டு . 

x2 x3 
+ 
1.2 

+ 
2.3 3.4 
x2 x4 x8 
1.3 3.5 5.7 


( ii ) 


+ 


+ 


+ 
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x 


( iii ) 


+ 


x 
3.4 


-- 


x8 
5.6 


+ 


1.2 


4x 


( iv ) 


+ 


6x2 8x8 

+ 
2.4 3.5 


+ 


1.3 


( v ) 


{ n3 + n + 1 ) 

11 ( n + 2 ) 


x 


nome 


n = 1 


( vi ) - 


( -1) +10 
n ( n + 1 ) ( n + 2 ) 


1 


9 . 


( i ) 


பின் வருவனவற்றை நிரூபிக்கவும் . 
1 1 1 1 1 

1 
+ 

+ 
2.4 • 22 3.5.28 

- + ... 

5 3 
+ ...... 

4 


1.S 


2 


2log 2 


( i ) 2 


- 


1 
2.3 


+ 


1 
3.4 


2 log 2 - 1 .. 


( iii ) 


1 
1.3 


1 
+ 

2.5 


+ 


1 
8.7 


+ .... 


- (log :) 


1 


( iv ) 13 + 4.5 


+ 


1 
+ + 

6.7 


= 1 - log 2 . 


1 


( 
v 


( v ) 


1 
1.2.3 


1 
+ 

3.4.5 


+ 5.6.7 


+ ... 


log 2 


1 
2 . 


| 


1 


1 
( vi ) 1+ 

3 


-ல 


-10 


- 


7 . 


1 
16 


+ ..... 


1 1 

1 1 
+ 

+ 
4 
5 
1 

V2 + 1 
log 
2 

2 - 1 


( - + 1) 


10 . 

கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளக் கோவைகளின் விரிவு , 

களில் காணப்படும் x ? - ன் குணகங்களைக் கண்டுபிடி . 
( i ) log ( 1 + 3x + 23 ) 
( ii ) log ( 1 

5x - 6x ) 


( iii) log 


los ( 10 + 1x + x ) 
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( iv ) log ( 1 + x + x ) 


( v ) log 


los ( 1-3-1 +x ) 


11. x என்பது ஒரு 


மிகச்சிறிய மெய்யெண்ணாயின் , 


log ( 1 + 2x + 2x ) - ன் தோராய மதிப்பு ( 2x -- 

3 


4 ) 


என்று காட்டுக . 


12. மிகச்சிறிய மதிப்புகளை : ஏற்குமானால் , ( log 2 


( log a - 3 ) 


என்பது , log [ [ 1 + x ) + ( 1 - x ) ) என்ற கோவை 
யின் தோராய மதிப்பாகும் என நிரூபி . 


13. ( x - 1 ) -ன் படி 

1 ) 


ஏறுவரிசையில் 


இருக்குமாறு 


D 


வ 


log ( 2x + / 


( 


-என்ற கோவையை விரித்தெழுதும் 


313 x 


போது அதன் முதல் உறுப்பு { x - 1 ) என்றிருக்கு 


மெனக்காட்டு . 


14 . 


n என்பது மிகப்பெரிய எண்ணாயின் கீழ்க்காண்பன 
வற்றை நிறுவுக . ( இங்குள்ள - எனும் அடையாளம் 
ஏறக்குறைய சமம் எனும் பொருளில் பயன்படுத்தப் 
பட்டுள்ளது என்பதை அறியவும் ) . 


( ii ) 


( i ) (1 ++ )" - ( 1 - 1 ) 

( +1)"- - ( 1 + - ) 
( ) ( 

( 1++) * . (1+ ) 
( " - 3 )tos ( +1 ) - ( 2 + 3 + ... ) 


( iv ) ( 1 
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15. பின் வரும் எல்லைகளைக் கண்டுபிடி : 


LI 


( i ) 


1 + 


+ 


10 


17 


nº + 7n 


LI 


( ii ) 


+ ) 
( 1 + * ++ ) 
(1++++)" 


+ 


ne 


Lt 


( iii ) 


77- 


விடைகள் 


6. log 2 = 0.6932 ; log 3 = 1.0986 . 
7. ( i ) log 3 ( ii ) ( 9 log 3 - 12 log 2 ) . ( iii ) log 2 . 
8. ( i ) 1+ 


( iii ) 


+ 


12 


( v ) 


1 
2 


log ( 1 - x ) - 


log ( 1 - x ) 


( 1 - x ) 


( < " ) log ( 1-3 ) . 
(ii) 4 
+ [ 2 + (== los (+ - )) 

* [ < r los (i= A) + los(1-3 ) 
(iv) - [[ :") + ( * ) ios (1-3 )) 

* (los 
* ) ( vi) } log (1 + x )[ 1+++ ] 
- ( +3 ) . 

( = ") + (-1)^ ( i ) (-1 "( # + 5 ) 

( - ) 
( v ) - , - ஒற்றை எண் எனில் ; 


+ x + 


+ 


( -1 ) n - 1 


10. ( i ) 


( 21 + 1 ) , 


n 


( ii ) 


1 


( iv ) 


n = Sr எனில் ; 


m = 37 எனில் 


n 


3 
n இரட்டை எண் 


எனில் . 


15. ( i ) e , ( ii ) * ( iii ) 3 . 


ஆ - பிரிவு 
பகுமுறை வரை க 

வரை கணிதம் 
( Analytical Geometry ) 


1. புள்ளி 

( Point ) 
முன்னுரை 

வடிவ கணித முடிவுகளையும் , தேற்றங்களையும் , இயற் 
கணிதத்தைப் பயன்படுத்தி நிறுவும் முறைக்கு பகுமுறை வரை 
கணிதம் என்று பெயர் . இம்முறை எளிதானதாகவும் , வரைகணித 
முடிவுகளை மேன்மேலும் விரித்துக் கூற வகை செய்வதாகவும் 
இருக்கும் என்பது குறிப்பிடப்படவேண்டும் . எனவே கணிதத் 
துறையில் இப்பகுதியில் சிறந்த முன்னேற்றம் ஏற்பட்டுவருகிறது . 
பகுமுறை வரை கணிதத்தில் பல்வேறு முறைகள் இருந்த 
போதிலும் , இங்கு நாம் கார்டீசியன் செவ்வக ஆயக்கூறு முறை 
யைப் பயன்படுத்தி வடிவ கணித முடிவுகளை நிறுவ இருக்கிறோம் . 
முதலில் புள்ளிகளை எவ்வாறு குறிப்பிடுவது என்றும் , அடுத்து 
நேர்கோட்டைப் பற்றியும் , அதற்குப் பிறகு ஒரு சில வளைவரை 
களைப் பற்றியும் பார்ப்போம் . 

புள்ளியின் ஆயக்கூறுகள் அல்லது அச்சு 
தூரங்கள் ( Cordinates of a point ) 


( அ ) ஒரு 


AY 


T q 


I 
( -- , + ) 


I 
( + , + ) 
P 


-- 


- 


X 


XI 


( - , - ) 

IT 


( + - ) 


y ! 


படம் 1 . 
ஒரு தளத்தின்மீது XOX , YOY எனும் இரண்டு கோடுகளை 
எடுத்துக்கொள்வோம் . இவை ( இரண்டும் 0 என்ற புள்ளியில் 

க . ஓ . அ . - 18 
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செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்ளட்டும் . இவ்விரு கோடுகளும் 
எடுத்துக்கொண்ட தளத்தை நான்கு சமபகுதிகளாகப் பிரிக்கும் . 
இப் பகுதிகள் ஒவ்வொன்றையும் ஒரு காற்பத்தி அல்லது நாற்கூறு 
( Quadrant ) என்று கூறுவர் . (பறிப்பாக YOY என்ற பகுதியை 
முதல் காற்பகுதி என்றும் , YOX எனும் பகுதியை இரண்டாம் 
காற்பகுதி என்றும் , X 0 எனும் பகுதியை மூன்றாம் காற்பகுதி 
என்றும் , மற்றும் Y OA எனும் பகுதியை நான்காம் காற்பகுதி 
என்றும் கூறுகிறோம் . 


P என்றொரு புள்ளியை முதல் காற்பகுதியில் எடுத்துக்கொள் 
வோம் . அப்புள்ளியிலிருந்து O.Y- க்குச் செங்குத்தாக P.11 என்ற 
கோடு வரைவோம் . பின் 0.11 என்ற கிடைதூரத்தை . NOX . 
YOY என்ற அச்சுகளைப் பொருத்து , புள்ளி P- ன் x- ஆயக்கூறு 
என்றும் ; MP எனும் செங்குத்துத் தூரத்தை 

அப் புள்ளியின் 
y- ஆயக்கூறு என்றும் அழைக்கிறோம் . பொதுவாக , 

கிடை 
தூரத்தைக் குறிப்பிட x எனும் எழுத்தையும் நிலை தூரத்தைக் 
( செங்குத்துத் தூரம் ) குறிப்பிட y எனும் எழுத்தையும் , பயன் 
படுத்துதல் வழக்கமாகும் . இவ்வாறு , O M == X என்றும் . MP = y 
என்றும் எடுத்துக்கொண்டு , புள்ளி P- ன் ஆயக்கூறுகளை ( x , y ) 
எனும் வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஒரு ஜோடி எண்களால் குறிப்பிடு 
கிறோம் . இதேபோன்று தளத்தின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி 
யுடனும் ( x , y ) என்று வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஒரு ஜோடி எண் 
களைத் தொடர்புப் படுத்தமுடியும் . எந்த எண்களைப் புள்ளியின் 
ஆயக்கூறுகள் அல்லது ஆயத்தொலைகள் என்று கூறுகிறோம் . 
மேலும் , இங்கு 0 என்ற புள்ளியை ஆயக்கூறுகளின் ஆதி என்றும் ; 
XOX , YOY 

நேர் கோடுகளை முறையே - அச்சு , 
Y- அச்சு என்றும் அழைப்பது மரபாகும் . 


என்ற 


ஆனால் ( x , y ) என்ற ஆயக்கூறுகள் கொடுக்கப்படின் , 
அவற்றால் குறிப்பிடப்படும் புள்ளி P- ஐ நான்கு காற்பகுதிகளுள் 
ஏதேனும் ஒன்றில் எடுத்துக்கொள்ளக்கூடும் . எனவே , P- ஐத் 
திட்டவட்டமாகத் தளத்தின்மீது குறிப்பிட ; கிடை , நிலைதூரங்கள் 
அளக்கப்படும் திசையைப் பொருத்து அவற்றின் அடையாளங் 
கள் வரையறுக்கப்படும் . இவ்வாறு , 

ஆதி , 0 - விலிருந்து , 
X- அச்சுக்கு இணையாக வலதுபக்கமாக அளக்கப்படும் தூரங் 
களையும் , X- அச்சுக்கு இணையாக மேல்நோக்கி அளக்கப்படும் 
தூரங்களையும் மிகை எண்களாலும் ; இத்திசைகளுக்கு 

எதிர் 
திசையில் அளக்கப்படும் தூரங்களைக் 

குறையெண்களாலும் 
குறிப்பிடுகிறோம் . அதாவது 0X- எனும் திசையிலும் , 0Y- எனும் 
திசையிலும் அளக்கப்படும் தூரங்கள் மிகையாகவும் ; OX , 0Y 


புள்ளி 
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என்ற திசைகளில் அளக்கப்படும் தூரங்கள் குறையாகவும் 
கருதுதல் மரபாகும் . இம்மரபைப் பின்பற்றி , P என்ற புள்ளி 
முதல் காற்பகுதியில் அமைந்திருந்தால் , அதன் ஆயக்கூறுகள் 
X , ] 

இரண்டும் மிகை மதிப்புகளாகவும் ; இரண்டாம் காற் 
பகுதியில் இருக்குமானால் -ன் மதிப்பு குறையாகவும் , y- ன் 
மதிப்பு மிகையாகவும் ; மூன்றாம் சாற்பகுதியில் அமையும்போது 
x , j இரண்டுமே குறை மதிப்புகளாகவும் ; நான்காம் காற் 
பகுதியில் இருக்கும்போது x- ன் மதிப்பு மிகையாகவும் , y- ன் 
மதிப்பு குறையாகவும் கொள்ள வேண்டும் . இவற்றைப் படத்தில் 
( -- , --- ) ( - , + ) ( - , - ) { --- , - ) என்ற குறியீடுகளால் குறிப்பிட் 
டுள்ளதைக் கவனிக்கவும் . 


இவ்வாறு ( x , y ) எனும் ஆயக்கூறுகள் கொடுக்கப்படின் , 
அவற்றிற்கு ஒப்பானப் புள்ளி P- ஐ தளத்தின்மீதுள்ள ஒரு குறிப் 
பிட்ட காற்பகுதியில் திட்டவட்டமாகத் தீர்மானிக்க முடியும் . 
இதேபோன்று தளத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி கொடுக்கப்படு 
மானால் , அதனுடைய ஆயக்கூறுகளைப் பின் வருமாறுப் பெற 
முடியும் . அதாவது , P- யிலிருந்து 

P.11 எனும் 

கோட்டை 
X- அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையவும் . பின் OM என்பது P- ன் 
3- ஆயக்கூறாகவும் , 11P என்பது - ஆயக்கூறாகவும் அமையும் . 


இங்கு , தளத்தின் மீதுள்ள புள்ளிகளும் , ( x , y ) எனும் ஆயக் 
கூறுகளின் பல்வேறு மதிப்புகளும் , ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபு 
உடையன வாகும் என்பதைப் புரிந்து கொள்ளல் வேண்டும் 


குறிப்பு : 

( i ) மேலே கொடுக்கப்பட்ட வரையறைகளிலிருந்து , ஆதி 
யின் ஆயக்கூறுகள் ( 0 , 0 ) என்பதும் ; - அச்சின் மீதுள்ள எந்த 
ஒரு புள்ளிக்கும் ) -ஆயக்கூறு பூஜ்யமாகவும் ; Y- அச்சின் மீதுள்ள 
ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் x- ஆயக்கூறு பூஜ்யமாகவும் இருக்கும் 
என்பதும் நன்கு விளங்கும் . 

( ii ) x- ஆயக்கூறு மட்டாயம் ( abscissa ) என்றும் , y- ஆயக் 
கூறு குத்தாயம் ( ordinate ) என்றும் கூறப்படுவதுமுண்டு . 
( iii ) X- அச்சில் 0X எனும் 

பகுதியை மிகைப்பக்கம் 
என்றும் . 0X - ஐக் 

குறைப்பக்கம் 

என்றும் ; இதேபோன்று 
Y- அச்சில் OY என்பதை மிகைப்பக்கம் என்றும் , 0Y - ஐ குறைப் 
பக்கம் என்றும் வழங்குவதுண்டு . 

( iv ) ஒரே சமயத்தில் கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒன்றுக்கு மேற் 
பட்டப் புள்ளிகளைக் குறிப்பிட ( x1 , y1 ) , ( x ,, ya ) , ( x3, ys ) 
இன்னபிற ஆயக் கூறுகள் பயன்படுத்தப் படுகின்றன .. 
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( v ) இனிவரும் முடிவுகளில் முதல் காற்பகுதியிலேயே 
கொடுக்கப்பட்ட புள்ளிகளை எடுத்துக்கொண்டு அவற்றை நிறுவிய 
போதிலும் , அப்புள்ளிகள் நான்கு காற்பகுதிகளுள் எங்கிருந் 
தாலும் அம் முடிவுகள் உண்மையாக இருக்கும் 

என்பதை 
அறியவும் . 
( ஆ ) இரண்டு கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளுக்கிடையே 
உள்ள 

தூரம் காணுதல் . 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை A ( x1 , y ) B ( rs . } , ) எனக் 
கொள்வோம் . புள்ளிகள் 

A , B- யிலிருந்து X- அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக முறையே AL , BM எனும் கோடுகள் வரைவோம் . 
மலும் , B- யிலிருந்து AL- க்கு , BN என்ற செங்குக் துக் கோடு 
வரைவோம் . ஆகையால் படத்திலிருந்து , 

பின் வருமாறு 
கோடுகளின் நீளங்களைப் பெறலாம் . 


A 


N 


BN = ML OL - OM 
i.e. BN = ( x1- ) 

NA = LA - LN == LA - MB 
i.e. NA = ( y1 - ) 

இப்பொழுது செங்கோண 
முக்கோணம் , A NB - ல் , 
3. AB2 = BN2 + NA 

என்று 
தெரியும் . 
i.e.AB = ( x - x , ) + ( y | - y ) 


2 


yi 


2 


படம் 2 . 


| 


AB = 


2 


.. 


(x1 - x ) + ( 01 - 2 ) 


. 


குறிப்பு : 

( i ) A , B ஆகிய புள்ளிகளின் இடங்களை ஒன்றுக்கொன்று 
மாற்றி அமைப்போமானால் , 
AB = ( 

( x , -xJ + ( y , -y ) ” என்று பெறக்கூடும் . 
பொதுவாக , 
AB = ( ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் ) + ( ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் ) 
( ii ) B- க்குப் பதிலாக ஆதியை எடுத்துக்கொள்வோமானால் , 

OA = 1x12 + y ! " என்றாகும் . 
அதாவது ஆதியிலிருந்து P ( x , y ) எனும் புள்ளியின் தூரம் 
x2 + -y " என்பதாகும் . 
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. 


R 


B 


( இ ) இரண்டு புள்ளிகள் கொடுக்கப்படின் அவற்றை 
இணைக்கும் கோட்டைக் குறிப்பிட்ட விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி 
யின் ஆயக்கூறுகளைக் காணுதல் . 

A ( x , y1 ) , B ( x ,, y ) என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை 
இணைக்கும் கோட்டை , P ( x , 1 ) எனும் புள்ளி 1 : m என்ற 
விகிதத்தில் உட்புறமாகப் பிரிப் 
பதாகக் கொள்வோம் . A , B. P 
என்ற 

புள்ளிகளிலிருந்து , 
X- அச்சுக்குச் செங்குத்தாக 
AL , BM , PN எனும்கோடுகள் 
வரையவும் . மேலும் , NP- க்குச் 
செங்குத்தாக BQ என்ற கோட் 
டையும் , LA- க்குச் செங்குத்தாக 

கோட்டையும் 
வரையவும் . 

படத்தி 
லிருந்து , 

படம் 3 . 
BQ = MN = ON - OM = x x , என்றும் , 
PR NL OL - ON 

ON = X 1 

x என்றும் , 
QP = NP - NO = NP - MB = y - y , என்றும் , 

– 
RA = LA - LR = LA - NP = y - y என்றும் 
கிடைக்கப்பெறும் . 


PR என்ற 


M 


R 


பின் . 


மேலும் , செங்கோண முக்கோணங்கள் ARP , PQ B என்பன 
வடிவொத்தவை என்பது நன்கு விளங்கும் . 
ஆகையால் , 
AP PR RA 

என்று அமையும் . 
PB BQ 

OP 
AP 

PR 
முதலில் , 
PB BG 

எனும் விகிதசமத்தை எடுத்துக் கொள் 
வோமானால் , 


* 


-11 - x 

என்று கிடைக்கும் . 


121 


i.e. 1 ( x - x , ) = 12 ( x1 - x ) 
i.e. ( 1 + m ) x = lx , + mx ] 

la + mx | 
i e . 

+ m 


x 
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RA 
QP 


என்று 


AP 
இதேபோன்று , 

PB 
மானால் , 


எடுத்துக்கொள்வோ 


1 


y1_y என்று பெறலாம் , 
y - y2 


m 


= m ( y1 -y ) 


i.e. I ( y - ya ) 
i.e. ( 1 + m ) y 


ly , + my1 


i.e. 


ly . + my 

/ + in 


) 


y 


இவ்வாறு , P என்ற புள்ளியின் ஆயக்கூறுகளாவன : 


Ix , + llly1 

1 + in 


ly , + 1 

I + m 


குறிப்பு : 
( i ) P என்பது 

AB- ன் நடுப்புள்ளியாக இருக்குமானால் , 
1 : n = 1 : 1 என்றிருக்கும் . 

1.x. + 1.x1 .xy + x , 
P- ன் x- ஆயக்கூறு = 

1 + 1 

2 


1 1 + y2 
இதேபோல , P- ன் ; -ஆயக்கூறு = 

என்று 

2 
கிடைக்கும் . 
அதாவது ( x1 , J 1 ) , ( x ,, y , ) எனும் புள்ளிகளை இணைக்கும் 

X ] 

y1 -- 
கோட்டின் நடுப்புள்ளி 

என்பதாகும் . 
2 

2 


** 


எ 


( ii ) மேலே கண்ட முடிவில் P என்ற புள்ளி AB- ஐ உட்புற 
மாக 1 : m எனும் விகிதத்தில் பிரிப்பதாகக் கருதினோம் . 
ஆகையால் , இவ்விகிதத்தின் மதிப்பு மிகையாக இருக்கும் என்று 
கொண்டுள்ளோம் . ஆனால் Q என்று வேறு ஒரு புள்ளி AB- ஐ 
வெளிப்புறமாக 1 : n எனும் விகிதத்தில் பிரிக்குமானால் l / m 
குறைமதிப்புடையதாகும் . எனவே , மேலே பார்த்த முடி வில் 
1 - க்குப்பதிலாக ( -1 ) என்றோ அல்லது m- க்குப்பதிலாக ( -m ) 
என்றோ பிரதியிடுவோமானால் , ( -ன் ஆயக்கூறுகள் கிடைக்கும் . 


புள்ளி 


219 


இவ்வாறு , Q- ன் ஆயக்கூறுகள் , 


111.x1 


ly , – ny1 

1 - 112 


) 


என்றமையும் . 


/ 


112 


( iii ) A (xy ) , B ( 3 , .y ) . C ( x ,, ys ) என்ற புள்ளிகளை 
உச்சிகளாக உடைய முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச் சந்தி 
31 + x + x3 1 + 1 + y3 
3 

3 


E 


AABC- ன் பக்கங்கள் BC , 
CA , AB ஆகியவற்றின் நடுப் 
புள்ளிகளை முறையே D , E. F 
என்க . பின் , D. 

D. E. F- ன் 
ஆயக்கூறுகள் முறையே , 
x , --- x3 

2 -- 3 

2 


F 


3 


மற்றும் 


படம 4 . 


( " * . * " ) . 

( " ., --- -- ) என் றிருக் கும் . 


G எனும் புள்ளியில் AD , BE , CF என்ற மையக் கோடுகள் 
சந்திக்குமானால் , பின் G என்ற புள்ளி AD- ஐ 2 : 1 

எனும் 
விகிதத்தில் உட்புறமாகப் பிரிக்கும் என்று தெரியும் . 


எனவே , G- ன் x- ஆயக் கூறு 

x | + x , 
2 


இதேபோல . G- ன் - ஆயக்கூறு = 


( 1++ ) 


அதாவது , AABC- ன் மையக்கோட்டுச் சந்தி , 


c ( + 3 + 2 , " + 1 + 1 ) 


என்ற புள்ளியாகும் . 
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எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு ஜோடி புள்ளி 
களுக்குமிடையே உள்ள தூரம் காண்க . 

( i ) ( 6 , - 5 ) , ( - 2 - 11 ) 
( ii ) ( a cose , a sin a ) ( b cos 9.b sin o ) 

( iii ) ( at , 2 , 2aly ) , ( at , 2 , 2at , ) 
தீர்வு : 
( i ) கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை முறையே A , B என்க . 

A என்பது ( 6 , -5 ) 

B என்பது ( -2 , --11 ) என்றாகும் . 
எனவே , AB2 = [ 6- ( - 2 )] + [ - 5 - ( - 11 ) ] 

= 64 + 36 100 
i.e. AB 100 

= 10 


ஃ . 


2 


( ii ) A = ( a cos 8 , asin G ) , 

எனக் கொள்வோம் . 


B = ( b cos 8 , sin a ) 


ஃ . 


AB2 


2 


( a cos9 - b cos 9 2 --- ( a sing - b sin a 
( - b ) cos 9 ) . + 

+ [ ( a - b ) . sin a ] ? 
( a - b ) 2 ( cose 8 + sine g ] ( a - b ) 

( a - b ) 


2 


i.e. AB = 


( u - b ) 


2 


2 


( iii ) A = ( at ) , 23 : 1 ) , B = ( at , , 2at , ) என்று எடுத்துக் 

கொள்வோமானால் , 
AB2 ( at ) - at , 2 ] + [ 2at ) 2at , ) 

a " (t12 -1,2 ) " + ( 2a ) ” ( t1 - 1 ,) 
i.e. AB2 a { 11 - 1 , ) [ t ] + t , ) + 4 ] 
i.e. AB a [ l ] - 1 , ) ( 1 + 1 ) + 4 

( 0,1 ) என்ற புள்ளியை மையமாக உடைய வட்டத்தின் 
மீது , ( 1 , -1 ) , ( -1 , 3 ) ( 2 , 0 ) , ( -2 , 0 ) என்ற நான் த புள்ளி 
களும் அமைந்துள்ளன எனக் காட்டு . 
தீர்வு : 

வட்ட மையத்தை S என்றும் , கொடுக்கப்பட்டுள்ள நான்கு 
புள்ளிகளையும் முறையே A , B , C , D என்றும் குறிப்பிடுவோம் . 
ஆகையால் , S = ( 0 , 1 ) என்றாகும் . 
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மேலும் , A = ( 1 , - 1 ) ; B = ( -1 , 3 ) , C = ( 2 , 0 ) , 

D = ( - 2 , 0 ) என்றிருக்கும் . 
இப்பொழுது , 

ASS ( 1-0 ) 2 + ( -1 -1) 13 + 2 
BS2 ( -1 - 0 ) + ( 3 - 1 ) 1 * + 22 

5 
CS2 ( 2 - 0 ) + ( 0 - 1 ) 

22 + 1 = 

5 
DS2 

5 

22 + 12 
( - 2-0) + ( 0 - 1 ) 
இவ்வாறு , AS = BS = CS = 

= DS 5 என்று அறிகிறோம் . 


== 


|| 


அதாவது , A , B , C , D எனும் புள்ளிகள் ஒரே வட்டத்தின் 
துள்ளனவாகும் . 


3. ( 8 , - 10 ) , ( 0 , - 4 ) , ( 7 , - 3 ) என்ற புள்ளிகளை முனை 

உடைய முக்கோணம் ஒரு இருசமபக்க செங்கோண 
முக் கோணம் என்று நிறுவுக . 


களாக 


தீர்வு : 

முக்கோணத்தின் உச்சிகளை A , B , C என்க .. 
அதாவது , A = ( 8 , - 10 ) , B = ( 3 , - 4 ) , C = ( 7 , - 3 ) 

( 
ஃ AB2 ( 8-0 ) + ( - 10 + 4 ) 64 + 36 100 
BCA ( 0-7) + ( - 4 + 3 ) = 49 + 1 

50 
CA2 ( 7-8 ) + ( - 3 + 10 ) 1 + 49 = 50 


2 


எனவே , AB2 = BC2 + CAS = 100 என்றும் , மற்றும் 
CA = 50 என்றும் அறிகிறோம் . 

அதாவது A ABC 
ஒரு இருசமபக்க செங்கோண முக்கோணமாகும் . 


BC = 


4. ( 0 , - 1 ) , ( 2,1 ) , ( 0 , 3 ) , ( - 2 , 1 ) எனும் புள்ளிகளால் 
அமையப்பெறும் உருவம் ஒரு சதுரமாகும் என்று நிரூபிக்கவும் . 


புள்ளிகளைப் 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

படத்தில் உள்ளவாறு 
குறித்துக் கொள்வோம் . படத்தில் காணப்படும் நாற்கரத்தை 
ABCD எனக் குறிப்பிடுவோமானால் , 

A = ( 2 , 1 ) , B = ( 0 , 3 ) 
C = ( -2 , 1 ) , D = ( 0 , -1 ) என்றாகும் . 
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ஆகையால் , 


AB2 


= ( 2-0 ) 2 + (1-3 ) = 8 


BC2 


( 0 + 2 ) = + ( 3-1 ) - = 8 


CD = = ( -2 + 0 ) + ( 1- 1 ) = 8 
DA = ( 0 - 2 ) + ( - 1 - 1 ) 8 


1 ir 


B 


CC 


AN 


1 


ly 


படம் 5 . 


எனவே , AB = BC = CD = DA = 2 2 என்றாகும் . 
மேலும் , AC2 

( 2 + 2) + ( 1 - 1 ) 2 = 16 
ஆனால் , AB ? + BC2 = 8 + 3 = 16 


AB2 + BC2 = AC2 


இதேப்போல , AB2 + AD ? = BD2 என்று கண்டு கொள்ள 
லாம் . எனவே ABCD என்ற நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் சமமாகவும் , 
அடுத்தடுத்துள்ள பக்கங்களுக்கிடையே உள்ள கோணம் செங் " 
கோணமாகவும் இருப்பதால் , அது ஒரு சதுரமாகும் . 


5. ( 2 , - 4 ) , ( -- 4 , 6 ) என்ற புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் 
கோட்டை 2 : 3 எனும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகளைக் 
கண்டுபிடி . 
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புளளி 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டப் புள்ளிகளை A , B என்றும் , AB- ஐ உள்ளாக 

என்றும் 
எனும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியை P ( x , y ) 
குறிப்பிடுவோம் . பின் 
2 ( -4 ) + 3 ( 2 ) 

2 + 3 
-8 + 6 

2 
5 

อี 


B 


* 


-- 6 


* 


உ 


2 ( 6 ) + 3 ( - 4 ) = 0 


y == 


0 ( 2 , -4 ) 


2 -- 3 


படம் 6 . 


.. 


P என்பது 


( 


2 
5 


0 ) 


என்ற புள்ளியாகும் . 


1 


- 


2 
அடுத்து , AB- ஐப் புறமாக 

எனும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் 

31 
புள்ளியை Q ( 3 , y ) எனக் குறிப்பிடுவோமானால் , 

2 ( -4 ) - 3 ( 2 ) 


14 , 
2 - 3 
2 ( 3 ) - 3 ( -4 ) 12 + 12 
y 

24 என்று 
பெறலாம் . 

அதாவது ) என்பது ( 14 , - 24 ) எனும் புள்ளியாகும் . 

6. ( 3,7 ) , (6.5 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டை , 
( 15 , -1 ) என்ற புள்ளி என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கும் ? 
தீர்வு : 

A ( 3 , 7 ) , B ( 6 , 5 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டை 
P ( 15 , 1 ) எனும் புள்ளி 1 : m என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கட்டும் . 

ஆகையால் , P- ன் - ஆயக்கூறு 
8 
( 5,5 ) 

| ( 6 ) -- !!! ( 3 ) 

( 1+ 11 ) 


P 


m 


= 


2 


அதாவது , 15 


61+ 3m 
( 1+ m ) 


A (3,7 ) 


படம் 7 


je . 15 ( + in ) = 61 + Sm 
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ml 


i.e. 91 = - 12m 
1 12 

4 
i.e. 

9 
எனவே , P என்ற புள்ளி AB- ஐப் புறமாக 4 : 3 எனும் 
விகிதத்தில் பிரிக்கின்றது . 

7. A ( 1 , -2 ) , B ( 3 , 2 ) , C ( 6 , 8 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
கோட்டமைவன என்று நிரூபிக்கவும் . 
தீர்வு : 

A = ( 1 , - 2 ) ; B = ( 3,2 ) , C = ( 6,8 ) என்று கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . 

ஃ . ABS = ( 1 - 3 ) 2 + ( -2-2 ) 2 = 4 + 16 = 20 

i.e. AB = 20 2-5 
அடுத்து , BC2 = ( 3-6) + ( 2-8 ) 2 = 9 + 36 

9 + 36 = 45 
i.e. BC = 145 = 3/5 

CA2 = ( 6-1 ) : + ( 8 + 2 ) 2 = 25 + 100 
i.e. CA = 4125 = 5/5 
எனவே , AB + BC = 2 5 + 305 

= 5 15 

= CA , என்று அறிகிறோம் . 
அதாவது , A , B , C என்பன 

என்பன ஒரு கோட்டமைவன என்று 
தெரிகிறது . 

8. ( 5 , 2 ) , ( 3 , -4 ) , ( -2 , 5 ) எனும் புள்ளிகளை உச்சி 
களாக உடைய முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தியைக் 
காண்க . 


= 125 


தீர்வு : 


2 


F 


E 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
புள்ளிகளை A , B , C என்று 
குறிப்பிடுவோம் . மேலும் , 
BC- ன் நடுப்புள்ளியை D 
என்க . 


G 


பின் , 


1 


c 


A = (5,2 ) , B = ( 3 , - 4 ) , 
C = ( - 2 , 5 ) 


படம் 8 . 


புள்ளி 


285 


D = 


( *- -45) : 


j.e. 


D 


> = ( . ) 


இப்பொழுது , AABC- ன் மையக்கோட்டுச் சந்தி G எனில் , 
AD- ஐ G எனும் புள்ளி 2 : 1 எனும் விகிதத்தில் உள்ளாக பிரிக்கும் 
என்று தெரியும் . ஆகையால் , 

2. ! + 5 
G- ன் : ஆயக் கூறு 

= 2 என்றும் , 


) 


2 + 1 


G- ன் y ஆயக் கூறு = 

2. +2 

= 1 என்றும் கிடைக்கும் 

+1 
அதாவது , G என்பது ( 2 , 1 ) எனும் புள்ளியாகும் . 
குறிப்பு : 

A ( x , y ) , B ( X , , y ) , C ( xy , y3 ) , என்ற புள்ளிகளால் 
அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச்சந்தி , 

x + x + x3 y1 + y + y3 
G 

என்று கண்டுன் ளோம் . 
3 

3 


( 


5 + 3 - 2 2 - 4 + 
இதைப் பயன்படுத்தி , G = 

4 + 5 
3 

3 

( 2 , 1 ) என்றும் பெறக் கூடும் . 
( ஈ ) முக்கோணத்தின் பரப்பு காணுதல் 

.Y Y 


= 


A 


B 


X 


M. 


L 


N X 


படம் 9 . 


( i ) A [ x ] , y1 ) , B ( x ,, y , ) , C ( xg , ys ) என்ற புள்ளிகளால் 
அமையப்பெறும் முக்கோணத்தை எடுத்துக் கொள்வோம் .. 
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படத்தில் காட்டியுள்ள வாறு , 1 அச்சுக்குச் செங்குத்தாக AL . , BM , 
CN என்ற கோடுகளை வரையவும் . பின் , 


1.O 


Y 


OL 

OV = . என்றும் 
LA == I ) , ! 1B == I ,, VC == ! ; என்றும் தெரிந்து கொள்ள 
லாம் . 


இப் பொழுது , / ABC- ன் பரப்பைப் பின் வருமாறு மூன்று 
சரிவகங்கள் மூலம் எழுதலாம் . 


இவ்வாறு , 

A ABC- ன் பரப்பு 


சரிவகம் ABLI- ன் பரப்பு 
+ சரிவகம் ALNC- ன் பரப்பு 

சரிவகம் B :MANC- ன் பரப்பு 


1 
2 


( y2 -1) ( OL - O.M ) + J1 + ys ) ( ON - OL ) - ( y , + y3 ) 


2 


1 
2 


- 1 ( ( MB + LA ) ML ) + 2 [[ I.A + NC} LN ) 

( ( MB 

( MB- + NC ) MN 
[ + + ( 

(ON - OM )) 
[ + 
( 91 + y ,) ( x - x ) + ( y s + y1 ) ( x ; -X ) – ( y : + ys ) 

( 43 - s ) ) 
[ , y (x ) ) 
0+ 

( x ; --*-)) 
* y ->s) + % ( 0 > - > ) + ( ) :-) ) ) 
- | - - + z [ x : ( .- 73 ) 


= 


2 


1 


== 


ខ 


( இங்கு - என்பது முக்கோணத்தின் பரப்பைக் குறிக்கும் 
அடையாளமாகும் ) 


புள்ள. 
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( ii ) மேலே கண்ட முடிவில் , புள்ளி C க்குப் பதிலாக , ஆதி 
( 0 ) -யை எடுத்துக்கொள்வோமானால் , 


0 ) + x , ( 0 - y ) 


20.12 - ல் பரப்பு = " (x: ( : 

= 0 (01-1 ; ) ) 
1 ( * ) ; -- * , ) ; ) 


i.c. 


-- 


குறிப்பு : 

( i ) முக்கோணத்தின் உச்சிகளை வலஞ்சுழியாக எடுத்துக் 
கொள்வோமானால் அதன் பரப்பு குறைமதிப்பாகவும் , இடஞ்சுழி 
யாக எடுத்துக்கொண்டால் முக்கோணத்தின் பரப்பு மிகைமதிப் 
பாகவும் இருக்கும் என்பதை கவனிக்கவும் . 

( ii ) A , B , C என்பன ஒரு கோட்டமைப் புள்ளிகளாயின் ,, 
AABC- ன் பரப்பு பூஜ்யமாக இருக்கும் என்று அறியவும் . 


ஆகையால் , 3 x ( y : - } } ] = 0 என்றாகும் . 


அதாவது , [ x1 ( y , - ys ) + x , ( / 3 - 1 ) + x3 ( 1 - ya ) ] = 0 

இதையே ( x , y ) , ( x ,,ys ) , ( xg , l s ) என்ற மூன்று புள்ளிகளும் 
ஒரு கோட்டமைவதற்கான நிபந்தனையாக எடுத்துக்கொள்ள 
லாம் . 


( iii ) முக்கோணத்தின் பரப்பு காணும் விதியைப் பயன் 
படுத்தி , நாற்கரத்தின் பரப்பைக் காணமுடியும் . முதலில் நாற் 
கரத்தின் உச்சிகளை முறையாக வரைப்படத்தில் குறித்துக் கொள்ள 
வேண்டும் . அதன் பின் அந் நாற்கரத்தை இரண்டு முக்கோணங் 
களாகப் பிரித்து பரப்புக் காணுதல் வேண்டும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
9. ( 3 , - 2 ) , ( -5 , -4 ) , ( -3 , -7 ) என்ற புள்ளிகளால் 
அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் பரப்பைக் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை முறையே A , B , C எனக் 
கொள்வோம் . 
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ஆகையால் , A = ( 3 , - 2 ) 

B = ( - , -4 ) 

C = ( -3 , -7 ) 
எனவே , AABC- ன் பரப்பு 

1 

3 7 - 


1 


( 9 + 25-6 ) 


= 14 ச . அலகுகள் . 
10. பின்வரும் புள்ளிகளை 
கரத்தின் பரப்புக் காண்க . 


உச்சிகளாக 


உடைய நாற் 


B 


A 


K 


D 


படம் 10 . 
புள்ளிகள் : ( -1 , -2 ) , ( 2 , 1 ) , ( 3 , 4 ) , ( 1 , 2 ) , 
தீர்வு : 

பரப்பைக் காணும் முன்பு கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை 
வரைப்படத்தில் குறிக்கவும் . இவற்றைப் படத்தில் காட்டியுள்ள 
வாறு , A ( 2 , 1 ) , B ( 3 , 4 ) , C ( 1 , 2 ) , D ( -1 , -2 ) என்று முறை 
யாக எடுத்துக்கொள்ளவும் . எனவே நாற்கரம் ABCD- ன் பரப்பு 

= AABC- ன் பரப்பு + AACD- ன் பரப்பு 


== 2 


" [24-2) + 3 ( 2-1 ) + 1( 1-4 ) 

+1 [22 +2) +1(-2-1 ) +( - 1) ( 1-2 ) ) 


+ 


283. 


புள்ளி 


== 


[ 4+ 3 + ( - 3 , + 8 - 3 + 1 

1 ) 
= 5 ச . அலதகள் . 


11. ( 4,2 ) , ( 7,5 ) , ( e , 7 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு கோட் . 
டமைவன என்று காட்டு . 


தீர்வு : 

A ( 4 , 2 ) , B ( 7 , 5 ) , C ( 9 , 7 ) என்று எடுத்துக் கொள் 
வோமானால் , 


பின் , AABC- யின் பரப்பு = 


( 45 

4 ( 5-7 ) +7 ( 7-2 ) +9 ( 2-5 ) ) 
( 

27 ) 


== 


- 8 + 35 - 27 


0 . 


முக்கோணத்தின் பரப்பு பூஜ்யமாக இருப்பதால் , இம்மூன்று 
புள்ளிகளும் ஒரே நேர்கோட்டின் மீது அமைவனவாகும் . 


( உ ) இயங்குவரை அல்லது நியமப்பாதை ( Locus ) 


வரையறை 


1 


ஒரு புள்ளியின் இயக்கம் , குறிப்பிட்ட நிபந்தனைகளை நிறைவு 
செய்யுமாறு அமைந்திருக்குமானால் , அப்புள்ளி நகர்ந்து செல்லும் 
பாதையை அதன் இயங்குவரை அல்லது நியமப்பாதை என்று 
அழைக்கிறோம் . அதாவது , ஏதேனும் ஒன்று அல்லது ஒன்றுக்கு 
மேற்பட்ட நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டு நகர்ந்து செல்லும் புள்ளியின் 
பாதையை அல்லது வழியை 

அப்புள்ளியின் 

நியமப்பாதை . 
என்கிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 

( i ) ஆதியிலிருந்து ஒரு நிலையான தூரத்தில் இருக்குமாறு 
ஒரு புள்ளி நகருமானால் , அதனுடைய இயங்குவரை , ஆதியை 
மையமாகவும் , கொடுக்கப்பட்ட நிலையானதூரத்தை ஆரமாகவும் 
கொண்டுள்ள வட்டமாகும் . 

( ii ) X- அச்சிலிருந்து எப்பொழுதும் ஒரே தூரத்தில் இருக்கு 
மாறு நகர்ந்து செல்லும் புள்ளியின் நியமப்பாதை , X- அச்சுக்கு , 
ணையாக உள்ள ஒரு நேர்க்கோடாகும் . 
க . ஓ , அ . - 19 
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( iii ) கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரண்டு புள்ளிகளிலிருந்து சம 
தூரத்தில் இருக்குமாறு ஒரு புள்ளி நகர்ந்து செல்வதாகக் கொள் 
வோமானால் , 

அப்புள்ளியின் நியமப்பாதை கொடுக்கப்பட்ட 
இரண்டு புள்ளிகளையும் இணைக்கும் கோட்டை இரு சமபாகங் 
களாகவும் , செங்குத்தாகவும் பிரிக்கும் ஒரு நேர்கோடாகும் . 


இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

ஏதேனும் ஒருநிலையில் ஒரு நகரும்புள்ளியின் ஆயக்கூறுகளை 
( x , y ) என்று குறிப்பிடுவோம் . பின் , கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனை 
அல்லது நிபந்தனைகளை நிறைவு செய்யுமாறு x , y என்ற மாறி 
களுக்கிடையே ஒரு இயற்கணிதத் தொடர்பு காணமுடியுமானால் , 
அத்தொடர்பு இயங்குவரையின் சமன்பாடு ( Equation ) என்று 
கூறப்படும் . இயங்குவரையின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியும் 
இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் ; மற்றும் , இயங்குவரைக்கு 
வெளியில் உள்ள எந்த புள்ளியும் இச்சமன்பாட்டை நிறைவு 
செய்யாது . மேலும் , இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் 
ஒவ்வொரு புள்ளியும் , இயங்குவரையின் மீது அமைந்திருக்கும் 
என்பதையும் அறியவும் . எனவே , இயங்குவரைகளைக் குறிப்பிட 
அவற்றின் சமன்பாடுகளை யே எடுத்துக்கொள்வது வழக்கமாகும் . 


என்ற 


மேலே கொடுக்கப்பட்ட எடுத்துக்காட்டுகளுள் ( i ) - ல் காணப் 
படும் இயங்குவரையின் சமன்பாடு x2 + y2 = a2 
அமைப்பில் இருக்கும் . இங்கு a என்பது ஆதியிலிருந்து நகரும் 
புள்ளி அமைந்துள்ள நிலையான தூரத்தைக் குறிக்கின்றது . 


இதுதான் ஆதியை மையமாக உடைய வட்டத்தின் சமன் 
பாடாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
12. ( -3 , - 4 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து எப்பொழுதுமே 5 
அலகு தூரத்தில் இருக்குமாறு நகர்ந்து செல்லும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதையைத் தீர்மானிக்கவும் . 


தீர்வு : 

ஏதேனும் ஒரு நிலையில் , நகரும் புள்ளியை P ( x , y ) என 
எடுத்துக்கொள்வோம் . கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை C என்க . 
ஆகையால் , PC = 5 அலகுகள் என்றறிகிறோம் . 


. 
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PC ? 

= 25 


P ( 2.9 


5 


ct - 3 , -4 ) 


ஆனால் , P = ( x , y ) , 

C = ( - 3 , - 4 ) 
எனவே , PC2 = ( X + 3 ) 

+ ( y + 4 ) 
i.e. ( x + 3 ) + ( y + 4 ) . 

| = 25 
i.e. x2 + y : + -6.r + 8y = 0 


படம் 11 . 


இச்சமன்பாடு வட்டத்தைக் குறிக்குமாதலால் , தேவையான 
நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என்று அறிகிறோம் . 


13. ( 7,8 ) , ( -1 , 6 ) ஆகிய இரண்டு புள்ளிகளிலிருந்தும் 
சமதூரத்தில் , எப்பொழுதுமே , இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதையைக் காண்க , 

தீர்வு : 


presyo 


Pe , y ) 


தேவையான இயங்கு 
வரையின் மீதுள்ள ஏதே 
னும் ஒரு புள்ளியை P ( x , y ) 
எனக்கொள்க . கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை A , B 
என்க . எனவே . PA = PB 
என்று தெரிகிறது . 
i.e. PA2 

PA2 = PBS 


படம் 12 . 


இங்கு P = ( x , J ) , A = ( 7 , 8 ) B = ( - 1 , 6 ) 
ஃ ( x -- 7 ) " + ( y - 8) = ( x + 1 ) + (1-6 ) 
i.e. ( x - 14x + 14 ) + ( y2-16y + 64 ) = ( x * + 2x + 1 ) } 

+ 

+ ( y : - 12y + 36 ) 
i.e. 4x + y = 19 
இந்த நியமப்பாதை ஒரு நேர்கோடாகும் . 


14. ( 1,2 ) , ( - 2 , 1 ) எனும் புள்ளிகளுடன் ஒரு நகரும் 
புள்ளி P உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் 

பரப்பு 
அலகுகள் எனில் , P- ன் நியமனப்பாதை என்ன ? 


6 சதுர 
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புள்ளிகளாக 


தீர்வு : 
A , B 

என்பன கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
இருக்கட்டும் . 

.. APAB- ன் பரப்பு = 6 ச . அ . 


i .. 


1 
2 


[ x ( 2-1 ) +1 ( 1 - J ) - 20y - 2 ) ] = 8 


i.e. x - y - 2y + 5 = 12 
i.e. X - 3y = 7 


இச்சமன்பாடும் ஒரு நேர்கோட்டைத்தான் 
என்பதை அறியவும் . 


குறிக்கும் 


பயிற்சி 
1. கீழ்க்காணும் ஒவ்வொரு ஜோடி புள்ளிகளுக்குமிடையே 

உள்ள தூரத்தைக் கணக்கிடு . 
( i ) ( 3 , - 2 ) ; ( - 1 , - 5 ) 
( ii ) ( - 3 , - 5 ) ; ( 4. - 2 ) 
( iii ) ( a + b , b + c ) ; (b + c ( + a ) 
( iv ) ( a cos d , a sin d ) ; ( a cos , asin B ) 


2 
. 


பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள மூன்று 
புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தை உருவாக்கும் 
என்று நிரூபிக்கவும் . 
( i ) ( 0 , 0 ) ; ( 4 , 0 ) ; ( 2,203) 
( ii ) ( 1,2 ) ; ( 1,6 ) ; ( 1 +23, 4 ) . 
• (iii ) ( 2 , -2 ) ; ( -2 , 2) ; ( 213, 23) . 


. 


3 . 


பின் வரும் தொகுதிகள் ஒவ்வொன்றிலும் காணப்படும் 
புள்ளிகள் ஒரு இருசமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகள் 
என நிறுவுக . 
. ( i ) ( 5 , 7 ) ; ( 3 , -4 ) ; ( 0 , -2 ) .. 
( ii ) ( 1 , 0 ) ; ( 4 , -2 ) ; ( -2 , -2 ) .. 
( iii ) ( -3 , 2 ) ; ( -1 , -- 2) ; ( 1 , 0 ) . 
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4 , கீழேயுள்ள ஒவ்வொரு பிரிவிலும் இருக்கும் புள்ளிகள் 

ஒரு செங்கோண முக்கோணத்தின் முனைகளாக அமையும் 
என்று காட்டு . 
( i ) ( 5 , 1 ) ; ( 1 , -3 ) ; ( -5 , 3 ) . 
( ii ) ( 1 , 2 ) ; ( 2 , 4 ) ; ( - 5 , 5 ) . 
( iii ) ( 7 , 9 ) ; ( 3 , -7 ) ; ( -3 , 3 ) . 


5. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் 

காணப்படும் 4 புள்ளிகளும் ஒரு இணைகரத்தை உரு 
வாக்கும் என்று நிரூபி . 
( i ) ( 5 , 3 ) ; ( 5,7 ) ; ( -1 , 1 ) ; ( 11 , 9 ) . 
( ii ) ( 1 , 0 ) ; ( 4 , 3 ) ; ( -2 , -1 ) ; ( 1 , 2 ) . 
( iii ) ( 2 , 6 ) ; ( 5 , 1 ) ; ( -3 , 3 ) ; ( 0 , - 2 ) . 


6. கீழ்க்காணும் புள்ளிகள் செவ்வகத்தின் உச்சிகளாக 

அமையும் என்று காட்டு . 
( i ) ( 1 , 1 ) ; ( 3 , 5 ) ; ( 4 , 4 ) ; ( 0 , 2 ) . 
( ii ) ( 8 , 4 ) ; ( 2 , -2 ) ; ( 5 , 7 ) ; ( -1 , 1 ) . 
( iii ) ( 4 , 3 ) ; ( 12 , 9 ) ; ( 15 , 5 ) ; ( 7 , -1 ) . 


7 . பின் வருவன ஓவ்வொன்றிலும் உள்ள 3 புள்ளிகள் ஒரு 

கோட்டமைவன என்று நிறுவுக . 
( i ) ( 4 , 2 ) ; ( 7 , 5 ) ; ( 9 , 7 ) . 
( ii ) ( 1 , 4 ) ; ( 3 , -- 2) ; ( -3 , 16 ) 
( iii ) ( 1 , 3 ) ; ( 2 , 7 ) ; ( -2 , -9 ) . 


8. ( 1 , -1 ) ; ( -1 , 3 ) ; ( 2 , 0 ) ; ( -2 , 0 ) ஆகிய நான்கு 

புள்ளிகளும் ( 0 , 1 ) எனும் புள்ளியை மையமாகக் 
கொண்டுள்ள வட்டத்தின் மீதுள்ளன 

என்று 
நிரூபிக்கவும் . 


9 . 


மையத்தை. ( 4 , 3 ) எனும் புள்ளியில் கொண்டுள்ள 
வட்டத்தின் மீது , ( 9 , 3 ) ; ( 7 , -1 ) ; ( 1 , -1 ) என்ற 
புள்ளிகள் அமைந்துள்ளன என்று காட்டு . 


* 


10. ( 1 , - 2 ) , ( -3,4 ) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து ( x , y ) எனும் 

புள்ளி சமதூரத்தில் இருக்குமானால் ( 2x - 3y + 5 ) = 0 
என்றிருக்கவேண்டும் எனக்காட்டு . 
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11 . 


( x , y ) , ( - 3,2 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டை 
( 4 , 5 ) என்ற புள்ளி இரு சம பகுதிகளாகப் பிரிக்குமானால் , 
X , y இவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க . 


O 


12. ( 2 , 3 ) , ( 4 , -7 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு 

1 : 2 எனும் விகிதத்தில் உள்ளாகவும் , புறமாகவும் பிரிக் 
கப்படும் புள்ளிகளைக் கண்டுபிடி . 


13 . 


P , Q எனும் புள்ளிகள் ( - 5 , 0 ) , ( 0 , -6 ) என்ற புள்ளி 
களைச் சேர்க்கும் கோட்டை உள்ளாகவும் , புறமாகவும் 
3 : 5 எனும்விகிதத்தில்பிரிக்குமானால் , P , Q ஆகியவற்றின் 
ஆயக் கூறுகளைக் காண்க . 


14. A ( -2 , 3 ) , B ( 4 , -5 ) என்ற புள்ளிகள் கொடுக்கப்பட் 

டுள்ளன . மேலும் , P , () என்ற புள்ளிகள் AB- யை உள் 
ளாகவும் , புறமாகவும் 2 : 3 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் 
என்று தெரிந்தால் , P , Q- ன் ஆயக்கூறுகள் என்ன ? 


15. ( 2,3 ) , ( - 4 , 7 ) எனும் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டை 

( -7 , 9 ) என்ற புள்ளி என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கும் ? 


16. ( 6 , 0 ) , ( 0 , 4 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு 
9 
என்ற 

புள்ளியினால் என்ன விகிதத்தில் 
2 
பிரிக்கப்படும் ? 


17. பின்வரும் தொகுதிகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ளபுள்ளிகள் 

ஒரு கோட்டமைவன என்று காட்டு . மேலும் , AB : BC 
என்ற விகிதத்தின் மதிப்பையும் காண்க . 

( i ) A ( 4 , 2 ) ; B ( 7 , 5 ) ; C ( 9 , 7 ) . 
( ii ) A ( 1 , -2 ) ; B ( 3 , 2 ) ; C ( 6 , 8 ) . 
( iii ) A ( -1 , 2 ) ; B ( 4 , -5 ) ; C ( -11 , 16 ) . 


கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு பிரிவிலும் காணப் 
படும் புள்ளிகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் 
மையக்கோட்டுச்சந்தியைக் கண்டுபிடி . 

( i ) ( 4 , -3 ) ; ( 5 , 7 ) ; ( -3 , 2 ) . 
( ii ) ( 2,4 ) ; ( -4 , 6 ) ; ( 6 , ( ) ) . 
( iii ) ( 8 , - 3 ) ; ( 4 , 1 ) ; ( -6 , - 5 ) . 
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19 . 


ஒரு முக்கோணத்தின் இரண்டு முனைகள் ( 6,2 ) , ( 1 , -2 ) 
என்றும் , அம்முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச்சந்தி 
( 7 , 5 ) என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருப்பின் , அதன் மூன்றா 
வது முனையைக் கண்டுபிடி .. 


20 . 


AABC- ல் , பக்கம் AB- ன் நடுப்புள்ளி ( 1 , 4 ) ; புள்ளிகள் 
B , C- ன் ஆயக்கூறுகள் முறையே ( 3 , 2 ) , ( 5 , 4 ) எனில் , 
AC- ன் நடுப்புள்ளியின் ஆயக்கூறுகள் என்ன ? 


21. ஒரு 


ஒரு இணைகரத்தின் அடுத்தடுத்துள்ள மூன்று முனைகள் 
( 3,1 ) , ( 4 ) , ( - 1 , 5 ) என்றால் , நான்காவது முனையைக் 
காண்க . 


22 . 


ஒரு இணைகரத்தின் உச்சிகளுள் மூன்றின் ஆயக்கூறுகள் 
( 2 , ! ) ( 5 , 4 ) , ( 1 , 4 ) என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 
( 2. 1 ) எனும் புள்ளிக்கு எதிரே உள்ள நான்காவது 
உச்சியின் ஆயக்கூறுகள் என்ன ? 


23 . 


ஒரு 

முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள் 
( -1 , -2 ) , ( 1 , -4 ) , ( 6 , -1 ) என்றால் , அம்முக் 
கோணத்தின் முனைகளைக் கண்டுபிடி . 


24. சாய்வு சதுரம் ஒன்றின் மூன்று முனைகள் ( 1 , - 2 ) , 

( -5,1 ) , ( 1,4) என்றால் , அதனுடைய நான்காவது 
முனையைக் காண்க . 


25. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு தொகுதியிலும் 

உள்ள புள்ளிகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் 
பரப்புக் காண்க . 
( i ) ( 9,3 ) ; ( 5 , 2 ) ; ( 3 , 5 ) . 
( ii ) ( - 2,3 ) ; ( -7,5 ) ; ( 3 , - 5 ) . 
( iii ) ( 0 , 2 ) ; ( - 4 , 0 ) ; ( 3 , - 5 ) . 


26 . பின்வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் கொடுக்கப்பட் 

டுள்ள புள்ளிகள் உருவாக்கும் நாற்கரத்தின் பரப்பைக் 
கணக்கிடு . 
( i ) ( 1 , 2 ) ; ( 2 , -3 ) ; ( -2,4 } ; ( -1 , - 5 ) . 
( ii ) ( - 2 , 4 ) ; ( 1 , - 3 ) ; ( 9 , -5 ) ; ( - 4 , 2 ) . 
( iii ) ( - 1,3 ) ; ( 6,3 ) ; ( 5 , - 8 ) ; ( - 2 , - 9 ) . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


27. முக்கோணத்தின் பரப்பு காண்பதன் மூலம் , பின் வரும் 
ஒவ்வொரு தொகுதியிலும் உள்ள 

புள்ளிகள் 
கோட்டமைவன என்று நிறுவுக . 
( i ) ( 2 , 0 ) ; ( 6 , -8 ) ; ( 1 , 2 ) . 
( ii ) ( 6 , 3 ) ; ( 1 , -1 ) ; ( -4 , - 5 ) . 
( iii ) ( b , c + a ) ; ( c , a + b ) ; ( a , b + c ) . 


28. ( a , 2 - 2a ) , ( 1 a , 2a ) , ( - 4 - 6 - 2a ) எ 

20 ) எனும் 
புள்ளிகள் ஒரே நேர்கோட்டின் மீது 

அமைந்திருக்க 
வேண்டுமானால் a- ன் மதிப்பைக்கண்டுபிடி . 
29. ( 4 , 3 ) , ( 11 , - 2 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்ம் 

கோட்டின் மீது ( a , b ) என்ற புள்ளி அமைவதற்கான 

நிபந்தனை என்ன ? 
30. ( i ) ( 4 , - 10 ) ; ( -8 , 8 ) ; ( ii ) ( 3 , 0 ) ; ( -3 , 0 ) 

, ) , 
( iii ) ( a + b , a - b ) ; ( a - b , a + b ) எனும் ஒவ்வொரு 
ஜோடிப் புள்ளிகளிலிருந்து சமதூரத்தில் இருக்குமாறு 
நகர்ந்து செல்லும் புள்ளியின் நியமப் பாதையைக் 
காண்க . 


31. ( 5 , 3 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு நகரும் புள்ளியின் 

தூரம் , ( -1,2 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து உள்ள தூரத்தைப் 
போன்று இரண்டு மடங்காக இருக்குமானால் அப்புள்ளி 

யின் நியமப்பாதை என்ன ? 
32. ( 7 , 6 ) , ( -3 . -4 ) எனும் புள்ளிகளிலிருந்து உள்ள 

ஒரு நகரும் புள்ளியின் தூரங்கள் 7 : 8 என்ற விகிதத்தில் 
இருக்குமாறு அப்புள்ளி நகர்ந்து செல்கிறது . அதன் 
இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


33 . 


X , Y அச்சுக்களிலிருந்து உள்ள ஒரு நகரும் புள்ளியின் 
தூரங்களின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 6 அலகு என்றி 

ருந்தால் , அப்புள்ளியின் நியமப்பாதையைக் காண்க . 
34. A , B என்ற புள்ளிகளின் ஆயக்கூறுகள் முறையே ( 2,5 ) , 
( -2 . - 5 )) 

என்றும் , PA2 
PA2 - PB2 
PB2 = 16 

என்றும் 
கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , P- ன் இயங்குவரை என்ன ? 
35. ( 2 , - 3 ) , ( 3 , - 4 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

கோட்டின் மையக் குத்துக்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி , 
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புள்ளி 


விடைகள் 


( iii ) ( a - C + ( a - b ) 


1. ( i ) 5. ( ii ) 158 

( iv ) 2 a sin 


11 . 


x = 11 , y = 8 . 


12 . 


13 . 


in ( 2 ) 
( 8. - 1 ) : ( 0 , 18 ) . 
( - 2.- :): ( - 25 , 9 ) 
P = (6-3 ) 2 = ( - 14 , 

17. (1) ( i ) 
( iii ) - * 
( , ( 

. 3 " ) (i ) 

(i) ( 

(2-3 ) 


14 . 


Q = ( - 14,19 ) . 


2 


15. ( -3 ) : 1 . 


16. 1 : 3 . 17. ( i ) 


ஒ 


4 


18. ( i ) ( 2 , 2 ) , ( ii ) 


2 
, 


19. ( 14 , 15 ) . 20. ( 2,5 ) . 21. ( - 2 , 2 ) . 
22. ( 4 , 7 ) . 23. ( 8 , -3 ) , ( 4 , 1 ) , ( -6 , -5 ) . 
24. ( 7 , 1 ) . 25. ( i ) 
25. ( i ) 7 ச . அலகு . 

( ii ) 15 ச . அலகு . 
( iii ) 17 ச . அலகு . 
26. ( i ) 21 ச . அலகு . ( ii ) 35 ச . அலகு . ( iii ) 80 ச . அலகு . 

1 
28 . 

- 1 . 
2 

29. 5a + Tb = 41 . 
30. ( i ) 2x - 3y + 1 = 0 . ( ii ) x = 0 ( iii ) y = x 
31. 3x2 + 3y3 + 18x - 10y 

14 = 0 . 
32. 3x2 + 3ye 

238x - 232y + 843 = 0 
33. x + y = 6. 34. 2x + 5y + 4 = 0 . 35. - y = 6 . 


a 


2. நேர்கோடு 

( Straight line ) 


( அ ) நேர்கோட்டின் சரிவு அல்லது , சாய்வு விகிதம் ( Slope or 

Gradient of a Straight line ) 
ஒரு கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு ஆயக்கூற்று அச்சுகளை 
முறையே A , B என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுவதாகக் கொள் 
வோம் . இக்கோடு X- அச்சின் மிகைப் பகுதியுடன் உண்டாக்கும் 
கோணத்தை இடஞ்சுழியாக 

கிடைக்கப்பெறும் 


அளவிட 


y 


B 


KO 


x " 


- 


O 


8 


y 


படம் 13 . 


மதிப்பை 9 எனக் கொள்வோம் . பின் , 9 என்பது நேர் கோடு 
AB- ன் சாய்வுக்கோணம் என்றும் ; tan 8 என்ற விகிதம் 
அக்கோட்டின் சரிவு அல்லது சாய்வுவிகிதம் என்றும் கூறப்படும் . 
இந்த விகிதத்தைப் பொதுவாக m என்று குறிப்பிடுகிறோம் . 
ஆகையால் , m = tan ) என்று தெரிகிறது . 


நேர்கோடு 
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இங்கு 9 - ன் மதிப்பு 0 °-யிலிருந்து 180 ° வரையிலுள்ள 
கோணங்களுள் ஏதேனும் ஒரு கோணமாக இருக்கக்கூடும் . 
எனவே , 8 என்பது: ஒரு குறுங்கோணமாயின் tan 9 - ன் மதிப்பு 
மிகையாகவும் ; அது ஒரு விரிகோணமாயின் tan e- ன் மதிப்பு 
குறையாகவும் இருக்கும் . அதாவது 0 < 0 < 90 ° எனும்போது 
m என்பது மிகை எண்ணாகவும் ; 90 < 0 < 180 ° எனும்போது 
m ஒரு குறை எண்ணாகவும் அமையும் என்று அறிகிறோம் . 


மேலும் X- அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள நேர்கோட்டின் சரிவு 
பூஜ்யமாகவும் , Y- அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள நேர்கோட்டின் 
சரிவு முடிவிலியாகவும் இருக்கும் என்பதைக் கண்டுகொள்ளலாம் . 


வெட்டுத்துண்டுகள் ( Intercepts ) 
ஒரு 

நேர்கோடு -அச்சிலிருந்து வெட்டும் பகுதியை 
X- வெட்டுத்துண்டு என்றும் , Y- அச்சிலிருந்து 

வெட்டும் 
பகுதியை Y- வெட்டுத்துண்டு என்றும் கூறுகிறோம் . இவ்வெட்டுத் 
துண்டுகள் அச்சுகளின் மிகைப் பகுதிகளில் அமைந்திருந்தால் , 
அவற்றின் அடையாளங்கள் மிகையாகவும் ; குறைப்பகுதிகளில் 
இருக்குமானால் , அவற்றின் 

அடையாளங்கள் குறையாகவும் 
கருதப்படும் . 


படத்தில் காணப்படும் நேர் கோடுகளுள் , வெட்டுத்துண்டு 
OA மிகைமதிப்புடையது என்றும் , 01 % குறைமதிப்புடையது . 
என்றும் OA , OB இரண்டுமே மிகைமதிப்புடையன என்றும் 
கண்டுகொள்ளவும் , 


( ஆ ) நேர்கோட்டுச் சமன்பாடு 
நேர் கோடுகளின் சமன்பாட்டை . 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
நிபந்தனைகளைப் பொருத்து பல்வேறு அமைப்புகளில் எழுத 
முடியும் . அவற்றைப் பின் வரும் பல்வேறு வகைகளிலிருந்து 
தெரிந்துகொள்ளலாம் . 


1. அச்சுகளுக்கு இணையான நேர்கோடுகள் 
Y- அச்சுக்கு 

இணையாக / அலகு தூரத்தில் ஒரு கோட் 
டையும் , X அச்சுக்கு இணையாக k அலகு தூரத்தில் 

ஒரு 
கோட்டையும் வரையவும் . இவை அச்சுகளை முறையே A , B 
என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுவதாகக் கொள்வோம் . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


Y- அச்சுக்கு இணையாக உள்ள கோட்டின் மீது P ( x , y ) 
என்பது ஏதேனும் ஒரு புள்ளி என்க . பின் , x = } என்று 
கிடைக்கும் . அதாவது , 

இக்கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு 


K 


x 


04 


A 


& K 


Uy 
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புள்ளியின் x- ஆயக்கூறும் h என்றுதான் இருக்கும் . 
இக்கோட்டின் சமன்பாடு 


எனவே 


x = h 


என்பதாகும் . 


இதேபோன்று , x- அச்சுக்கு இணையான நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 


y = k 


என்றமையும் . 


குறிப்பு : 

* மேலே கண்ட முடிவுகளிலிருந்து , Y- அச்சின் சமன்பாடு x = 0 
என்றும் , X - அக்சின் சமன்பாடு y = 0 என்றும் அமையும் என்பது 
நன்கு விளங்கும் 


2 . சரிவு - வெட்டுத்துண்டு அமைப்பு ( Slope - intercept form ) 

ஒரு நேர்கோடு X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணம் 
என்றும் , அதன் Y- வெட்டுத்துண்டு c என்றும் கொடுக்கப்படின் , 
அதன் சமன்பாடு , y = mx + c என்றிருக்கும் . ( m = tan e ) 


நேர்க்கோடு 
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நிரூபணம் 


கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு அச்சுகளை A , B எனும் புள்ளி 
களில் வெட்டட்டும் . அக்கோட்டின் மீது P ( x , y ) என்பது 
ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாக இருக்கட்டும் . P- யிலிருந்து - அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக PL எனும் கோடு வரைக . B- யிலிருந்து X- அச்சுக்கு 
இணையாக வரையப்படும் கோடு FL- ஐ M- ல் வெட்டட்டும் . பின் , 
XAB 9 எனில் , 

MBP = 9 
= 0 என்றும் , 

என்றும் , m = tan e என்றும் 
தெரியும் . மேலும் OB = ( என்றும் தெரியும் . 


B 


M 


8 


* 


A 


1 . 
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.. OL 

OL = x என்றும் , MP LP – LM = LP – OB = y - C 
என்றும் கிடைக்கும் . இப்பொழுது செங்கோண முக்கோணம் 
BMP- யிலிருந்து , 

MP 
tane என்று அறிகிறோம் . 

BM 


i.e.m = 


y - c 


i.e. 


mx = y - C ; 


i.e. 


J == mx + c 


இதுதான் நேர்கோட்டின் சமன்பாடாகும் . 


துணை முடிவு 

ஆதிவழியே செல்லும் ஒரு நேர் கோட்டின் சரிவு m 
அதன் சமன்பாடு , y = mx என்றிருக்கும் . 


எனில் . 
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3. புள்ளி -- சரிவு அமைப்பு ( Point - slope form ) 

( xy , y1 ) எனும் புள்ளி வழியே செல்லும் ஒரு நேர்கோட்டின் 
சரிவு m என்றிருக்குமானால் அதன் சமன்பாடு , 

( y - yi ) = m ( x - x1 ) என்றாகும் . 





AN 


9 


L 


Y 


படம் 16 . 


நிரூபணம் 

A ( x1 , y1 ) என்பது கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியாகவும் , P ( x , y ) 
என்பது அக்கோட்டின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாகவும் 
இருக்கட்டும் . A , P என்ற புள்ளிகளிலிருந்து , X- அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக முறையே AL , PM எனும் கோடுகளை வரையவும் . 
" மேலும் , PM- க்குச் செங்குத்தாக AN- ஐ வரைக . 
இப்பொழுது படத்திலிருந்து , 

AN = L M = OM - OL = ( x - x 1 ) என்றும் , 
NP = MP - MN = MP 

( y - y1 ) என்றும் 
கிடைக்கும் . 


LA = 


மேலும் , கொடுக்கப்பட்ட கோடு X - அச்சுடன் 8 எனும் 
கோணத்தை உண்டாக்குமானால் , 

| NAP 

9 என்றும் , 
tane = m என்றும் அறியக்கூடும் . எனவே , செங்கோண 
முக்கோணம் , ANP- ல் , 

NP 
tan NAP 

என்றறியலாம் . 
AN 


A 


i.e. tana 


y - y 
x- x ] 
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i.e. 


mm = 


( - ) 


11 
31 


i.e. ( y - y1 ) = 111 ( x - x1 ) ; i.e. 


( y - y ) = m ( x - x1 

x ) 


இதுவே தேவையான சமன்பாடாகும் . இதைப் பிறிதொரு 
முறையிலும் பெறக்கூடும் என்பது பின் வரும் குறிப்பிலிருந்து 
விளங்கும் . 


குறிப்பு : ஒரு நேர்கோட்டின் சரிவு m என்றும் , y - வெட்டுத் 
துண்டு c என்றுமிருந்தால் , அக்கோட்டின் சமன்பாடு , 

y = mx + c என்று முடிவு ( 2 ) -லிருந்துத் தெரியும் . ( x1 , 11 ) 
என்ற புள்ளி இக்கோட்டின் மீது அமைந்திருந்தால் , 

y1 = mx + c என்றாகும் . 

( ஏனெனில் ( xy , 11 ) என்ற ஆயக்கூறுகள் , y = mx + c என்ற 
சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யவேண்டும் ) 
எனவே , இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளின் வேறுபாடு காண , 

( y - y ) = m ( x - X1 ) என்று பெறுகிறோம் . 


4. புள்ளி - சாய்வுக்கோண அமைப்பு அல்லது துணையலகு 

346004 ( Point - Inclination form , or parametric form ) 

மேலே நிறுவிய சமன்பாட்டைக் கீழ்க்காணும் முறையில் 
மாற்றியமைப்பதுண்டு . 


இங்கு , A ( xy , yi ) என்ற நிலையான புள்ளியிலிருந்து P எனும் 
நகரும் புள்ளியின் தூரத்தை என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 
AP = / என்றாகும் . 


எனவே , AANP- யிலிருந்து , 


coso 


AN 
AP 


என்றும் , 


(**) என் 
( ) என 


sind 


NP 
AP 


என்றும் கிடைக்கும் . 


( 1 ) 


அதாவது , ( x - x ) = r cos 9 

( y - y ) = r sine 


: 
: 


( 2 ) 


304 


கணிதம் 
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இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்து பின் வரும் அமைப்பைப் பெற 
லாம் . 


i.e. 


x - x1 
COS 


y - 11 
sing 


-- 


( 3 ) 


.0 
. 


அமைப்பு ( 3 ) -ஐ நேர்கோட்டின் துணையலகுச் 

சமன்பாடு 
என்கிறோம் . இந்த அமைப்பில் சமன்பாட்டை எடுத்துக் 
கொள்வது வழக்கமாகும் . ( இதையே , சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ம் 
சேர்ந்து குறிப்பனவாகும் ) . 


இங்கு - என்பது துணை அலகு எனப்படும் புள்ளி P. ன் 
வெவ்வேறு நிலையைப் பொருத்து , -ன் மதிப்பு வெவ்வேறாக 
மாறிக்கொண்டிருக்கும் . அதாவது r ஒரு மாறியாகும் . மேலும் 
இதன் மதிப்பு மிகையாகவோ அல்லது குறையாகவோ இருக்கக் 
கூடும் . இவ்வாறு , A எனும் நிலையான புள்ளிக்கு வலதுபுறமாக 
( அல்லது மேல்பக்கமாக ) P என்ற மாறும் புள்ளி அமையுமானால் , 
r- ன் மதிப்பை மிகையாகவும் ; A- க்கு இடதுபுறமாக ( அல்லது . 
கீழ்ப்பக்கமாக ) P அமையும்போது , -ன் மதிப்பைக் குறை 
யாகவும் கொள்வது மரபாகும் . 


இச்சமன்பாட்டிலிருந்து , நேர்கோட்டின் மீதுள்ள எந்த ஒரு 
புள்ளியின் ஆயக் கூறுகளையும் , 

( ( x + r cos e , 1 , + r sin 9 ) என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் , 
இதில் r மட்டுமே மாறியாகும் என்பது குறிப்பிடப்படவேண்டும் . 


5 . 

இரு புள்ளி அமைப்பு ( Two point form ) 

( x1 , y1 ) , ( x , y , ) என்ற இரண்டு புள்ளிகள் வழியேச் 
செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 


( : - ) ) = ( - ) என்பதாகும் . 


நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்டப் புள்ளிகளை A , B என்க . AB எனும் நேர் 
கோட்டின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை P ( x , y ) என்றுக் 
குறிப்பிடுக . புள்ளிகள் A , B , P- யிலிருந்து AL , BM , PN எனும் 
கோடுகளை - அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையவும் . A- வழியே 
X- அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும் கோடு , BM , 
PN- ஐ முறையே 0 , R எனும் புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் . 


நேர்கோடு 


805 


படத்திலிருந்து பின் வருவனவற்றை அறிகிறோம் : 
AR = LN = ON - OL = ( x - 

x1 ) 
AQ = LM = OM - OL = ( x , - x1 ) 
RP = NP - NR = NP - LA = ( y - y ) 
QB = MB - MQ = MB- LA = ( y , - y ) 


A 


RR 


. 


x ; 


M 


* 


NX 


படம் 17 


இப்பொழுது செங்கோண முக்கோணம் , ARP- ல் RP- க்கு 
இணையாக QB உள்ளதால் , 

RP AR 
QB 

என்றிருக்க வேண்டும் . 
AQ 
y - 
y , -y x - x1 


i.e. y - yi 


x - x1 


i.e. 


y - y 
X 


ys - y1 
2-31 


== 


குறிப்பு : 

y - y1 
( 1 ) இச் சமன்பாட்டை , 

y - y : 
யமைக்கலாம் . 
க . ஓ . அ . - 20 


x - x1 

என்றும் மாற்றி 
x1 - x , 
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( 2) 


m = 


( 


:-) 


( 


= 


( ii ) மீண்டும் இதை மாற்றி அமைக்க , 

y1 - 2 
(y - y1 ) = 

( x - X1 ) 

x - 32 
இச் சமன்பாட்டை y = m x + c எனும் அமைப்புடன் ஒப்பிட 

y1 - ye . 

என்று கிடைக்கும் . 
( 31-12 

1 -2 
அதாவது , கோடு AB- ன் சரிவு 

1-12 
y ஆயக் கூறுகளின் வேறுபாடு 

x - ஆயக் கூறுகளின் வேறுபாடு 
இவ்வாறு , ஒரு நேர்கோட்டின் மீதுள்ள ஏதேனும் இரண்டு 
புள்ளிகள் கொடுக்கப்படின் , அக்கோட்டின் சரிவைக் காண இம் 
முடிவு பயன்படும் . 
6. வெட்டுத்துண்டு அமைப்பு ( Intercept form ) 

ஒரு நேர்கோடு அச்சுகளிலிருந்து a , b அலகு நீளமுள்ள 
வெட்டுத்துண்டுகளை உண்டாக்குமானால் , அக் கோட்டின் 

x 
சமன்பாடு , 

1 என்றிருக்கும் . 
நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு அச்சுகளை வெட்டும் புள்ளிகளை 
A , B என்று குறிப்பிடுவோம் . மற்றும் P ( x , y ) என்பது அக் 

% 


+ ) 


3 


M 


A 


8 


படம் 18 


கோட்டின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாக இருக்கட்டும் . 
X- அச்சுக்குச் செங்குத்தாக PM- ஐ வரைக . பின் , OA a , 


நேர்கோடு 
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OB = b , OM = x , MP = y . மேலும் , செங்கோண முக்கோணம் 
OAB- ல் OB- யும் , MP- யும் இணையாக உள்ளன . 


ஆகையால் , 


MA 
OAT 


MP 
OB 


MP 


i.e. 


OA - OM 
OA 


OB 


X 


- 


i.e. 


= 


y 
b 


a 


i.e. 


1 


= 


y 
b 


a 


i.e. 


* + 


+ , 


1 


a 


குறிப்பு : 

இச்சமன்பாட்டைப் பின் வரும் முறையிலும் பெறலாம் . இங்கு 
A , B எனும் புள்ளிகள் அச்சுகளின்மீது இருப்பதால் , அவற்றின் 
ஆயக்கூறுகள் முறையே ( a , 0 ) , ( 0 , b ) என்றிருக்கும் . எனவே ,, 
நேர்கோடு AB- ன் சமன்பாடு ( முடிவு ( 5 ) -ஐப்பயன்படுத்தி ), 


y- O 


X 


4 


0 


என்று கிடைக்கும் . 


a -0 


y 


i.e. 


== 


- 


-1 ; 


i...* + , 


= 1 


a 


7. செங்கோட்டு அமைப்பு ( Nomal form ) 

ஆதியிலிருந்து ஒரு நேர்கோட்டுக்கு வரையப்படும் செங் 
கோடு X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணம் என்றும் , அச் 
செங்கோட்டின் நீளம் p என்றும் இருப்பின் , அக்கோட்டின் 
சமன்பாடு , 

x cosd + y sind = p என்பதாகும் . 


திரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு அச்சுகளை வெட்டும் புள்ளிகளை 
A , B என்க . ஆதியிலிருந்து AB- க்குச் செங்குத்தாக OM எனும் 
கோட்டை வரைக . 

= d , OM = p என்று 
அறிகிறோம் . 


ஆகையால் , AOM 
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மேலும் , OBM = 90 ° 

MÔB 

90 ° - ( 90 ° - d ) 
ii.e. OÊM 

= d . 


B 


M 





N 


Y 


படம் 19 


இப்பொழுது , செங்கோண முக்கோணம் , AMO - லிருந்து 
OM 

= cos d , i.e. OM = 0A cos d என்று கிடைக்கும் . 


O A 


அதாவது , 


OA 


OM 
cOS a 


p 

= p secal 
COS a 


இதேபோன்று , A OMB- யிலிருந்து , OB = 

p 

= p cosecoil 

sind 
என்று பெறலாம் . இவ்வாறு , கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின் 
வெட்டுத்துண்டுகள் 0A = p sec d , 

p sec d , OB = p cosec cl 6T GOT TO 
கிடைத்துள்ளன . எனவே நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 

y 
+ 

= 1 என்பதாகும் . 
Psec d p cosecc 


X 


i.e. 


y 
+ 

cosec el 


p 


secal 


i.e. 


x cos d + y sin c = p 


நேர்கோடு 


309 


குறிப்பு : 

இச் சமன்பாட்டைப் பிறிதொரு முறையிலும் பெறமுடியும் . 

செங்கோட்டடி M- லிருந்து MN எனும் செங்கோட்டை 
X- அச்சுக்கு வரையவும் . ஆகையால் , படத்திலிருந்து , 

ON = OM cosd = p cos d என்றும் , 

NM = OM sind = p sind என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 
அதாவது , M- ன் ஆயக்கூறுகள் ( p cosd , p sin d ) என்பன 
வாகும் . 


மேலும் , AB என்ற கோடு X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் 
கோணம் 9 எனில் , 9 ( 90 + d ) என்று கண்டுகொள்ளலாம் . 
.. AB- ன் சரிவு , m = tan a 

= tan ( 90+ d ) 

coto 


எனவே , AB- ன் சமன்பாடு , 
(y - p sindl ) = m ( x - p cos d ) 

cot d ( x - p cos d ) என்று கும் . 

cosa 
i.e. y - p sind = 

( x - p cos d ) 

sin ob 
i.e. sin d (y - p sind ) = - cosd ( x - p cosal ) 
i.e. x cosa + y sin di = p ( cosed + sinead ) 

= p ( 1 ) 
j.c. 

x cosd + y sind = 


= P 


1 . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
ஒரு நேர்கோட்டின் சரிவு ( - ) என்றும் , Y- வெட்டுத் 
துண்டு ( - 6 ) என்றும் தெரிந்தால் , அந் நேர்கோட்டின் சமன் 
பாடு என்ன ? 
தீர்வு : 
நேர்கோட்டின் சரிவு m என்றும் , Y- வெட்டுத்துண்டு 

5 
* என்றும் இருப்பின் , m = 

c = - 6 என்றறிகிறோம் . 
4 


மேலும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 

y = x + ( என்று தெரியும் . 
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தேவையான சமன்பாடு , 


y = 


Ax + ( - 6 ) என்பதாகும் . 


i.e. 5x + 4y + 24 = 0 


சரிவையும் , 


2. 5x + 6y = 3 எனும் நேர் கோட்டின் 
வெட்டுத்துண்டையும் காண்க . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு . 


i.e. 


5x + 8y = 3 
ey = 

5x + 3 

5 
y = 


3 
6 


- 


sx + 


- 


5 
6 


x + 
ஃ நேர்கோட்டின் சரிவு ( - ) 
என்றும் , Y- வெட்டுத் 
துண்டு - என்றும் தெரிகிறது . 

3. (3.- 4 ) என்ற புள்ளி வழியே செல்லும் ஒரு நேர் 
கோட்டின் சரிவு ( -5 ) எனில் , அக் கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 


1 


காண்க . 


m 


தீர்வு : 

தேவையான நேர்கோட்டின் மீதுள்ள புள்ளி A ( 3 , - 4 ) 
என்றும் , அதன் 

சரிவு , 

- 5 என்றும் கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளதால் , அந் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

y - ( -4 ) = ( -5 ) ( x- 3 ) என்று கிடைக்கும் . 
i.e. y + 4 

- 5x + 15 
i.e. 5x + y 


= 11 


4. ( - 1,3 ) , ( 4 , - 2 ) எனும் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் 
கோட்டை 2 : 3 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் ஒரு நேர்கோட்டின் 


சரிவு ( 4 ) 


என்றிருந்தால் , அதனுடைய 


சமன்பாட்டைக் 


கண்டுபிடி . 


நேர்கோடு 
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தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை P , Q என்க . தேவையான 
நேர்கோடு PQ- ஐ A- ல் வெட்டுவதாகக் கொள்வோம் . 

பின் , 
PA : Ag = 2 : 3 என்று அறிகிறோம் . 
இப்பொழுது , P = ( -1 , 3 ) , Q = ( 4 , -2 ) என்பதால் ,, 

2 x 4 + 3 x ( -1 ) 
A- ன் x- ஆயக்கூறு 

= 1 என்றும் , 
( 2 + 3 ) 

2 ( - 2 ) + 3X3 
A- ன் y- ஆயக்கூறு = 

1 

( 2 + 3 ) 
என்றும் கிடைக்கும் . 


== 


ஃ 


A என்பது ( 1 , 1 ) என்ற புள்ளியாகும் . 


P ( 1,1 ) என்றும் , அக்கோட்டின் சரிவு ( 


இவ்வாறு , தேவையான நேர்கோட்டின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி 

1 

என்றும் அமை 
4 


வதால் , அதனுடைய சமன்பாடு 


1 


y - 1 / 4 ( x - 1 ) என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
i.e. X - 4y + 3 = 0 


5. கீழே 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு ஜோடிப் 
புள்ளிகளையும் இணைக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 

( i ) ( 2 , - 3 ) , ( 4 , - 5 ) ; ( ii ) ( at , * , 2aty ) , ( at , , 2at , ) ; 
( iii ) ( a cose , a sing ) , ( a cosp , a sing ) 


தீர்வு : 

( i ) A = ( 2 , - 3 ) , B = ( 4 , - 5 ) என்று எடுத்துக்கொள்வோம் . 
பின் , AB- ன் சமன்பாடு , 


v - ( -3 ) 

2 

என்பதாகும் . 
3 ) - ( - 5 ) 

2- 4 
y +3 - 2 

( -2) 
x + y +1 = 1 


X 


i.e. 


2 


i.e. 


( ii ) P = ( at) , 2at ) , Q = ( at , . 20 ) என்று குறிப் 
பிடுவோம் , 
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என்றாகும் . 


எனவே , PO என்ற கோட்டின் சமன்பாடு . 
y - 2at 

at , 
2ate 
i.e. 

( y - 2 at ) , ( x - al ) 
2 ( 1 ) - 1 , 

( 1 ) -1 ) ( 11 + 1 ) 
i.e. ( 1 ] + 1 , ) ( y - 2 at 1 ) = 2 ( x - at , 2 ) 
i.e. 

( t ] + 1 , ) y = 2x + 2a11,. 


( iii ) கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை P , Q என்க . 

. P = ( a cos e , a sin a ) ; Q = ( a cos , a sin p ) 


= 


எனவே , PO- ன் சமன்பாடு 
( y - a sin a ) 

( x a cos 8 ) 
( a sing a sin - ( a cose - a cos b ) 
என்றமையும் . 

( y a sing ) 
i.e. 
G + 

8 
2 cos 

sin 

2 


( x - a cos ) 


i.e. 


X COS 


ல 


+ y sin 


G + 


cose . cos 


- ( cos 


( -2)sin ( ° EP )sin (25 ° ) 
( * ) ( 3 ) 

( ** ) 
[ s - ( **) ) 

( 3 ) 
( 2 ) sin ( e + * ) = a cos (9 = ") 


+ sin a sin 


= a cos 


2 


= a cos 


i.e. 


X COS 


+ y sin 


8. ( 1 , 4 ) . ( 3 , -2 ) , ( -3 , 18 ) என்பன ஒரு கோட்டமை 
புள்ளிகள் எனக் காட்டு . 


நேர்கோடு 
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தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளை A , B , C எனக் குறிப்பிடு 
வோமானால் . பின் AB- ன் சமன்பாடு , 
( y - 4 ) ( x - 1 ) 

என்பதாகும் . 
4- ( - 2 ) ( 1-3 ) 

y - 4 x - 1 
i.e. 


42-2 - (1-3) 
( 5 ) - ( 3 ) 


i.e. 3x + y = 7 . 

C- ன் ஆயக் கூறுகளை இச் சமன்பாட்டின் இடப்புறம் 
பிரதியிட , 

இடப் பக்க மதிப்பு = 3 ( -3 ) + 16 = 7 என்றாகும் . 
ஆனால் வலப் பக்க மதிப்பும் 7 என்பதால் , C- ன் ஆயக் 

என்று 
கூறுகள் AB- ன் சமன்பாட்டை நிறைவு செய்கின்றன 
தெரிகிறது . அதாவது , AB- ன் மீது C அமைந்துள்ளது . எனவே 
A , B , C என்பன ஒரு கோட்டமை புள்ளிகளாகும் . 

7. ( -2 , 3 ) என்ற புள்ளி வழியே செல்லும் ஒரு நேர் 
கோட்டின் 

Y- வெட்டுத்துண்டு . அதன் X- வெட்டுத்துண்டைப் 
போன்று இரண்டு 

சமன்பாடு 
மடங்காயின் , அக் கோட்டின் 
காண்க . 
தீர்வு : 

தேவையான நேர்கோட்டின் வெட்டுத்துண்டுகளை a , b 
எனக் கொள்வோமானால் , அக் கோட்டின் சமன்பாடு 


X 


+ 


} 
b 


= 1 என்றாகும் . 


a 


ஆனால் , b = 2a என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 

எனவே நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 


X 


+ 


y 
2a 


= 1 என்றமையும் . 


. 


2x + y 


= 2a 


i.e. 

( 1 ) 
ஆனால் தேவையான நேர்கோடு A ( -2 , 3 ) என்ற புள்ளி 
வழியே செல்வதால் , A- ன் ஆயக் கூறுகள் சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ 
நிறைவு செய்யவேண்டும் . 

2 ( -2 ) + 3 = 2a 
i.e. 

1 = 20 


.. 
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2x + y 


- 


எனவே தேவையான சமன்பாடு . 

1 என்றாகும் . 
i.e. 

2x + y + 1 = 0 
8 . 

2x + 5y = 10 எனும் கோடு அச்சுகளை A , B என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றது . 

0 என்பது ஆதியைக் குறிக்கு 
மாயின் , AOAB- ன் பரப்புக் காண்க . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு 

2x + 5y = 10 

2x + 5y 
i.e. 

1 
10 
i.e. - > + > 

= 
1 
ஃ X- வெட்டுத்துண்டு , a = 5 , Y- வெட்டுத்துண்டு , b = 2 . 
அதாவது , OA = 5 , 

5 , OB = 2 
இப்பொழுது செங்கோண முக்கோணம் OAB- ன் பரப்பு , 


1 


04.OB 


= 2 


1 

5.2 
2 
= 5 ச . அலகு . 

. 
ஒரு நேர்கோடு 

( h . k என்ற புள்ளி வழியே சென்று 
அச்சுகளை A , B என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றது . 

AB என்ற 


9 
. 


BK 


3 


N 


A 


X 


1 


y 
படம் -20 


Hz 


* 


k 


+ 


|| 


2 என்று 


துண்டின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை 
நிறுவுக . 


y 
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தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின் வெட்டுத்துண்டுகள் a , b 
என்றிருந்தால் அக் கோட்டின் சமன்பாட்டை 


K 

+ = 1 என்று கொள்ளலாம் . 
a 

b 
இக் கோடு ( h , k ) 

என்ற 

வழியே செல்வதால் , 
h 

k 
+ 

1 என்றாகும் . 
b 


புள்ளி 


a 


துண்டுப்பகுதி AB- ன் நடுப்புள்ளியை M ( x , y ) என்று குறிப்பிடு 
வோம் . M- லிருந்து , X- அச்சுக்கு MN எனும் செங்கோடு வரை 
வோமானால் , பின் NM என்பது OB- க்கு இணையாக இருக்கும் . 
எனவே , 0A- ன் நடுப்புள்ளி N ஆகும் . 


A ; 


a = 2x 


OA 
அதாவது , ON 

i.e. 

அல்லது 
2 
என்றாகும் . 

இதேபோன்று , b = 2y என்றும் நிறுவலாம் . 

ஆகையால் , மேலே கண்டுபிடித்த நிபந்தனை பின் வருமாறு 
அமையும் : 


== 


h k 
அதாவது , + 

2x 2 } 

h k 
அதாவது , + 

2 
X 

y 
இதுவே நடுப்புள்ளி M- ன் நியமப்பாதையைக் குறிக்கும் . 
10. 2x 

2x - 3y = 4 எனும் சமன்பாட்டைச் செங்கோட்டு 
அமைப்பில் எழுதி ஆதியிலிருந்து அச் சமன்பாட்டால் குறிக்கப் 
படும் கோட்டின் தூரத்தைக் கணக்கிடு . 


தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு 2x - 3y = 4 என்பதாகும் . 
இதை 1 oos a + y sin d = p என்ற சமன்பாட்டுடன் 
COS d 

sind p 
ஒப்பிட , 

என்று கிடைக்கும் . 
2 3 4 

3 
cos d -- என்றும் , sin d 

p என்றும் அறி 

4 
கிறோம் . ஆனால் , cosed + sine d = 1 என்று தெரியும் . 


2 
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p2 


9p 


+ 


= 1 


4 


16 


i.e. p 


r * ( 13 ) 


i.e. p 


18 
13 


je . 


p = 


Vis = 1 


அதாவது செங்கோட்டின் நீளம் = 


13 


( இ ) நேர்கோட்டுச் சமன்பாட்டின் பொது அமைப்பு ( General 

equation )) 
இதுகாறும் நிறுவப்பெற்ற நேர்கோட்டின் சமன்பாடுகள் 
ஒவ்வொன்றையும் கவனித்துப் பார்ப்போமானால் , அவை ஒவ் 
வொன்றும் x , y எனும் 

x , y எனும் மாறிகளில் அமைந்துள்ள ஒருபடிச் 
சமன்பாடு என்பது நன்கு விளங்கும் . அதாவது , சமன்பாடுகள் 
ஒவ்வொன்றிலும் x- உறுப்பு ஒன்றும் , y- உறுப்பு ஒன்றும் , தனி 
உறுப்பு ஒன்றும் உள்ளன என்று தெரிகிறது . எனவே , நேர் 
கோட்டின் சமன்பாட்டை , 

Ax + By + C = 0 என்ற பொது அமைப்பில் எடுத்துக் 
கொள்ளலாம் என்று 

அறிகிறோம் . இங்கு A , B , C என்பன 
மாறிலிகளாகும் . 


பொதுவாக , x , y- ல் அமைந்துள்ள ஒவ்வொரு ஒருபடிச் 
சமன் பாடும் ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கும் . 

இதனைப் பின் 
வருமாறு நிறுவலாம் . 


என் 


( 1 ) A , B , C என்பன ஏதேனும் மூன்று பூஜ்யமல்லாத மெய் 

யெண்களாயின் , Ax + By + C = 0 எனும் சமன்பாடு எப் 
பொழுதுமே ஒரு நேர்கோட்டைத்தான் குறிக்கும் 

நிறுவுதல் . 
நிரூபணம் 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 
Ax + By + C = 0 

( 1 ) 


... 


... 


இச் சமன்பாட்டால் குறிக்கப்படும் நியமப்பாதையின் மீது 
P ( xy , yx ) , Q ( x ,, J3 ) , R ( x3 , ys ) என்ற மூன்று வெவ்வேறான 


A X1 + By1 + C = 0 
நேர்கோடு 

817 
புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள்வோம் . இப் புள்ளிகளின் 

ஆயக் 
கூறுகள் சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ நிறைவு செய்ய வேண்டுமாதலின் , 
பின்வருவன உண்மையாகும் : 

( 2 ) 
Ax , + B + C = 0 

( 3 ) 
A x3 + Bys + c = 0 

( 4 ) 


... 


... 


சமன்பாடு ( 2 ) -ஐ ( y : -ys ) ஆலும் ; ( 3 ) -ஐ ( ys - y1 ) - ஆலும் 
( 4 ) -ஐ ( y1 - y , ) - ஆலும் பெருக்கி வரும் மதிப்புகளைக் கூட்ட , 
A [ x1 ( y , – yg ) + x , ( ys - y ) + xs ( y1 -- y :) ] 
+ B [ y1 ( y . - ys ) + } , ( ys - y1 ) + ys ( y1 - y :) ] 

+ C [ [ y : -ys ) + ( rs - y1 ) + ( y1 - y . ) ] = 0 
எனக் கிடைக்கும் . 


i.e. 


2A 


+ B ( 0 ) + C ( 0 ) = 0 


[ z * {y, - » ) ) + 

를 > x ( y ; - y ) = 0 


i.e. 


( : A = 0 ) 


2 


i.e. 


A PQR- ன் பரப்பு = 0 


எனவே , P , Q , R எனும் புள்ளிகள் ஒரே நேர்கோட்டின் 
மீதுள்ளன என்று தெரிகிறது . ஆனால் , இவற்றைச் சமன்பாடு ( 1 ) 
குறிக்கும் இயங்குவரையின் மீதுள்ள ஏதேனும் மூன்று புள்ளிகள் 
என எடுத்துக்கொண்டோம் . இவ்வாறு , சமன்பாடு ( 1 ) ஒரு 
நேர்கோட்டைத்தான் குறிக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


( 2 ) Ax + By + C = 0 என்ற சமன்பாடு குறிக்கும் நேர் 
கோட்டின் சரிவு , வெட்டுத் துண்டுகள் முதலியனவற்றைக் 
காணுதல் . 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு Ax + By + C = 0 

( 1 ) 
( i ) சமன்பாடு ( 1 )-ஐ • y = mx + c என்ற அமைப்பில் 
பின்வருமாறு மாற்றி எழுதக்கூடும் . 


அதாவது , By = 


Ax - C 


A 


j.e. y = 


X 


C 
B 


( 2) 


B 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


A 


m 


A 
B 


என்றும் , c = 


C 

என்றும் 
B 


கிடைக்கும் . 


A 


அதாவது , நேர்கோட்டின் சரிவு , m = 


B 


i.e. 


சரிவு 


( x- ன் குணகம் ) 
( -ன் குணகம் ) 


C 


இதேபோன்று y- வெட்டுத்துண்டு , c = - 


A 


( தனி உறுப்பு ) 

( y- ன் குணகம் ) 
( ii ) மீண்டும் சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ மாற்றியமைக்க , 
Ax + By = 

C என்றாகும் . 

Ax + By 
i.e. 

1 
( -C ) 


X 


i.e. 


y 


+ 


= 1 


( 3 ) 


( - 4 ) 

( - 5 ) 
* + ) 


இச் சமன்பாடு 


1 எனும் அமைப்பில் உள்ளது . 


b 


• u 


X- வெட்டுத்துண்டு , 

C 

( தனி உறுப்பு ) 

( x- ன் குணகம் ) 
Y- வெட்டுத்துண்டு, 

C 

( தனி உறுப்பு ) 
" - 
B 

( -ன் குணகம் ) 
( iii ) நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 

Ax + By 
இரண்டு பக்கங்களையும் VA2 + B2 ஆல் வகுக்க , 
A B 

-C 
x + 
VA2 + B NA + BY VA + Be 

( 4 ) 
A 
இதில் , cosd = 

என்றிடுவோமானால் , 
A2 
B 

என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
A + B2 


A + 


TB2 


sind 


= 


*** 


நேர்கோடு 
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எனவே , சமன்பாடு ( 4 ) -ஐப் பின் வருமாறு மாற்றியமைக்கலாம் . 


( cos d ) x + ( sin d ) y = A + B2 


C 


i.e. 


3 cosdl + y sin d = p , 


( - + எனில் ) 


இது நேர்கோட்டுச் சமன்பாட்டின் செங்கோட்டமைப்பாகும் . 

-C 
* ஆதியிலிருந்து நேர்கோட்டின் தூரம் , P = Ta + B 


ஆனால் , தூரம் p என்பது மிகையள வாதலின் , 


| CI 


p 


எனக் கொள்ள வேண்டும் . 


A + B 


அதாவது , ஆதியிலிருந்து Ax + By + C = 0 என்ற 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்கோட்டின் நீளம் . 

| C | 

என்பதாகும் . 
VA ? + B2 


p 


( 3 ) ( x1 , y1 ) எனும் புள்ளியிலிருந்து Ax + By + C = 0 என்ற 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்கோட்டின் நீளம் காணுதல் . 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு Ax + By + C = 0 

( 1 ) 


இதை , x cosd + y sind = p எனும் செங்கோட்டமைப்பில் 
மாற்றி எழுதுவோமானால் , 


COS d 


A 
A -- 2 


என்றும் , 


sin d 


B 

-- என்றும் , 
A2 + B2 


p 


- C 
2 + B 


என்றும் . கிடைக்கும் . 


இங்கு என்பது , ஆதியி லிருந்து கோடு ( 1 ) -ன் தூரத்தைக் 
குறிக்கும் என்று தெரியும் . அதாவது படத்திலிருந்து , OM p 
என்று அறியக்கூடும் ( படம் 21 ) . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இப்பொழுது , கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி A ( x , ) -லிருந்து 
கோடு ( 1 ) க்கு AN எனும் செங்குத்துக்கோடு வரையவும் . மேலும் 
A வழியே , கோடு ( 1 ) -க்கு இணையாக வரையப்படும் நேர்கோடு 


0 


N 


. 


5 


படம் 21 


OM என்ற செங்கோட்டை L- ல் வெட்டட்டும் . பின் , OL என் 
பது ஆதியிலிருந்து AL எனும் கோட்டிற்கு 

வரையப்படும் 
செங்கோடு என்பது நன்கு விளங்கும் . 

இங்கு OL = p என்று குறிப்பிடுவோம் . இப்பொழுது 
செங்கோடு OL- க்கும் , X- அச்சுக்கும் 

இடையே உள்ள 
கோணமும் என்பதால் AL- ன் சமன்பாட்டை 

x cosd + y sin d = p என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
இக்கோட்டின்மீது A ( 11 • ] 1 ) என்ற புள்ளி அமைந்திருப்பதால் , 

x1 cos d - 1 sin d = p என்றாகும் . 
எனவே , தேவையான நீளம் = AN = LM 

- OL 
= p - p 
C 

- ( x1 cos ck + y sin c ) 
- ? 
A2 + B2 

A 

B 

+ y ) 
A + B2 A2 + B2 

A + B 
( - 1 ) 

( Ax ] + By + C ) 
VA2 + B2 


= OM 


( 


= 
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நேர்கோடு 


தூரம் 


== 


அதாவது , A ( ri yi ) என்ற புள்ளியிலிருந்து கோடு ( 1 ) -ன் 

| Ax ] + BJ , + CI 

A + B 
குறிப்பு : 
இம்முடிவில் X1 = 0 , y = 0 என்றிட , ஆதியிலிருந்து 

| C | 
கோடு ( 1 ) -ன் தூரம் 

என்றும் பெறலாம் என்பதை 

A + B 
அறியவும் . 


( ஈ ) ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட நேர்கோடுகள் 
இரண்டு நேர்கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியைக் காணுதல் 

கொடுக்கப்பட்ட இரண்டு நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளை 
கீழே உள்ளவாறு எடுத்துக்கொள்வோம் . 
al x + bi y + c = 0 

( 1 ) 
a , x + b , y + c , = 0 

( 2 ) 


:: 


.. 


இக்கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியை P ( h , k ) எனக் 
குறிப்பிடுவோம் . P- ன் ஆயக்கூறுகள் இரண்டு சமன்பாடுகளையும் 
நிறைவு செய்ய வேண்டுமாதலின் , 
ay h + by k + c = 0 

( 3 ) 

( 4 ) 
a , h + b , k -- ( , = 0 
என்று கிடைக்கப்பெறும் . 

குறுக்குப் பெருக்கல் விதியைப் பயன்படுத்தி , சமன்பாடுகள் 
( 3 ) , ( 4 ) -ன் தீர்வு காண , 
h kk 

1 

என்றுப் 
( b1c , - b , e ) ( cra , -cea1 ) 

( ab , - a , 51 ) 
பெறுகிறோம் . 
இவற்றிலிருந்து , 
b1c , - b , 1 

clay - ca ) என்று 
h = 

k 
a1b , -a , 5, 

ayb , -a , b . 
அறிகிறோம் . 

எனவே , கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடுகள் வெட்டிக் கொள்ளும் 
புள்ளியாவது 

b1c , - b , 
P 

Clas_cial 

என்பதாகும் . 
alb , -a , b1 

alb , - a , b1 
ஓ . அ . 

- 21 


(கே 


; 


( 


1 


1 


= O 


• 
• 
• 


\ a , b , c , 
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கணிதம் ஓர் அறிமுகம் 
மூன்று நேர்கோடுகள் ஒரே புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்வதற்கான 

நிபந்தனையைக் காணுதல் . 
மூன்று நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளை பின் 

வருமாறு 
எடுத்துக் கொள்வோம் . 
alx + by + c = 

( 1 ) 
a , r - + b , y + c , = 0 

( 2 ) 
asx + bxy + cs = 0 

( 3 ) 
நேர்க்கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளியை 
P என்று குறிப்பிடுவோமானால் , P- ன் ஆயக் கூறுகளாவன : 
b1c , - b , c1 

( C 

Craz - cal 
15 , - a , b1 a1b , - a , 51 
மூன்று கோடுகளும் ஒரே புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்ள 
வேண்டுமானால் , புள்ளி P கோடு ( 3 ) -ன் மீதும் அமைந்திருக்க 
வேண்டும் . எனவே , P- ன் ஆயக்கூறுகள் சமன்பாடு ( 3 ) -ஐ 
நிறைவு செய்ய வேண்டும் . இவ்வாறு , 
bc , - h , 

+ b3 C172 - ( zal 

+ 3 = 0 என்றாகும் . 
alb , - a ,b1 

a , bb ,- a 

- a , b , 
i.e. 

as ( b1c , - b , c ) + b3 ( cia , - c , al ) + (ab, - a , b ) = 0 
இந்த நிபந்தனையை அணிக் கோவை மூலம் கீழ்க்காணும் 
அமைப்பில் எழுதலாம் . 
аз а , а , 

ay b1c1 
i.e. bs b . b , 0 ; அல்லது 

= 0 


ag 


( 


) 


bs ( 


- 


13 , | 
|ece | 


as bs cs 


3 . 


நேர்கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 


கோணம் 


இரண்டு 
காணுதல் 


இங்கு நேர் கோடுகளின் சமன்பாடுகளை இரண்டு வகையில் 
எடுத்துக்கொண்டு , ஒவ்வொரு வகையிலும் அவற்றிற்கிடையே 
உள்ள கோணத்தைக் கணக்கிடுவோம் . 


நேர்கோடு 
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( அ ) முதலில் , நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளைப் பின்வரும் 
அமைப்பில் எடுத்துக்கொள்வோம் . 


y = ml x + c1 


( 1 ) 


y = mex + C 


... 


... 


ல் 


Y 


( 1 ) / ( 2 ) 

P 


2 


9 


1 


A 


+ 


+ 


y 


படம் 23 . 


இக்கோடுகள் X - அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணங்களை 
முறையே 01 , 8 , எனக் கொள்வோம் . 

ஆகையால் , 11 = tan el , 


m , = tan a , என்று கிடைக்கும் . 


படத்தில் காட்டியுள்ள வாறு , இரண்டு கோடுகளுக்கும் P 
என்ற புள்ளியில் வெட்டிக்கொள்ளும் கோணத்தை d என்று 
குறிப்பிடுவோமானால் , AAPB- யிலிருந்து , 

9 . d + 8 , என்று அறியலாம் . 
i.e.d = 91 
tand = tan ( 01 

( 01 0 

- 8 , ) 
tan 91 tan 0 , 
! + tan el tange 


= 


i.e. 


ml 
tan d = 

1 + mama 
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கணிதம் - 


ஓர் அறிமுகம் 


-ன் 


மதிப்பைப் 


பின் வருமாறும் 


இம்முடிவிலிருந்து , 
எழுதலாம் . 


111 


1112 


1 


அதாவது , 


al = tan 


( " 


1 + 111 71 , 


1 


( ஆ ) துணை முடிவுகள் 


1112 


111 


( i ) tand 


என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 


1 + M1 1112 


0 ; 


: 


( ii ) கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) இணைகோடுகளாக இருக்குமானால் ,, 
d = 0 என்று தெரியும் . ஆகையால் tand 

அதாவது 
( m1 - m2 ) = 0 என்றாகும் . 

எனவே , my m7 , என்றறிகிறோம் . 
இவ்வாறு , இரண்டு கோடுகள் இணையாக 

கோடுகள் இணையாக இருப்பதற்கான 
நிபந்தனையாவது , அவ்விரண்டு கோடுகளின் சரிவுகள் சமமாக 
இருக்கவேண்டும் என்பதாகும் . 

( iii ) இரண்டு கோடுகளும் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 
இருக்குமானால் d = 90 ° என்றாகும் . 

ஆகையால் , tan -ன் மதிப்பு முடிவிலியாகும் . 
அதாவது , cot d = 0 என்றிருக்கவேண்டும் . 
எனவே , 1 + Im ] im , 

1 + my m , = 0 , அல்லது my m , = - 1 . 


| 


இவ்வாறு , இரண்டு கோடுகள் செங்குத்தாக இருப்பதற்கான 
நிபந்தனையாவது , அவ்விரண்டு கோடுகளின் சரிவுகளின் பெருக் 
குத்தொகை ( -1 ) -க்குச் சமமாக இருக்க வேண்டும் என்பதாகும் . 


இதிலிருந்து , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ள இரண்டு 
கோடுகளுள் ஒன்றின் சரிவு m என்று தெரிந்தால் , மற்றொன்றின் 

என் றிருக்கும் என்பதை அறியவும் . 


சரிவு 


( - ) 


( இ ) அடுத்து , இரண்டு நேர் கோடுகளின் சமன்பாடுகளையும் 

anx + by + c = 0 , 

azx + bey + c , = 0 என்று கொள்வோம் . 
இவ்விரண்டு கோடுகளின் சரிவுகளையும் முறையே 111 , m , 
என்று குறிப்பிட 
என்றும் , 1 , 

என்றும் கிடைக்கப் 
பெறும் . 


al 


as 


ml 


== 


by 


be 


நேர்கோடு 
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முன்பு பார்த்த முடிவிலிருந்து , இரண்டு 

கோடுகளுக்கு 
மிடையே உள்ள கோணம் d- ஐ பின்வருமாறுப் பெறலாம் . 


my 


அதாவது , 


tan d 


ml 
1 + 171 me 


( * ) - (- ) 
1 + { - * ) ( - :) 

( 2, 
tan d = ( 


alb . 


அதாவது , 


tand 


a bu 
ala2 + b1b , 
ab , a b . 
ala2 + b1b . 


இதை , 


என்றும் பெறமுடியும் . 


பொதுவாக , 


tan d 


( ayb , ~ a , b ) 
( aya , + b.b , ) 


என்று எழுதுவது 


மரபாகும் , 


போது , 


( ஈ ) துணை முடிவுகள் 
( i ) இரண்டு கோடுகளும் இணைகோடுகளாக இருக்கும் 
m = 12 

என்றிருக்கவேண்டுமெனத் தெரியும் . 
ஆகையால் , 

al 

bi 
அல்லது 

என்றறிகிறோம் . 
by 

tle 

b , 

1 
இந்த சம விகிதங்களின் மதிப்பை எனக் கொள்ள , 

K 


-al 


ae 


ba 


4 


2 


al 


; 


az = 


1 by 

1 

என்று கிடைக்கும் . 
K b . 

K 
.e 

Kay ; b , = Kb 
எனவே , இரண்டாவது 

நேர்கோட்டின் சமன்பாடு பின்வரும் 
அமைப்பை ஏற்கும் . 

அதாவது , ( Kay ) x + ( Kb ] y + c = 0 
i.e. a x + by : + 1 = 0 ( ) என்பது , எனும் மாறிலி ) 
இவ்வாறு , 

aux + by + c = 0 எனும் நேர்கோடு 
கொடுக்கப்படின் , அதற்கிணையாக 

உள்ள எந்த ஒரு நேர் 
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கோட்டையும் , Tayx + bxy + > = 0 எனும் சமன்பாட்டால் 
குறிக்கலாம் . இங்கு A- ன் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ஏற்ப 
வெவ்வேறு இணைகோடுகள் கிடைக்கும் என்பதை அறியவும் . 
அதாவது , இணைகோடுகளின் சமன்பாடுகள் தனி உறுப்பில் 
மட்டும் மாறுபட்டிருக்கும் என்பதாகும் . 

( ii ) இரண்டு கோடுகளும் ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக 
வெட்டிக்கொள்ளும்போது m , m , = - 1 என்றிருக்க வேண்டு 
மென்று அறிவோம் . ஆகையால் ,, 


( 5 ) 


X 


- 


1 ; அல்லது al az = 


( 5 ): 


b.b. 


as 


-b , 
al 


அதாவது , 

= K என்க . 
bi 
i.e. ae Kb ] , b , 

Ka ; என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
எனவே , இரண்டாவது நேர் கோட்டின் சமன்பாடு , 

( Kb ) ) x - ( Kan ) y + C2 = 0 என்று மாறும் . 
i.e. bax - ayy + A = 0 ( X என்பது ஒரு மாறிலி ) 

இவ்வாறு , aux + bxy + c = 0 என்ற நேர்க்கோட்டிற்கு 
செங்குத்தாக உள்ள ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை bix- 19 
+ X = 0 என்று எடுத்துக் கொள்ளலாம் எனத்தெரிகிறது . 
இச்சமன்பாடு -ன் மதிப்பு மாறும் போது , வெவ்வேறு செங்குத் 
துக்கோடுசுளைக் குறிக்கும் என்றும் அறிகிறோம் . அதாவது , 
கொடுக்கப்பட்ட 

ஒரு நேர் கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக உள்ள 
வேறு ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைப் பெற , x , y உறுப்புக் 
களின் குணகங்களை ஒன்றுக்கொன்று மாற்றி , அவற்றுள் ஒன்றின் 
அடையாளத்தையும் மாற்றி , தனி உறுப்பையும் மாற்றியமைக்க 
வேண்டும் . 


( 4 ) இரண்டு நேர்கோடுகள் கொடுக்கப்படின் அவை வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளி வழியேச் செல்லும் மூன்றாவது கோட்டின் சமன் 
பாடு காணுதல் . 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரண்டுகோடுகளின் சமன்பாடுகளை , 

L = ax + by + c = 0 
L = a x + b y + c = 0 

எடுத்துக்கொள்வோம் 
( இவற்றைச் சுருக்கமாக L = 0 , L = 0 என்றும் குறிப் 
பிடலாம் . ) 


என 


நேர்கோடு 
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இப்பொழுது , A என்பது எதேனும் ஒரு மாறிலி எனில் , 

L + AL = 0 எனும் சமன்பாட்டைக் கவனிக்கவும் . 
இங்கு , L + AL = ( ax + by + c ) + A ( a x + b y + c ) 

( a + Aa ) x + ( b + Ab ) y + ( c + Ac ) 
ஆகையால் , L + AL = 0 என்பது x , y- ல் அமைந்துள்ள 
ஒருபடிச்சமன்பாடாகும் . எனவே இச்சமன்பாடு 

ஒரு நேர் 
கோட்டைத்தான் குறிக்கும் என்று தெரிகிறது . 


மேலும் , L = 0 , L = 0 எனும் கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் 
புள்ளியை P ( h , k ) என்று எடுத்துக் கொள்வோமானால் , 

ah + bk + c = 0 என்றும் , a h + b k + c = 0 என்றும் 
நிபந்தனைகள் கிடைக்கப்பெறும் . 
( ah + bk + c ) + ( ah + b + c ) 

( எதேனும் மாறிலி ) 
அதாவது , P- ன் ஆயக் கூறுகள் , 1 + AL = 0 எனும் சமன் 
பாட்டையும் நிறைவு செய்கிறது என்று அறிகிறோம் . 





= 0 , 


இவ்வாறு , P என்ற புள்ளி , L + AL = 0 என்ற கோட்டின் 
மீதும் அமைந்துள்ளது என்பது விளங்கும் . 


எனவே , L = 0 , L = 0 என்ற கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் , 
புள்ளி P வழியேச் செல்லும் எந்த ஒரு நேர்கோட்டையும் , 
L + AL = 0 , ( A ஒரு மாறிலி ) 

என்ற சமன்பாட்டால் 
குறிக்கலாம் . 


குறிப்பு : 

A- ன் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ஒப்ப , L + A L = 0 என்ற 
சமன்பாடு ஒரு நிலையான புள்ளி ( அதாவது L = 0 , L = 0 என்ற 
கோடுகள் வெட்டிக்கெள்ளும் புள்ளி ) வழியேச் செல்லும் பல்வேறு 
நேர்கோடுகளைக் குறிக்கும் என்பதை அறியவும் . அதாவது , 
ஒன்றிய சந்திப்புடைய பலகோடுகளின் தொகுதியை இச் 
சமன்பாடு குறிக்கின்றது என்பது பொருளாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
11. 7x = 4y - 1 என்ற நேர் கோட்டின் மீது P ( 5t - 4 , t + 1 ) 
என்ற புள்ளி அமைந்திருக்குமானால் , 1 - ன் மதிப்பையும் P- ன் 
ஆயக்கூறுகளையும் கணக்கிடு . 
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தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

7x - 4y + 1 = 0 என்பதாகும் . 


P என்ற புள்ளி இந்நேர்கோட்டின் மீது இருப்பதால் , P- ன் 
ஆயக்கூறுகள் இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யவேண்டும் . 


ஆகையால் , 7 ( 5t - 4 ) -4 ( 1 + 1 ) + 1 = 0 என்றிருக்க வேண்டும் 

i.e. 31 - 31 = 0 ; i.e. t = 1 
ஃ . P- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 1 , 2 ) என்று கிடைக்கும் . 
12. x - 2y = 3 , 2x + 3y == 4 என்ற 

என்ற நேர் கோடுகளுக் 
கிடையே உள்ள கோணம் காண்க . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள நேர்கோடுகளாவன : 
2y 3 

( 1 ) 
( 2x + 3y = 4 

( 2 ) 


X 


: 
: 


... 


• 
.. 


Y 


3 


அதாவது , y = 

2 


- 


... 


( 1 ) 


2 


2 


4 





- 


K + 


+3 


... 


3 


( 2 ) 


m , 


எனவே 11 , m , 

என்பன நேர் கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ன் 
1 

2 
சரிவுகளாயின் , m1 

2 , me 

என்று அறிகிறோம் . 
மேலும் d என்பது இவ்விரண்டு கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 
கோணம் என்றிருக்குமானால் , 

tand mirm , 

என்று தெரியும் . 


1 + mgm , 


1 


2 


2 
+ 

3 


ஃ . tanal 


7 
4 


1 


1 + 


+ ( 


( - 3 ) 
( 7 ) 


i.e. 


d = tan - 1 


13. 2x - 7y + 1 = 0 , 3x + 4y = 13 , 5x - y = 14 என்ற 
மூன்று கோடுகளும் ஒன்றிய சந்திப்பு உடையன என்று காட்டு . 


நேர்கோடு 
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தீர்வு : 


2 


மூன்று நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளாவன : 

2x - 7y + 1 = 0 
3x + 4y - 13 = 0 
5x - 

y - 14 = 0 


( 1 ) 
( 2 ) 


... 


( 3 ) 


... 


நேர் கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியை P 
எனக் குறிப்பிடுவோமானால் , P- ன் ஆயக்கூறுகளைப் பெறச் 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ன் தீர்வு காண வேண்டும் . 
( 1 ) X 4 - 8x - 28y + 4 = 0 

( 4 ) 
( 2 ) x 7 = 21x + 28y - 91 = 0 

( 5 ) 


.. 


( 4 ) + ( 5 ) == 


29x - 87 = 0 ; i.e. 


* = 3 


( 1 ) -ல் x = 3 என்றிட , 2.3 - 7y + 1 = 0 ; i.e. y = 1 
எனவே , P- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 3 , 1 ) என்று கிடைக்கின்றன 

சமன்பாடு ( 3 ) -ன் இடது பக்கம் x , y- க்குப் பதிலாக P- ன் 
ஆயக்கூறுகளைப் பிரதியிட , 
இடது பக்கம் 

5.3 - 1 - 14 
= 0 


வலது பக்கம் . 


அதாவது , P- ன் ஆயக்கூறுகள் சமன்பாடு ( 3 ) -ஐ நிறைவு 
செய்கின்றன . 

ஆகையால் P என்ற புள்ளி நேர்கோடு ( 3 ) -ன் 
மீதும் அமையும் என்று தெரிகிறது . இவ்வாறு , மூன்று நேர்க் 
கோடுகளும் , P புள்ளியில் சந்திக்கின்றன 

என்று 
அறிகிறோம் . 


என்ற 


14. Kx + ( 2 + SK ] y = 4 , Kx + y = 3 

4 , Kx + y = 3 என்ற நேர் 
கோடுகள் , ( i ) இணையாக ( ii ) செங்குத்தாக இருக்குமானால் 
K- ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரண்டு கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 
Kx + ( 2 + 3K ) y = 4 

( 1 ) 
Kx + y = 3 

( 2 ) 
என்பனவாகும் . 


... 
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இவற்றின் சாய்வு விகிதங்கள் my , m , எனில் , 

- K 
mı = 

, . 

In , = - K என்று கண்டு கொள்ளலாம் . 
( 2 + 3K ) 
( i ) நேர்கோடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) இனையாக இருக்குமானால் , 
ml = m என்றாகும் . 

K 

- K 
2 + 3K 


i.e. K (1-2-3K ) = 0 


i.e. K = 0 அல்லது 


( - ) 


என்று பெறுகிறோம் . 


( ii ) இரண்டு நேர்கோடுகளும் செங்குத்தாக 

வெட்டிக் 
கொள்ளுமானால் , my m , = - 1 என்றிருக்க வேண்டும் . 


i.e. 


( + k ) (- K ) -- 


== 


i.e. K 

( 2 + 3k ) 
i.e. K2 + 3K + 2 = 0 
i.e. ( K + 1 ) ( K + 2 ) = 0 
i.e. K = 

K = - 1 , - 2 


15. ( 1 , - 2 ) , ( 3 , 1 ) , ( - 2 , 3 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 
களாகக் கொண்டுள்ள முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையத் 
தைக் காண்க . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை முறையே A , B , C என்று 
A 

குறிப்பிடுவோம் . A ABC- ல் BC 
எனும் 

பக்கத்திற்குச் செங்குத்தாக 
AD என்ற கோட்டையும் , ( A- க்குச் 
E 

செங்குத்தாக BL என்ற கோட்டை 
யும் வரையவும் . பின் , செங்குத்துக் 
கோடுகள் AD , BE என்பன வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளிதான் செங்கோட்டு 

மையமாகும் . இட்டள்ளியை 0 
B D 

C ( Ortho - centre ) என்று குறிப்பிடுவ 
படம் 32 . 

துண்டு . இப்பொழுது A , B , C- ன் 
ஆயக்கூறுகளாவன , முறையே ( 1 , - 2 ) , ( 3 , 1 ) , ( - 2 , 3 ) 
என்பனவாகும் . 


A 
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ஃ . 


கோடு BC- ன் சரிவு = 

y- ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் 
x- ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் 
3 - 1 
- 2 - 3 5 


. 


BC- க்குச் செங்குத்தாக AD வரையப்பட்டுள்ளதால் , AD -ன் 

5 
சரிவு 

எனவே , AD- ன் சமன்பாடு பின் வருமாறு இருக்கும் . 
2 

5 
i.e. y - ( - 2 ) ( x - 1 ) 
2 

5 
A = ( 1 , - 2 ) , 


111 == 


을 


i.e. 5x - 2y = 9 


( 1 ) 


1 


இதேபோன்று , CA- ன் சரிவு 


3 + 2 
2 1 


5 
3 


3 
BE- ன் சரிவு = 

5 
மேலும் , B = ( 3 , 1 ) 

3 
எனவே , BE- ன் சமன்பாடு , ( y - 1 ) 

- 

5 
i.e. 3x - 5y = 4 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , 

( 1 ) , ( 2 ) -ன் தீர்வு காண , 
மையம் , 0 - ஐப் பெறலாம் . 

( 1 ) x 5 - 25x -- 10y 
( 2 ) x 2 = 6 - 10y = 

8 


( 2 ) 


செங்கோட்டு 


= 45 


: 


( 3 ) 
( 4 ) 


( 3 ) - ( 4 ) = 19x 


37 


; 


i.e. 


37 
19 


X 


x- ன் மதிப்பை ( 1 ) -ல் பிரதியிட , 

37 
5 

9 ; 
19 


2y 


7 


j.e. 2y = 


185- 171 

19 


; i.e. y = 


19 


ஃ 


0 - ன் ஆயக்கூறுகள் 


( 97. 1 ) 


என்பனவாகும் - 
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16. ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து AB எனும் கோட்டிற்கு 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் அடி ( - 3 , - 4 ) எனில் , 
AB- ன் சமன்பாடு என்ன ? 
தீர்வு : 

( 1 , 2 ) என்ற புள்ளியை P என்றும் , ( - 3 , 4 ) என்பதை 
M என்றும் குறிப்பிடுவோமானால் P11 என்பது AB- க்குச் செங் 
குத்தாக இருக்கும் . 


B இப்பொழுது PA1- ன் சாய்வு விகிதம் 

2 + 4 3 
1-3 

2 


PP 


ஆகையால் , AB- ன் சாய்வு விகிதம் 

2 


M 


= ( - 3 ) 


A 


மேலும் , AB- ன் மீது M ( - 3 , - 4 
என்பது 

ஒரு புள்ளியாகையால் 


படம் .21 


AB- ன் சமன்பாடு , y- ( -4 ) = -3 

[ x - ( - 3 ) ] என்றாகும் . 


2 


i.e. 3 ( y + 4 ) = - 2 ( x + 3 ) 

i.e. 2x + 3y + 18 = 0 
17. x ( 1 + k ) + y ( 2 + k ) + 5 = 00 என்ற சமன் 
பாடு , ஒரு நிலையான புள்ளி வழியேச் செல்லும் பல கோடுகளின் 
தொகுதியைக் குறிக்கும் என்று நிறுவுக . மேலும் , அந்நிலையானப் 
புள்ளியையும் காண்க . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு , 
x ( 1 + k ) + y ( 2 + k ) + 5 = 0 என்றுள்ளது . 
i.e. ( x + 2y + 5 ) + k ( x + y ) 

O 

( 1 ) 
இங்கு L = x + 2y + 5 , L = x + y என்று குறிப்பி 
டுவோமானால் , 

சமன்பாடு (1 ), 
L + k L = 0 என்றமையும் . 


ஆகையால் , இச்சமன்பாடு , L = 0 , L = 0 என்ற நேர் 
கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிவழியாகச் செல்லும் பல்வேறு 
கோடுகளைக் குறிக்கும் என்று தெரியும் . ஆனால் , L = 0 , L = 0 
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என் பன P எனும் புள்ளியில் வெட்டிக்கொள்ளுமானால் , P வழியேச் 
செல்லும் ஒவ்வொரு கோட்டையும் , சமன்பாடு ( 1 ) குறிப்பதாகும் . 


அதாவது , k- ன் வெவ்வெறுமதிப்புகளுக்கு ஒப்ப , வெவ்வேறு 
நேர்கோடுகளைச் சமன்பாடு ( 1 ) -லிருந்துப்பெறலாம் . 


இப்பொழுது , P- ன் ஆயக்கூறுகளைப்பெற , L = 0 , L = 0 
ஆகிய சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க வேண்டும் . 
L = x + 2y + 5 = 0 

( 2 ) . 
L = x + y 

( 3 ) 
( 2 ) - ( 3 ) = y + 5 = 0 ; 

- 5 


... 


= 0 


... 


i.e. y = 


- 


x = 


y = 5 . 


எனவே , P- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 5 , -5 ) என்பனவாகும் . 


18. ( 1 , - 2 ) , ( -3 , 8 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோடு , 3x -2y + 4 = 0 என்ற கோட்டினால் என்ன விகிதத்தில் 
பிரிக்கப்படும் என்பதைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 
3x - 2y + 4 = 0 

( 1 ) 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை A , B என்றும் ; கோடு ( 1 ) , 
AB- ஐ வெட்டும்புள்ளியை P என்றும் குறிப்பிடுவோம் . 
AP 

1 
மேலும் . 

என்க . 
PB எனும் விகிதத்தை 

m 


A = ( 1 , - 2 ) , B = ( -3 , 8 ) 
எனவே , P- ன் x- ஆயக்கூறு 
1 ( -3 ) + m ( 1 ) 

31 + m 
( 1 + m ) 

1 + m 
1 ( 8 ) + m ( -2 ) 

81 - 2m 
P- ன் y- ஆயக்கூறு = 

( 1 + m ) 

1 + m 
இப்பொழுது , P எனும் புள்ளி , கோடு ( 1 ) -ன் மீது இருப்பதால் ,. 
-31+ m 

81 - 2m 
3 

2 

+ 4 = 0 
1+ m 

1+ m 
i.e. 3 ( -31 + m ) - 2 ( 81 - 3m ) + 4 ( 1 + m ) = 0 


334 


கணிதம் 
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i.e. 


11m = 211 


i.e. 


11 
21 


T 


ஃ . கோடு ( 1 ) , AB- ஐ 11:21 எனும் விகிதத்தில் உள்ளாகப் 
* பிரிக்கும் . 


19. x + 2y = 3 என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக உள்ள 
ஒரு கோடு 2x + 3y 

3x - 4y 

எனும் 

கோடு 
" களுடன் ஒன்றிய சந்திப்பு உடையது எனில் , அந்நேர்கோட்டின் 
சமன்பாடு காண்க . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகளாவன : 
x + 2y 3 

( 1 ) 
2x + 3y = 1 

( 2 ) 
3x - 4y 

( 3 ) 


நேர்கோடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) வெட்டிக்கொள்ளும்புள்ளி P என்றால் , 
-P- ன் ஆயக்கூறுகளைப்பெற சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) -ன் தீர்வு 
காணவேண்டும் . 
( 2 ) x 4 = 8x + 12y = 4 

( 4 ) 
( 3 ) x 3 9x - 12y = 18 

( 5 ) 


.. ( 4 ) + ( 5 ) = 


17x = 22 


22 
i.e. x = 

17 


x- ன் இம்மதிப்பை ( 2 ) -ல் பிரதியிட , 
3y : 1 - 2x 

22 
= 1 

2 . 

17 


9 


17 - 4 

17 


; 


i.e. y = 


17 


9 


P- ன் ஆயக்கூறுகள் 


( 


22 
17 


) 


என்பனவாகும் . 


17 


உள்ள 


இப்பொழுது , கோடு ( 1 )-க்குச் செங்குத்தாக 
-ஏதேனும் ஒரு கோட்டின் சமன்பாட்டை 

2x - y = K என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
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P எனும் புள்ளி இக்கோட்டின் மீது இருக்க வேண்டுமானால் , 
22 

9 
2 

= K என்றிருக்க வேண்டும் . 
7 ) 

17 

58 
i.e. K 


17 


என வே , தேவையான நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

53 

என்பதாகும் . 

17 
i.e. 34x - 17y 

17y = 53 


2x - y = 


20. ( 1 , 2 ) எனும் புள்ளியிலிருந்து , X- அச்சுடன் 60 ° 
கோணம் உண்டாக்கும் நேர்கோட்டின் வழியே அளக்கப்படும் 
2x + 4y + 1 = 0 என்ற நேர்கோட்டின் தூரத்தைக் கணக்கிடு . 
தீர்வு : 

A ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளி வழியேச் செல்லும் , மற்றும் X- அச்சு 
டன் 60 ° கோணமுண்டாக்கும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை 
( x ( y - 2 ) 

= r என்று எடுத்துக் கொள்வோம் . 


1 ) 


cos 60 


sin 60 ° 


இங்குள்ள " எனும் மாறி , ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து , 
அக்கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியின் தூரத்தையும் 
குறிக்கும் என்று தெரியும் . எனவே , அக்கோட்டின் மீதுள்ள 
எந்த ஒரு புள்ளி , P- ன் ஆயக்கூறுகளையும் ( r cos 60 ° + 1 , 
r sin 60 ° + 2 ) என்று கொள்ளலாம் . 


V3 


அதாவது , P = 


2 

+ 1 , 


+ 2 


2 ) 


என்றிருக்கும் . 


2 


இப்பொழுது , P என்ற புள்ளி கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு , 
2x + 4y + 1 = 0 - ன் மீது இருக்குமானால் , பின் P- ன் ஆயக் 
கூறுகள் இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்ய வேண்டும் . 
ஆகையால் , 2 

3 
+1 + 

+2 + 1 = 0 
2 


i.e. ( 1 + 2 13 ) r = - 11 

11 
i.e. 

( 1 + 213 ) 

( 

23 - 1 ) 
r = ( 2 ( 3-1 ) 


( எண்ணளவில் ) 
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அதாவது , A ( 1 , 2 ) என்ற புள்ளிக்கும் P- க்கு மிடையே உள்ள 
தூரம் = 


( 2 / 3 -- 1 ) 


21. ( 4 , 1 ) என்ற புள்ளி வழியேச் செல்லும் ஒரு நேர்கோடு 
3x - y = 0 எனும் நேர்கோட்டை வெட்டும் புள்ளி , முதல் புள்ளி 

11 12 
யிலிருந்து 

அலகு 

தூரத்தில் இருக்குமானால் , அக் 


கோட்டின் திசையைக் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

தேவையான நேர்கோடு X- அச்சுடன் உண்டாகும் 
கோணத்தை 9 என்று கொள்வோம் . இக்கோடு 

இக்கோடு A ( 4 , 1 ) 
எனும் புள்ளி வழியேச் செல்வதால் , இதனுடைய சமன்பாடு , 
(x- 4 ) ( y - 1 ) 

= r என்ற அமைப்பில் இருக்கும் . 
cos 

sine 


இங்கு என்பது ( 4,1 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து , அக் 
கோட்டின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு 

புள்ளியின் 

தூரத்தையும் 
குறிக்கும் மாறியாகும் . 

மேலும் , இந்த நேர்கோட்டின் மீதுள்ள எந்த ஒரு புள்ளி 
யையும் P என்று குறிப்பிடுவோமானால் , P- ன் ஆயக் கூறுகளை , 

( r cos G + 4 , r sine + 1 ) என்று எடுத்துக் கொள்ளலாம் . 

இப்பொழுது , P எனும் புள்ளி 3x - y = 0 என்ற கோட்டின் 
மீது அமைவதற்கான நிபந்தனையாவது , 

3 ( r cosg + 4 ) - ( r sin g + 1 ) = 0 எனபதாகும் . 
i.e. r ( 3 cos O - sin o ) + 11 = 0 

( 1 ) 


என்று 


இங்கு , AP = 11/2 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் , 

4 
நிபந்தனை ( 1 ) பின் வருமாறு மாற்றமடையும் . 

11/2 
i.e. 

( 3 cos G - sin g ) + 11 = 0 
4 


i.e. 12 ( 3 cos 8 - sin e ) + 4 = 0 

( 2 ) 
சமன்பாடு ( 2 ) -ன் தீர்வுகாண , 9 - ன் மதிப்புக் கிடைக்கும் . 
இச்சமன்பாட்டை , 
( 4 - 1/2 sin a ) = -3V2 cos 9 என்று 

எழுதி 
வர்க்கப்படுத்த , 

(4-12 sin a ) = 18 cos 0 என்றாகும் . 


. 
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1.e. 16-8 2 sin ) + 2sina s = 18 ( 1 - sin ) 

20 sin2 0 - 8 / 2 sin a - 2 = 0 


i.e. 


i.e. 


10 sin a - 4 / 2 sin a - 1 = 0 


ஃ 


sing = 


42+ 32 - 4 ( 10 ) ( -1 ) 

2x10 


4/2 + 172 

20 


42+ 62 
= ( 

20 
i.e. sing = 7212 + 912 


10 


இங்கு மிகை மதிப்பை மட்டும் எடுத்துக் கொள்வோமானால் , 
( 20 2+ 302 

1 
sine 

என்று கிடைக்கும் . 
10 

2 
ஃ . 9 45 ° என்று தெரிகிறது . 


2 ) = 2 


எனவே , தேவையான நேர்கோடு X- அச்சுடன் 45 கோண 
முண்டாக்கும் . 


பயிற்சி 


1. கீழ்க்காணும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் கொடுக்கப்பட் 

டுள்ள சரிவையும் , Y- வெட்டுத்துண்டையும் உடைய 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க . 


( i ) சரிவு 


3 
4 


Y- வெட்டுத்துண்டு = 2 


( ii ) சரிவு 


1 
3 


Y- வெட்டுத்துண்டு = 2 


( iii ) சரிவு = 4 , Y- வெட்டுத்துண்டு = 
= ( -3 )) 


2. பின் வரும் 

சமன்பாடுகளையுடைய நேர்கோடுகளின் 
சரிவுகளையும் , Y- வெட்டுத்துண்டுகளையும் கண்டுபிடி . 

( i ) 2x = 4 + 3y ; ( ii ) 3x = 4y + 5 ; ( iii ) 2x + 3y - 6 = 0 . 
க.ஓ. அ . --22 
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3 . 


சம 


ஒரு 

நேர்கோடு இரண்டு அச்சுகளுடனும் 
கோணத்தை உண்டாக்கு மாறு 

அமைந்துள்ளது ; 
மற்றும் அதன் Y- வெட்டுத்துண்டு 

3 எனில் , அதனு 
டைய சமன்பாடு காண்க . 


4. ( 2 , 3 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேர் 
கோட்டின் சரிவு 4 எனில் , அக்கோட்டின் சமன்பாடு 
என்ன ? 


5. ( 2 ,-3) , ( - 2 , 1 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டின் நடுப்புள்ளி வழியாக செல்லும் ஒரு நேர் 

3 
கோட்டின் சரிவு என்றால் , 

அதன் 

சமன்பாடு 


( 4 


காண்க . 


என்ற 


6. ஒரு நேர்கோடு X- அச்சுடன் ( 90 ° + du ) 

கோணத்தை உண்டாக்குகிறது . மேலும் அதன்மீதுள்ள 
ஒரு புள்ளியின் ஆயக்கூறுகள் ( p cos d , p sin d ) 
எனில் , அக்கோட்டின் சமன் பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


7. பின்வரும் ஒவ்வொரு ஜோடிப் புள்ளிகளையும் இணைக்கும் 
கோட்டின் சமன்பாட்டைப் பெறவும் . 

( i ) ( 3 , - 2 ) , ( -4 . 1 ) 
( ii ) ( -1 , 5 ) , ( 3 , 0 ) 
( iii ) ( a . b ) , ( b , a ) 


8 
. 


ஒரு நாற்கரத்தின் முனைகள் A ( -1 , -2 ) , B ( 2.1 ) , 
C ( 3 , 4 ) , D ( 1 , 2 ) என்றால் மூலைவிட்டம் AC , மூலை 
விட்டம் BD- ஐ என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கும் ? 


9. ( 3 , -5 ) , ( -5 , -4 ) , ( 7 , 10 ) , ( 15,9 ) என்ற புள்ளிகள் 

ஒரு இணைகரத்தை உருவாக்கும் என்று நிறுவுக . 


10. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொகுதிகள் ஒவ்வொன்றி 

லும் காணப்படும் புள்ளிகள் ஒரு கோட்டமைவன 
என்று நிரூபி . 

( i ) ( 3 , -5 ) , ( -5 , 1 ) , ( -1 , - 2 ) 
( ii ) ( 5 , 0 ) , ( 0 , - 2 ) , ( 10 , 2 ) , ( - 5 , - 4 ) 
(iii ) ( a , 0 ) , ( 0 , b ) , ( 3a , - 26 ). 
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11 . 


ஒரு முக்கோணத்தின் உச்சிகள் ( 2,4 ) , ( 4 , 6 ) 
( -6 , -10 ) என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , அதன் 
பக்கங்களின் சமன்பாடுகள் காண்க . 


12. ( -5 , 2 ) , ( 4 , -6 ) , ( 1 , 7 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 

களாக உடைய முக்கோணத்தின் மையக்கோடுகளின் 
சமன்பாடுகள் காண்க . 


13. ( 1 , -2 ) , ( -1 , 4 ) , ( 5 , 8 ) , ( 7 , 2 ) என்ற நான்கு புள்ளி 

களும் ஒரு இணைகரத்தின் மூலைகளாக அமையும் என 
நிறுவுக . மேலும் , இணைகரத்தின் மூலைவிட்டங்களையும் 
காண்க . 


14 . 


. 


பின் வரும் நேர்கோடுகள் அச்சுகளுடன் உண்டாக்கும் 
வெட்டுத் துண்டுகளைக் கணக்கிடு . 

( i ) 7x + 3y - 21 = 0 


( ii ) 13.x + 5 = 14y 


( iii ) 8x -- 9y + 10 = 0 


15. ( 2 , - 4 ) என்ற புள்ளி வழியேச் செல்லும் ஒரு நேர் 

கோடு , அச்சுகளில் ஏற்படுத்தும் வெட்டுத் துண்டுகள் 
எண்ணளவில் சமமாகவும் , அடையாளத்தில் மாறுபட்டு 
மிருந்தால் அக்கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 


16. அச்சுகளுக்கிடைப்பட்ட ஒரு நேர்கோட்டின் பகுதி 

( -3 , 2 ) என்ற புள்ளியினால் , இரண்டு சமபாகங்களாக 
பிரிக்கப்படுமானால் . அதன் சமன்பாடு என்ன ? 


17. ( - 5 , 4 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேர் 

கோட்டின் அச்சுகளுக்கிடைப்பட்டத் துண்டின் நீளம் 
அப்புள்ளியினால் 1 : 2 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கப்படு 
மானால் , அதனுடைய சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


18. ஒரு நேர்கோடு அச்சுகளுடன் உண்டாக்கும் வெட்டுத் 

துண்டுகள் மிகையாகவும் , அவற்றின் கூட்டுத்தொகை 
7 - க்குச் சமமாகவும் இருக்கின்றன . மேலும் , ( -- 3 , 8 ) 
எனும் புள்ளி அக்கோட்டின் மீது அமைந்திருக்குமானால் , 
அதன் சமன்பாடு காண்க . 
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19 . 


X- அச்சுடன் 120 ° கோணம் உண்டாக்கும் ஒரு நேர் 
கோட்டின் அச்சு களுக்கு இடைப்பட்ட பகுதியின் நீளம் 
6 என்று தெரிந்தால் அக்கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 


20. 3x + 4y 

3x + 4y = 5 , 3x + 4y = 15 என்ற சமன்பாடுகளைச் 
செங்கோட்டு அமைப்பில் எழுதுவதன் மூலம் . அச்சமன் 

உள்ள 
பாடுகள் குறிக்கும் நேர்கோடுகளுக்கிடையே 
தூரத்தைக் கணக்கிடு . 


21. P எனபது ஒரு மாறாத 

மாறாத எண்ணாக இருக்குமானால் , 
x cos d + y sin d = p எனும் நேர்கோட்டின் அச்சு 
களுக்கிடைப்பட்டப் பகுதியின் நடுப்புள்ளியின் நியமப் 
பாதையைக் கண்டுபிடி . 


X- அச்சுடன் 45 ° கோணமுண்டாக்கும் ஒரு நேர்கோட் 
டின் வழியே , ( 4 , 1 ) எனும் புள்ளியிலிருந்து அளக்கப் 
படும் , 3x - y = 0 என்ற நேர்கோட்டின் தூரத்தைக் 
கணக்கிடவும் . 


23. P ( 3 , 4 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 

ஒன்று X- அச்சுடன் 135 ° கோணத்தை உண்டாக்கு 
கிறது . அந்நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டையும் , அக் 
கோட்டின் மீது P- க்கு இரண்டு பக்கங்களிலும் 2 
தூரத்தில் அமைந்துள்ள புள்ளிகளின் ஆயக்கூறுகளையும் 
கண்டுபிடி . 


24 . 


ஒரு நேர்கோட்டின்மீது ( 3,4 ) எனும் புள்ளி அமைந் 
துள்ளது . மேலும் , அக்கோடு x + y = 8 என்ற நேர் 
கோட்டை அப்புள்ளியிலிருந்து 

தூரத்தில் 

2 
வெட்டுமானால் , அந்த நேர்கோட்டின் திசையைக் 
கண்டுபிடி . 


25. கீழ்க்காணும் ஒவ்வொரு ஜோடிக் கோடுகளும் வெட்டிக் 

கொள்ளும் புள்ளியையும் , அக்கோடுகளுக்கிடையே 

உள்ள கோணத்தையும் காண்க . 
( i ) x + 3y = 7 ; 7x - 2y 
(ii ) x + 3y + 3 = 0 ; 5y = 8x - 5 . 
( iii ) 8x + y = 2 ; 2x - y = 3 . 


3 . 
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26. பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் காணப்படும் 

கோடுகள் ஒன்றிய சந்திப்பு உடையன என்று நிறுவுக . 
( i ) 31 - 4y + 5 = 0 ; 7x - 8y + 5 = 0 ; 4x + 5y = 45 . 
( ii ) 2x - 3y = 7 ; 3x 4y = 13 ; 8x - 11y = 33 . 
( iii ) y = x + 2 ; y = 2x + 3 ; y = 3x + 4 . 


27 


x + 2y = 5 ; 2x + y = 7 ; y = x + 1 என்ற 
நேர்கோடுகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பைக் கண்டுபிடி . 


- 


y = 15 


28. 3x + 4y = 0 ; 
= 5x - 2y = 0 ; 

என்ற 
நேர் கோடுகள் ஒரு முக்கோணத்தை உருவாக்குமானால் , 
அம்முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி என்ன ? 


m- ன் எம்மதிப்பிற்கு , 2x - y- 3 = 0 ; 3x + y = 2 ; 
mx + 2y = 3 ஆகிய மூன்று கோடுகளும் ஒன்றிய 
சந்திப்புடையனவாக இருக்கும் ? 


30. K- ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் , iy - 3 ) = K ( x - 2 ) 
என்ற சமன்பாடு ஒரு 

நிலையான புள்ளி வழியாகச் 
செல்லும் நேர்கோட்டைக் குறிக்கும் என்று காட்டு . 
இந்நோ கோடு ( 3 , 5 ) எனும் புள்ளி வழியாகச் செல்லு 
மாயின் K- ன் மதிப்பைக் காண்க . 


31 . 

3x - 4y = 5 என்ற கோட்டிற்கு ( i ) இணையாகவும் , 
( ii ) செங்குத்தாகவும் உள்ள கோடுகள் ( 2 , - 3 ) என்ற 
புள்ளி வழியாகச் செல்லுமாயின் , அவற்றின் சமன்பாடு 

களைப் பெறவும் . 
32. ( 4 , 5 ) , ( 2 , -8 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட் 

டிற்கு ( i ) இணையாகவும் ( ii ) செங்குத்தாகவும் அமைந் 
துள்ள 

1 , என்பது பொதுவான 

2 
புள்ளியாயின் , அக்கோடுகளின் சமன்பாடுகளைக் 
கண்டுபிடி . 


33. ( 2 , -5 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 5x - 3y + 8 = 0 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்கோட்டடி 
யைக் காண்க . 
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34. ஆதியிலிருந்து ஒரு நேர்கோட்டிற்கு வரையப்படும் 

செங்குத்துக்கோட்டின் அடிப்புள்ளி ( 3 , -4 ) என்று 
தெரிந்தால் , அக்கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 


35. ( 4 , -10 ) , ( -4 , 10 ) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

நேர்கோட்டின் மையக்குத்துக்கோட்டின் சமன்பாட் 
டைக் கண்டுபிடி . 


36. AB எனும் கோட்டின் மையக்குத்துக் கோட்டின் சமன் 

பாடு 2x - 3y = 4 என்றும் , A- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 5 , 6 ) 
என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் B- ன் ஆயக்கூறு 
களைக் காண்க . 


37. ( 2,3 ) , ( - 5 , 1 ) என்ற 

புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் 
கோட்டை Y - அச்சு என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கும் ? 
38. A ( 5 , 4 ) , B ( -7 , - 4 ) , C ( 3 , - 2 ) என்பன / ABC- ன் 

உச்சிகளாகும் . AB- ன் நடுப்புள்ளி P எனில் , BC- க்கு 
இணையாக P வழியேச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . மேலும் , 

மேலும் , இக்கோடு AC- ஐ 
இரண்டு சமபாகங்களாகப் பிரிக்கும் என்றும் காட்டு . 


89 . 


3x + 4y = 15 , 3x + y + 4 = 0 , 24x - 7y = 3 
என்ற நேர்கோடுகளால் உருவாக்கப்படும் முக்கோணம் 
ஒரு இருசமபக்க முக்கோணம் என்று காட்டு . 


40. 2x + y = 1 , x + 2y = 1 , 2x + y = 3 , x + 2y = 3 

என்பன ஒரு சாய்வு சதுரத்தின் பக்கங்களைக் குறிக்கும் 
என்று நிறுவுக . 


2 . 


41 . 


X 


+ 


= 1 , 


* + 2 = 1 , 


b 


+ 3 


== 2 
, 


a 


a 


X 


y 


26 


+ 


= 2 எனும் நேர்கோடுகளைப் பக்கங்களாகக் 


a 


கொண்டுள்ள இணைகரத்தின் மூலை விட்டங்கள் செங் 
குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் என நிரூபி . 


42 , x + 2y + 5 = 0 , x - y + 7 = 0 என்ற கோடுகள் 

வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளி வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோடு ஒன்று 5x - 2y + 1 = 0 என்ற நேர்கோட்டிற்கு 
இணையாக இருக்குமானால் , அதனுடைய சமன்பாடு 
என்ன ? 


நேர்கோடு 
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43. x + y = 1 , 2x - y + 7 = 0 என்ற நேர்கோடுகள் 

வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியை ( 4 , -3 ) னும் புள்ளி 
யுடன் இணைக்கக் கிடைக்கும் நேர்கோட்டின் சமன் பாடு 
காண்க . 


44. 3x - y + 9 = 0 , x + 2y - 4 = 0 என்ற கோடு 

களுடனும் , 2y + 3 = 0 , 2x + y - 4 = 0 என்ற 
கோடுகளுடனும் ஒன்றிய சந்திப்புடைய நேர்கோட்டின் 

சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
45. பின் வரும் புள்ளிகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணங் 

களின் சுற்று வட்ட மையங்களைக் கணக்கிடு . 
( i ) ( 2 , 4 ) , ( -2 , 0 ) , ( 4 , -2 ) 
( ii ) ( -2 , 2 ) , ( 1 , -2 ) , ( 1 , 3 ) 

( iii ) ( 1 , 5 ) , ( 3 , -3 ) , ( -5 , 1 ) 
46. கீழ்க்காணும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ளப் 

புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்டுள்ள முக்கோணத் 
தின் செங்கோட்டு மையத்தைக் கண்டுபிடி . 
( i ) ( 5 , -2 ) , ( -1 , 2 ) , ( 1 , 4 ) 
( ii ) ( 1 , 0 ) , ( 2 , - 4 ) , ( 0 , 3 ) 
( iii ) ( 4 , 0 ) , ( 2 , -1 ) , ( -2 , 3 ) 


AB- ஐ 


சம 


47. ஒரு முக்கோணத்தின் உச்சிகள் A ( 3,1 ) , B ( -5 , -3 ) , 

C ( 0 , -3 ) என்ற புள்ளிகளாயின் , C- யிலிருந்து AB- க்கு 
வரையப்படும் செங்கோட்டடியைக் கணக்கிடு . மேலும் , 
இச்செங்கோடு 

இரண்டு பாகங்களாகப் 
பிரிக்கும் என்று காட்டு . 
48. x - 2y = 0 , 4x + 3y = 12 , 3x + y = 0 எனும் 

கோடுகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் செங் 
கோட்டு மையத்தைக் கணக்கிடு . 


விடைகள் 
1. ( j ) 3x - 4y + 8 = 0 ( ii ) x + 3y = 6 

3 
2 

4 
2. ( i ) 

( ii ) - 
3 

4 
3 


( iii ) 4x - y = 3 

5 


(i) ( - - ) - 


2 . 


:: 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


8 , y = + * + 8 . 4. 4x = y + 5 5 . 3x = 4 ( y + 1 ) 
6 . 

x cos d + y sin d = p 7. ( i ) 3x + 7y + 5 = 0 , 

( ii ) 5x + 7y = 80 , ( iii ) x + y = a + b 
8. 3 : 2 11. 8x - 5y = 2 , x , y + 2 = 0 , 7x - 4y + 2 = 0 . 
12 . x + 5y = 5 , 7x + 4y = 4 , y = 6x + 1 . 
18. 5x – 2y = 9 , x + 4y = 15 . 14. ( i ) 8,7 
5 5 

5 

10 
( ii ) 

( iii ) 
13 14 

4 9 
15. x - y = 6 18. 2x - 3y + 12 = 0 17. 8x - 5y + 60 = 0 
18 . 4x + 3y = 12 19. V3 x + y 

19. V8 x + y = 8 V 3 
1 1 4 

1172 
+ 

22 . 
ra y2 ps 

4 


: 


20. 2 அலகு 


28. x + y = 7 , ( 4,8 ), ( 2 , 5 ) 


24 . 


45 ° 


25. ( i ) ( 1 , 2 ) ; tan - ( - 28 ) 


( ii ) ( 0 , -1 ) ; tan - 1 


29 
7 


( iii ) ( 1 , -1 ) ; tan - 1 


( + ) 
28. ( - 410 ) 


3 


27 . 


அலகு . 


29 . 


112 == 5 . 


2 


30 , K = 2 31. ( i ) 8x_4y = 18 ( ii ) 4x + 3y + 1 = 0 
32 . ( i ) 13x – 2y = 12 ( ii ) 4x + 2y = 17 


38 . 


34. 3x – 4y = 25 


35. 2x = 

5 y 


( . 2:) 
( 18. 18) 


88 . 


87. 2 : 5 


38. 5y = x + 1 


42. 2y = 5x + 48 


43. x + y = 1 


44 . 


x + 3y = 7 


( iii ) ( 10 , 21 ) 


46. ( 1 ) ( S. :) ( ii ) ( 6, 3 ) 
46. ) 1 
( ) ( * , 9 ) ( ) (18 19) (ii) ( 1 , —8 ) 

48. 

( 


47. ( -1 , -1 ) 


48 36 
55 55 


3. வட்டம் 

( Circle ) 


( அ ) வரையறை : ஒரு நிலையானப் புள்ளியிலிருந்து எப் 
பொழுதும் மாறாதத் தூரத்தில் இருக்குமாறு நகர்ந்து செல்லும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை வட்டம் எனப்படும் . 


இங்கு , நிலையானப் புள்ளியை வட்டமையம் என்றும் , மாறாதத் 
தூரத்தை வட்டத்தின் ஆரம் என்றும் கூறுகிறோம் . 


AY 


PP 


AX 


. 


படம் 25 . 


உடைய 


( ஆ ) வட்டத்தின் சமன்பாடு 

1 . ஆதியை மையமாகவும் , a அலகு ஆரமும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு x + y = a என்பதாகும் . 
நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள வட்டத்தின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு 
புள்ளியை P ( x , y ) என்று குறிப்பிடுவோம் . 0P- ஐச் சேர்க்கவும் ; 
மேலும் , X- அச்சுக்குச் செங்குத்தாக PM எனும் கோடு வரையவும் . 
இப்பொழுது , செங்கோண முக்கோணம் , OMP- யில் , 

OM2 + MP2 = OP ? எனத் தெரியும் . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


ஆனால் , OM = x , MP = y , OP = a ( ஆரம் ) என்பது 
விளங்கும் . 

ஆகையால் , x + y = a என்று கிடைக்கும் .. 

இது நகரும் புள்ளி P- ன் ஆயக் கூறுகளுக்கும் , கொடுக்கப் 
பட்ட மாறிலி a- க்கும் இடையேயுள்ள தொடர்பாகும் . இதுவே 
வட்டத்தின் சமன்பாடு எனப்படும் . 


2. C ( d , B ) எனும் புள்ளியை மையமாகவும் , r அலகு 
ஆரமும் உடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு ( x - ) . + ( y - B ) = r 
என்பதாகும் . 
நிரூபணம் 

C- ஐ மையமாகவும் , அலகு ஆரமும் உடைய வட்டத்தின் 
மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை P ( x , y ) என்க . CP- ஐச் 
சேர்க்கவும் ; மேலும் - அச்சுக்குச் செங்குத்தாக CL , PM எனும் 


y 


P 


AN 


ப 


M 


K 


ly 


படம் 26 . 


என்ற 


கோடுகள் வரையவும் . PM- க்குச் செங்குத்தாக CN 
கோடு வரைக . 

பின் 
CN = LM OM - OL : ( x - al ) என்றும் , 

NP = MP - MN = MP - LC = ( y - B ) என்றும் கிடைக்கப் 
பெறுகிறோம் . 

இப்பொழுது , செங்கோண முக்கோணம் , CNP- யிலிருந்து 
CN2 + IvP2 = CP2 என்று தெரியும் . 

அதாவது , ( x - d ) + ( y - B ) = r " ( :: CP = ஆரம் , r ) 
இதுதான் கொடுக்கப்பட்டுள்ள வட்டத்தின் சமன்பாடாகும் . 


வட்டம் 
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குறிப்பு : 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

( x - d ) + ( y - B ) = r " என்பதாகும் . 
i.e. ( x + d - 2lx ) + ( y + B - 2By ) == r ° 
i.e. x + y_2dx - 2By + ( a + Be - r ) = 0 ( 1 ) 

அதாவது , வட்டத்தின் சமன்பாடு x , y எனும் மாறிகளில் 
அமைந்துள்ள ஒரு இருபடிச் சமன் பாடு என அறிகிறோம் . ஆனால் 
இருபடிச் சமன்பாட்டின் பொது வடிவம் பின்வருமாறு இருக்கும் . 
ax : + 2 h xy + by * + 2gx + 2fy + c = 0 

( 2 ) . 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) ஆகியவற்றை ஒப்பிட்டுப் பார்ப்போ 
மானால் , 

a = b = 1 , h = 0 , g = -d , f = -B , c = ( a + Be - re ) 
என்று கிடைக்கும் . எனவே இருபடிச் சமன்பாடு ( 2 ) ஒரு 
வட்டத்தைக் குறிக்க வேண்டுமானால் , 

( i ) x- ன் குணகம் , y2- ன் குணகத்திற்குச் சமமாகவும் 

( ii ) ( xy ) - ன் குணகம் பூஜ்யமாகவும் இருக்கவேண்டும் என்று : 
தெரிகிறது . 

இவ்வாறு , வட்டச் சமன்பாட்டின் திட்ட அமைப்பை 
x + y + 2gx + 2fy + c = 0 எனக் கொள்வது மரபாகும் 

3. +2 + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற சமன்பாடு எப் 
பொழுதுமே ஒரு வட்டத்தைத்தான் குறிக்கும் என நிறுவுதல் . 
( g * + f - c > 0 என்றிருக்க வேண்டும் ) 
நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்டச் சமன்பாடு , 
x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 

( 3 ) 
i.e. ( x + 2gx ) + y + 2fy ) + c = 0 
i.e. 

( x + 2gx + g ) + y + 2fy + f ) = ( g ) + f - c ) 
i.e. ( x + g ) + ( y + f ) 2 = (vg + f ? - c ) 


இச்சமன்பாடு , ( x - d ) + ( y - 

B ) 2 = r2 என்ற அமைப் 
பில் உள்ளது . 

எனவே , சமன்பாடு ( 3 ) ஒரு வட்டத்தைக் 
குறிக்கும் என்பதும் , அவ்வட்டத்தின் மையம் ( -g , - f ) , 
என்பதும் , ஆரம் Mg + f2 - c என்பதும் நன்கு விளங்கும் .. 
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குறிப்பு : 

ஏதேனும் ஒரு இருபடிச் சமன்பாடு வட்டத்தைக் குறிக்கும் 
என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , அதைத் திட்ட அமைப்பில் 
எழுதுவதன் மூலம் வட்டத்தின் மையத்தையும் , ஆரத்தையும் 
பெற முடியும் என்றறியவும் . 


4. கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரண்டு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டை விட்டமாகக் கொண்டுள்ள வட்டத்தின் சமன்பாடு 
காணுதல் . 


நிரூபணம் 
A ( x1 , y1 ) , B ( x ,, ye ) என்பன 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் 
புள்ளிகளாக இருக்கட்டும் . AB- ஐ 
P 
விட்டமாகவுடைய 

வட்டத்தின் 
மீது P ( x , y ) என்பது ஏதேனும் 
ஒரு புள்ளியாக இருக்கட்டும் . 

AP , BP இவற்றைச் சேர்க்கவும் . 
B 

இப்பொழுது , | APB என்பது 
C 
AA 

ஒரு செங்கோணம் என்று தெரி 
கிறது . 

அதாவது ,. AP- யும் BP- யும் 

ஒன்றோடொன்று செங்குத்தாக 
படம் 27 . 

உள்ளன . 


எனவே , ( AP- ன் 
றிருக்கவேண்டும் . 


சரிவு ) x ( BP- ன் சரிவு ) = - 1 


என் 


ஆனால் , AP- ன் சரிவு = ( 


y- ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் 
x- ஆயக்கூறுகளின் வித்தியாசம் 


y - y1 
அதாவது , AP- ன் சரிவு 

x - x1 

y - y , 
இதேபோன்று . BP- ன் சரிவு 

X - X2 


3 ) 


( 2 ) 


y - y1 | 

y - y2 
X 

= - 1 என்று பெறுகிறோம் . 
x - x1 

x - x2 
i.e. ( y - y ) ( y - y , ) = - ( x - x1 ) ( x - x , ) 
i.e. ( x - x ] ) ( x - x , ) + ( y - y ) ( y - y , ) = 0 

இது தான் , வட்டத்தின் சமன்பாடாகும் . 
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எடுத்துக் காட்டுக் கணக்குகள் 


1. ( - 2 , 3 ) எனும் புள்ளியை மையமாகவும் , 4 அலகு 
ஆரமும் உடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . மேலும் , இவ் 
வட்டம் ( --2 , -1 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லும் என்றும் 
காட்டுக . 


.. 


தீர்வு : 

வட்ட மையம் ( -2 , 3 ) , ஆரம் 4 என்றுள்ளன . 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
( x - ( - 2 ) ] + [ y - 3 ] = 42 
j.e. ( x + 2 ) 2 + ( y - 3 ) 2 = 16 
i.e. ( x2 + 4x + 4 ) + ( y ? - (ty + 9 ) = 16 
j.e. 12 + y : + 4x - 6y - 3 = 0 

( 1 ) . 
சமன்பாடு ( 1 ) -ன் இடது பக்கம் , x = - 2 , y = -1 என்றிட . 
டது பக்கம் = ( -2 ) : + ( -1 ) 2 + 4 ( -2 ) -6 ( -1 ) -3 

4 + 1 - 8 + 6 - 3 
= 0 
= 

= வலது பக்கம் . 


அதாவது , ( -2 . -1 ) 

எனும் ஆயக்கூறுகள் சமன்பாடு 
( 1 ) -ஐ நிறைவு செய்கின்றன . எனவே புள்ளி , ( - 2 , - 1 ) என்பது 
வட்டம் ( 1 ) -ன் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . 


பின்வரும் வட்டங்கள் ஒவ்வொன்றினுடைய மையம் , 
ஆரம் ஆகியவற்றைக் கண்டுபிடி . 
( i ) x + y - 

8x + 6y = 0 
( ii ) 2x2 + 2ye + 6x + 8y - 3 == 0 
தீர்வு : 

( i ) வட்டச் சமன்பாடு , 

x + y - 8x + by = 0 என்பதாகும் . 
i.e. ( x2 - 

8x) + ( 2 + 6y) = 0 
i.e. ( x2 -- 8x + 16 ) + ( y2 + 6y + 9 ) = 16 + 9 
i.e. ( x 

( x - 4 ) 2 + ( y + 3 ) = ( 5 ) 
வட்டமையம் ( 4 , - 3 ) , ஆரம் 5 என்று கிடைக்கின்றன . 


.. 
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( ii ) கொடுக்கப்பட்டக் சமன்பாடு , 
2x + 2y + 6x + 8y - 3 = 0 

3 
i.e. x + y + 33 + 4 ) 

= 0 
2 


இங்கு , x- ன் குணகம் 


= 3 


3 


அதாவது , 2g 


3 ; 


ஃ . 


g 


== 


f = 2 


இதேபோன்று , 2f = 4 ; 
மேலும் , தனி உறுப்பு , 


c = ( --2 ) 


எனவே வட்ட மையம் , 
C = ( - 8 , - f ) 

3 
2 


( -- 


2 ) 


என்பதாகும் . 


ஆரம் , 


r = V g + f -c 


+ ( - 2 ) + 


3 
2 


8 | 


-V ( - ) 

MA 
- ( " ). 


+ 4 + 2 


3 . ஒரு வட்டம் ( -7 , 1 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல் 
கிறது ; 

மையம் ( - 4 , - 3 ) என்றால் , ஆரத்தின் 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி . வட்டத்தின் சமன்பாடும் காண்க 


அதன் 


தீர்வு : 

வட்டத்தின் மையம் ( - 4 , - 3 ) என்று கொடுக்கப்பட் 
டுள்ளது . வட்ட ஆரத்தை 

r என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 
- அதன் சமன்பாடு . 

[ x - ( - 4 ) ] + [ y - ( - 3 ] ] = r " என்றமையும் . 
i.e. ( x + 4 ) . + ( y + 3 ) = r2 
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இவ்வட்டத்தின் மீது , ( - , ) 
- 7 , 1 ) என்பது ஒரு 

புள்ளி 
என்பதால் , ( -7 + 4 ) + ( 1 + 3 ) * = r என்றிருக்கவேண்டும் . 
i.e. 9+ 16 = r2 . 

ஃ i.e. r = 5 


ஃ . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

( x + 4 ) 2 + ( y + 3 ) 2 = 25 
i.e. x + 8x + y + By = 0 
i.e.x + y + 8x + 6y = 0 


4. x2 + y + 6x + 4y - 
6x + 4y - 7 = 0 

என்ற வட்டத்தின் 
விட்டம் ஒன்று ( 5 , - 1 ) என்ற புள்ளி வழியேச் செல்லுமானால் , 
அவ்விட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 6x + 4y - 7 = 0 என்பதாகும் . 
வட்டமையத்தை 0 என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 
1 

1 
0 - ன் x- ஆயக்கூறு 

( x- ன் குணகம் ) = - ( 
2 

2 


( 6 ) 


0 - ன் y- ன் ஆயக்கூறு = 


( y- ன் குணகம் ) = 


= 


- ( 4 ) 


- 2 


எனவே 0 என்பது ( -3 , - 2 ) எனும் புள்ளியாகும் . 

இப்பொழுது , வட்டமையம் 0 வழியே செல்லும் ஒவ்வொரு 
கோடும் ஒரு விட்டமாகும் . ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி 
P ( 5 , - 1 ) வழியாகச் செல்லும் 

விட்டமாகிய 

PC- ன் 
சமன்பாடு , 

- 5 

என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
-- 1+ 2 5 + 3 


y + 1 


* 


== 


i.e. 8 ( y + 1 ) = x - 5 
i.e. x - 8y = 13 


5. x2 + y - 2x - 4y = 5 எனும் வட்டத்தின் நாண் 

ஒன்றின் நடுப்புள்ளி ( 2 , 3 ) என்று கொடுக்கப்பட்டிருந் 
தால் , அந்த நாணின் நீளத்தைக் கணக்கிடு . 
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தீர்வு : 

தேவையான 


நாண் 


AB என்றும் , அதன் நடுப்புள்ளி 
M என்றும் , வட்டமையம் C 
என்றும் இருக்கட்டும் . 
பொழுது வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y - 2x -- 4 ) ! - 5 = 0 


CC 


ஃ வட்டமையம் , 
C ( -g , - f ) = ( 1,2 ) 


A 


M 


B ஆரம் , ( - 1 ) + ( - 252 + 5 


= 10 


படம் 82 . 


. 


மேலும் , M- ன் ஆயக் கூறுகள் ( 2 , 3 ) என்று கொடுக்கப்பட் 
டுள்ளது . படத்திலிருந்து , CM எனும் கோடு , நாண் AB- க்குச் 
செங்குத்தாக இருக்க வேண்டும் என்று 

என்று தெரியும் . 

எனவே 
செங்கோண முக்கோணம் , 

A AMC- ல் , AM 2 = AC2 MC2 
ஆனால் , AC = ஆரம் = 1/10 ; 
மேலும் , MC2 ( 2-1 ) 2+ ( 3-2,2 = 2 ; i.e. MC = = 
AM2 = AC2 MC2 
= 10 
10 - 2 = 8 .; 

8 .; i.e. AM = 18 = 2 2 
எனவே , நாண் AB- ன் நீளம் பின் வருமாறு : 

AB = 2AM = 2.2- 2 = 4/2 


. 


என்று 


6. ( 8 , 0 ) , ( 6 , 8 ) , ( 5 , 9 ) , : ( - 3 , 11 ) என்ற நான்கு புள்ளி 

களும் ஒரே வட்டத்தின் மீது அமைந்துள்ளன 
காட்டு . மேலும் , அவ்வட்டத்தின் சமன்பாட்டையும் 

கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை முறையே A , B , C , D 
என்று குறிப்பிடுவோம் . 
அதாவது , A என்பது ( 8 , 0 ) என்றும் , 

B என்பது ( 6 , 8 ) என்றும் , 

C என்பது ( 5 , 9 ) என்றும் ,, 
மற்றும் , D என்பது ( - 3 , 11 ) என்றும் கொள்வோம் . 
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முதலில் ஏதேனும் மூன்று புள்ளிகள் வழியேச் செல்லும் 
வட்டத்தைக் காண வேண்டும் . அதன் பின் , நான்காவது. 
புள்ளியும் அவ்வட்டத்தின் 

அமையும் என்று நிறுவ 
வேண்டும் . 


மீது 


இப்பொழுது A , B , C என்ற மூன்று புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தை x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்று 
எடுத்துக்கொள்வோம் . 


இவ்வட்டத்தின் மீது புள்ளி A அமைவதால் , 

64 + 0 + 16g + 0 + c = 0 என்றிருக்க வேண்டும் 
அதாவது , 16g + c = - 64 

( 1 ) 


இதே போன்று , B , C என்ற புள்ளிகளும் இவ்வட்டத்தின் 
மீது அமைவதால் , 

36 + 64 + 12g + 16f + c = 0 என்றும் , 
25 +81 + 10g + 18f + c = 0 

என்றும் இருக்க 
வேண்டும் . 


( 3 ) 


.... 


அதாவது , 12g + 16f + c = 

- 100 

( 2 ) 
10g + 18f + c = - 106 
( 1 ) - ( 2 ) - 

4g - 16f = 38 
i.e. g - 4f = 9 

( 4 ) 
( 1 ) - ( 3 ) 

gே - 18f = 42 
i.e. g - 3f = 7 

( 5 ) 
( 4 ) - ( 5 ) 

- f = 2 ; ie . f = - 2 
g = 7 + 3f 
= 7 - 6. i.e. 

i.e.g = 1 
84 16g 
64 - 16 ; i.e.c = - 80 


இவ்வாறு , வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x + y + 2.1x + 2 ( - 2 ) y - 80 = 0 என்று கிடைக்கும் . 
i.e. x " + y + 2x - 4y - 80 = 0 

( 6 ) 
க . ஓ . அ . 

23 
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இப்பொழுது , D- ன் ஆயக் கூறுகளைச் சமன்பாடு ( 6 ) -ன் 
இடது புறம் பிரதியிட , 
இடது பக்கம் = ( -3,2+ ( 11 ) + 2 ( -8 ) - 4 ( 11 ) -80 

= 9 + 121 - 6 - 44 - 80 
= 0 


D என்பது 


அதாவது , D- ன் ஆயக் கூறுகள் வட்டத்தின் சமன்பாடு 
( 6 )-ஐ நிறைவு செய்கின்றன . எனவே , 

அவ் 
வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . இவ்வாறு 4 புள்ளிகளும் 
ஒரே வட்டத்தின் மீதுள்ளன என்றறிகிறோம் . 


7. ஆயக்கூறு அச்சுகளைத் தொட்டுக்கொண்டு செல்லும் 
ஒரு வட்டத்தின் மீது ( 1 , 2 ) எனும் புள்ளி அமையுமானால் , 
அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


தீர்வு : 

தேவையான வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டை , 

x + y + 2gx + 2fy + c = 0 
என்க . 


N 


( 3 ) 


இவ்வட்டத்தின் மையம் , 

C = ( - g , - f ) , 


* 


Σ 


ஆரம் , 

Vg + f2 -c. 
O 

இவ்வட்டம் இரண்டு அச்சு 
படம் 29 . 

களையும் தொடுவதால் , வட்டத் 
தின் 

அமைப்புப் படத்தில் 
காட்டியுள்ளவாறு இருக்கவேண்டும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 
படத்திலிருந்து , 

C- ன் x- ஆயக்கூறு = OM 


= NC 


= வட்ட ஆரம் என்று தெரிகிறது . 


i.e. 


-g = r ; i.e. 


g = 


r 


( 1 ) 


இதேபோன்று , f = - r என்றும் பெறலாம் . 
ஆகையால் , f = g = - r என்றறிகிறோம் . 
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r 


C 


2 


ஆனால் , ஆரம் g + f - C 

g g + f 
i.e. g g + f - C 
i.e. c = f * g 

( 2 ) 
மேலும் ( 1 , 2 ) எனும் புள்ளி வட்டத்தின் மீது அமைவதால் , 
4+ 1 + 2g + 4f + c = 0 என்பது உண்மையாகும் .. 
i.e. 2g + 4f + c = - 5 . 

( 3 ) 
i.e. 2g + 4g + c = - 5 ( g = f ) 
i.e. 6g + g = - 5 ( :: 

c = g ) 
i.e. 

g + 6g + 5 = 0 
i.e. ( g + 1 ) ( g + 5 ) = 0 ; i.e. g = - 1 , - 5 . 
... f = 

f = - 1 , - 5 ; மற்றும் c = 1 , 25 என்றமையும் . 
எனவே , தேவையான வட்டங்களாவன : 
x + y + 2 ( - 1 ) x + 2 ( -1) y + 1 = 

0 , 
x + y + 2 ( - 5 ) x + 2 ( - 5 ) y + 25 
அதாவது , x + y - 2x - 2y + 1 = 0 , 

x + y2 - 10x - 10y + 25 = 0 . 
8. x + y - 2x + 6y + 6 = 0 , x2 + y - 5x + 6y + 15 = 0 

இரண்டு வட்டங்களும் ஒன்றையொன்று தொட்டுக் 
கொள்ளும் என்று காட்டு . மேலும் அவை தொட்டுக்கொள்ளும் 
புள்ளியையும் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

வட்டங்களின் சமன்பாடுகளாவன : 
x + y - 2x + 6y + 6 = 0 ... ( 1 ) 
x + y - 5x + 6y + 15 = 0 ... ( 2 ) 
வட்டங்கள் ( 1 ) , ( 2 ) -ன் மையங் 
களை முறையே A , B என்றும் ; 
ஆரங்களை , r , என்றும் குறிப் 
பிடுவோம் . 

A 


என்ற 


. A = ( 1 , - 3 ) , 

5 

3 
2 


என்றாகும் . 


படம் 30 . 
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2 


5 
2 


2 


8 


24 


= 


1 
2 


2 


இதேபோல , r1 = ( - 1 ) + ( 3 ) 

I = ( -1 )2 + ( 3) - 6 = 2 
T M ( 
+ ( 3 ) 15 

25 
M 
4 

3 
மேலும் , AB = M (1 2 ) 
+ ( -3 + 3 ) = 

2 
ஆகையால் , AB = ( r1 - 7 , ) என்பது விளங்கும் . 
எனவே , இரண்டு வட்டங்களும் உடபுறமாகத் தொட்டுக் 
கொள்ளும் என்று தெரிகிறது . அவை தொட்டுக் கொள்ளும் 
புள்ளியை P என்க . பின் , P என்ற புள்ளி AB எனும் பகுதியை 
வெளியாக 1 : r , என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் என்று தெரியும் . 

5 
2 

2 
ஃ . P- ன் x- ஆயக்கூறு 

3 
2 

2 


0 


== 


( 


- 


( 
2 (-3) - ( - 3 ) 

( 2-3 ) 


P- ன் y- ஆயக்கூறு = 


( " 


-3 


, 


எனவே , தொடும் புள்ளி , P. ( 3 , -3 ) என்பதாகும் . 
9. ( 4,1 ) , ( - 2 , -7 ) என்ற 

புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் 
கோட்டை 

விட்டமாகக் கொண்டுள்ள வட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க . 
தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை A , B எனக் கொள்வோம் . 
* i.e. A = ( 4 , 1 ) ; B = ( -2 , -7 ) . 

AB- ஐ விட்டமாகவுடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

( x - 4 ) ( x + 2 ) + ( y - 1 ) ( y + 7 ) = 0 என்பதாகும் . 
i.e. ( x2 - 2x - 8 ) + ( y : + 6y - 7 ) = 0 
i.e. x + y - 2x + 6y - 15 = 0 

இச்சமன்பாட்டைப் பிறிதொரு முறையிலும் பெறலாம் . அது 
பின் வருமாறு : 

AB- ன் நடுப்புள்ளியை C என்க . பின் C என்பது தேவையான 
வட்டத்தின் மையம் என்று தெரியும் . 


1 
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இப்பொழுது , C- ன் ஆயக்கூறுகளாவன : 

4 - 22 , 

1 - 7 
2 


- ) 


2 


i.e. C = ( 1 , -3 ) 
மேலும் , விட்டம் AB = ( 4 + 2 ) + ( 1+7 ) 

10 


10 


i.e. வட்டத்தின் , ஆரம் = 


5 . 


2 


.. 


== 


வட்டத்தின் சமன்பாடு ( x - 1 ) * + ( y + 3 ) 

52 
i.e. x + y - 2x + 6y - 15 = 0 
( இ ) வட்டத்தின் தொடுகோடு 
வரையறை 

பொதுவாக , ஒரு நேர்கோடு ஒரு கொடுக்கப்பட்ட 
வட்டத்தை இரண்டு புள்ளிகளில் வெட்டும் என்று தெரியும் . 
வெட்டும் புள்ளிகள் இரண்டும் ஒன்றுபடுமானால் , பின் , எடுத்துக் 
கொண்ட நேர்கோடு வட்டத்தைத் தொடும் என்று கூறுகிறோம் ; 
மேலும் , அக்கோடு வட்டத்தின் தொடுகோடு எனப்படும் . 
அதாவது , ஒரு கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தை ஒரு நேர்கோடு 
இரண்டு ஒன்றுபட்ட ( அல்லது பொருந்தும் ) புள்ளிகளில் சந்திக்கு 
மானால் , அக்கோடு வட்டத்தின் ஒரு தொடுகோடாக அமையும் . 
1. தொடுகோட்டின் நீளம் காணுதல் 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 
x + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்க , 

இவ்வட்டத்திற்கு , P ( x ) , y ) 
எனும் புள்ளியிலிருந்து வரையப் 
படும் தொடுகோட்டை PT என்று 
குறிப்பிடுவோம் . இங்கு , தொடும் 

TT 
புள்ளியாகும் . 


* 


வட்டமையம் C என்றும் , ஆரம் 
என்றும் இருக்குமானால் , பின் 


C = ( -g , -f ) என்பதும் 

= vg + fe - c என்பதும் 
விளங்கும் . 


P 


. 
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= 


படத்திலிருந்து , ஆரம் CT தொடுகோடு PT- க்குச் செங் 
குத்தாக இருக்கும் என்று 

என்று தெரியும் . எனவே , செங்கோண 
முக்கோணம் , 

APTC- ல் , PTE = PC ? - CT " என்று கிடைக்கும் . 
ஆனால் , PC2 = [ x ] - ( - g ) ] 2 + ( y1 - ( - f ) ] 

( x1 + g ) + ( y1 + f ) ? 
CT2 = r = [ gs + f - c ) 
ஃ 

( x1 + g ) + ( y1 + f ) - ( g + f - c ) 

= x 2 + y + 2gx1 + 2fyi + c . 
i.e. PT = 

x + y + 2gx + 2 fyi + C 
i.e. P ( x , y , ) என்ற புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு வரை 
யப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் , ( x + y + 2yx1 + 2f81 + c 
என்பதாகும் . 


PT2 = 


துணை முடிவு : 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டை x + ya = as என்று கொள் 
வோமானால் , ( x , y ) எனும் புள்ளியிலிருந்து இவ்வட்டத்திற்கு 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் Vx + yie - a என்று 
கிடைக்கப்பெறும் . 


குறிப்பு : 

இங்கு ( PC ? - r " ) எனும் மதிப்பை , மையத்தை C எனும் 
புள்ளியிலும் , ஆரத்தை என்றும் உடைய வட்டத்தைச் சார்ந்த 
P என்ற புள்ளியின் படி ( Power of P with respect to the given 
circle ) என்று கூறுவதுண்டு . மேலேயுள்ள படத்திலிருந்து , P 
என்ற புள்ளி வட்டத்திற்கு வெளியே அமையும்போது , 
P- ன் படி = PC ? 

PC - 1 

- p2 


= PT2 


= x1 * + y1 * + 2gx1 + 2fyi + c 
எனக் காணலாம் . 


இது ஒரு மிகை மதிப்பு என்பது விளங்கும் . மேலும் , P என்ற 
புள்ளி வட்டத்தின் மீது அமைந்திருப்பதால் . இம்மதிப்பு பூஜ்ய 
மாகும் என்றும் ; P வட்டத்திற்கு உள்ளே இருப்பின் , இம்மதிப்பு 
குறையெண்ணாகும் என்றும் கண்டுகொள்ளலாம் . 


வட்டம் 


859 


இவ்வாறு , 

( i ) ( PC2 - r " ) > 0 எனில் , வட்டத்திற்கு வெளியிலும் , 
( ii ) ( PC : - re ) = 0 எனில் , வட்டத்தின் மீதும் , 
( iii ) ( PC2 – r2 ) < 0 எனில் , வட்டத்தினுள்ளும் , P என்ற 

புள்ளி அமைந்திருக்க வேண்டுமென அறிகிறோம் . 
இவற்றை , கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தைப் பொருத்து P எனும் 
புள்ளியின் நிலையை அறிவதற்கான நிபந்தனைகளாகக் கருதலாம் . 


அதாவது , ( Y1 , y1 ) என்ற புள்ளி x + y + 2gx + 2fy 
+ c = 0 என்ற வட்டத்திற்கு வெளியே , வட்டத்தின் மீது 
அல்லது வட்டத்தினுள்ளே இருப்பதற்கான நிபந்தனைகளாவது , 
முறையே , 
x 2 y + 

0 என்றிருக்க வேண்டும் . 


AV 


깆 


2. தொடுகோட்டின் சமன்பாடு காணுதல் 

( i ) x2 + yr = a2 எனும் ” வட்டத்தின் மீதுள்ள ( xy , y1 ) 
எனும் புள்ளியில் வரைப்படும் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு 

xx ] + yy1 = a என்பதாகும் . 
நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை A என்று குறிப்பிடுவோம் . 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x + y = a என்றுள்ளது . 


இச்சமன்பாட்டின் இருபுறமும் x- ஐச்சார்ந்த வகைக்கெழுக்காண , 

dy 

= 0 என்றாகும் . 


2x + 2y ax 


i.e. 


dy 
dx 


ஆனால் , A ( x1 , y1 ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு 
கோட்டின் சரிவு m எனில் , 

dy 

என்று தெரியும் . 
dy A 


M == 


( 8 ) 
- ( - * ) 


i.e. 


m 
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எனவே , தேவையான தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

( y - y ) = m ( x - x1 ) என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


i.e. ( y - y1 ) = 


( 


31 )( x - x1 ) 


y1 


i.e. y1 ( y - y ) = - x1 ( x - x1 ) 
i.e. xx1 + yy1 = x + y1 
i.e.xx + yy = a [ : ( x ) , y ) என்பது வட்டத்தின் 

மீதுள்ள புள்ளி ] 
( ii ) x + y3 + 2gx + 2fy + c = 0 என்ற வட்டத்தின் 
மீதுள்ள A ( x1 , y1 ) எனும் புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு 
x x1 + y y1 + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c = 0 

என்ப 
தாகும் . 
நிரூபணம் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 

x2 + y + 2gx + 2fy + c = 0 என்று கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது . 
முன் போலவே x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக் காண , 
dy 

dy 
2x + 2y 

+ 2g . 1 + 2f + 0 = 0 என்று பெறலாம் . 
-dx 

dx 
dy 
i.e. ( y + f ) 

dx 

( x + g ) 


i.e. 


dy 

( x + g ) 
dx 

( y + f ) 
A- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சரிவு 

dy 


ஃ . 


- ( 4 ) 


dx | A 


( x + g ) 
( 1 + f ) 


எனவே , வட்டத்தின் மீதுள்ள A எனும் புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு பின் வருமாறு : 

( x + g ) 
( y - Y1 ) = - 

( x - x1 ) 

( y1 + f ) 
i.e. ( y1 + f ) ( y - y1 ) = - ( x + g ) ( x - x1 ) 
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. 


i.e. 

xx1 + yy1 + gx + fy = x + y + gx + fy . 
i.e. xx1 + y vi + gx + fy 

} 
+ fy1 + 

x1 + y + 2gx1 + 2fy + C 
i.e. x + y y + g ( x + x1 ) + fy + y ) + = 0 

( ஏனெனில் , ( x1 , y :) என்ற புள்ளி வட்டத்தின் மீதுள்ளதால் 
x1 + y1 * + 2gx1 + 2fyi + c = 0 என்றிருக்க வேண்டும் . ] 


. 


குறிப்பு : 

x " + y + 2gx + 2fy + c எனும் கோவையை S என்றும் , 
தேபோன்று , 12 + 1 + 2gx + 2fy1 + C என்பதை S1 
என்றும் , 

x x1 + yy1 + g ( x + x ) + f ( y + y ) + c என்பதை T 
என்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கமாகும் . 


இக்குறியீடுகளைப் பயன்படுத்தி மேலே கண்ட முடிவுகளைப் 
பின் வருமாறு எடுத்துக் கூறலாம் . 

( i ) ( x 1 , y 1 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து S = 0 என்ற வட்டத் 
திற்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளம் VS என்பதாகும் . 

( ii ) S = 0 என்ற வட்டத்தின் மீதுள்ள ( x , y1 ) எனும் 
புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , T 

0 
என்பதாகும் . 


மேலும் , S எனும் இருபடிக் கோவைக் கொடுக்கப்படின் , 
அதிலிருந்து 31 - ஐப் பெற ( x , y ) - க்குப் பதிலாக ( x1 , y ) என்றிட 
வேண்டும் . 


இதே போன்று , x- க்குப் பதிலாக x xy என்றும் , y " - க்குப் 
பதிலாக y y1 என்றும் , 2x- க்குப் பதிலாக ( x + x1 ) என்றும் , 
2y- க்குப் பதிலாக ( y + y ) என்றும் பிரதியிட்டு S என்ற கோவை 
யை மாற்றியமைக்க , T எனும் கோவைக் கிடைக்கப் பெறும் 
என்பதை அறியவும் . இங்கு , தனி உறுப்பு மாறாமல் அப்படியே 
இருக்கும் என்பதையும் கவனிக்கவும் . 


இம்முறை எந்த இருபடிக் கோவைக்கும் பொருந்துமாதலால் , 
வளை வரையின் சமன் பாட்டிலிருந்து தொடு கோட்டின் சமன் 
பாட்டை எளிதில் பெறலாம் . ( இருபடிச் சமன்பாட்டில் ( xy ) 
உறுப்பு இருக்குமானால் , பின் ( 2xy ) என்ற கோவைக்குப் பதி 
லாக ( xy + xy ) என்று பிரதியிடவேண்டும் ) 
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3 . 

ஓரு நேர்கோடு வட்டத்தைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனையைப் 
பெறுதல் 

a2 என்ற 
( அ ) y = mx + c என்ற நேர்கோடு , x2 + ye 
வட்டத்தின் தொடு கோடாக 

வேண்டுமானால் , 
c3 = a ( 1 + m ) என்றிருக்க வேண்டும் . 


அமைய 


2 


நிரூபணம் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 32 + y = a 

.. ( 1 ) 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , y = mx + c 

( 2 ) 
இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்போமானால் , 
வட்டமும் நேர்கோடும் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளின் ஆயக் 
கூறுகள் கிடைக்கப்பெறும் . ஆனால் , கோடு ( 2 ) வட்டம் ( 1 ) -ஐத் 
தொட வேண்டுமானால் , அவை வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகள் 
இரண்டும் ஒன்றுபடவேண்டும் . எனவே சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) 
ஆகியவற்றின் தீர்வுகள் சமமாக இருக்கவேண்டும் . 


ஆகை 


இப்பொழுது சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 )-லிருந்து y- ஐ நீக்க , 

x " + ( mx + c ) = a என்று பெறலாம் . 
i.e. ( 1 + m ? ) x2 + 2m cx + ( c - a ) 

aº ) = 0 

( 3 ) 
இது x- ல் அமைந்துள்ள இருபடிச் சமன்பாடாகும் . 
யால் , இதற்கு இரண்டு மூலங்கள் உண்டு . இந்த இரண்டு 
மூலங்களும் , வட்டமும் நேர் கோடும் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளி 
களின் , x- ஆயக்கூறுகளைக் குறிக்கும் . 

இப்பொழுது , சமன்பாடு ( 3 ) -ன் தீர்வுகள் சமமாக இருக்க 
வேண்டுமாதலால் , அதனுடைய தன்மை 

காட்டி பூஜ்ய 
மாகும் . 


ஃ ( 2mc ) - 4 ( 1 + m " ) ( c - a ) = 0 
i.e. c2 as 

maa ? = 0 
ie . 2 a ) ( 1 + m ) 


2 


( ஆ ) இம்முறையைப் பிறிதொரு முறையிலும் பெறலாம் . 
அது பின்வருமாறு : 

கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு வட்டத்தை T ( xy , y1 ) என்ற 
புள்ளியில் தொடுவதாகக் கொள்வோம் . பின் T- ல் வரையப் 
படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 
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xx1 + yy ; = a என்றுதெரியும் . 
i.e. yr • y = ( - x ) x + a 


( 4 ) 


இப்பொழுது , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 4 ) ஆகிய இரண்டுமே 
ஒரே நேர்கோட்டை . ( அதாவது , T- ல் உள்ள தொடுகோட்டை ) க் 
குறிக்கின்றன . ஆகையால் , இரண்டு சமன்பாடுகளிலும் காணப் 
படும் ஒத்த உறுப்புகளின் குணகங்கள் சம விகிதத்தில் இருக்க 
வேண்டும் . 


1 


C 


எனவே , 


-- 


111 


( -X1 ) 


இவ்விகிதங்களிலிருந்து , x } = 


ae 


nia 


Yı 


என்று 


C 


C 


பெறலாம் . 


ஆனால் , ( R ] , yx ) என்பது வட்டத்தின் மீதுள்ள புள்ளியாத . 
லால் , x1 " + y12 = a என்பது உண்மையாகும் . 

- maa 
i.e. 


( - ) + ( ) - 


+ 


= as 


i.e. maa + a = ace 
i.e. 1 ( m2 + 1 ) = c3 
1.e. 

c = a ( 1 + m ) 


, 


( இ ) துணை முடிவுகள் 

( i ) இரண்டாவது முறையைப் பயன்படுத்துவதால் , நேர் 
கோடு வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளியையும் பெற முடிகிறது . 

-mae 

as 
இவ்வாறு , T- ன் ஆயக் கூறுகள் 

என்று கண்டு 


* ) 


C 


கொள்ளலாம் . 


( ii ) மேலே நிறுவிய நிபந்தனையிலிருந்து , 

c = = a v1 + m " என்று அறிகிறோம் . 


ஆகையால் , y = mx + a + m > , y = mx - a Vi + m2 என்ற 
இரண்டு கோடுகளுமே x + y = a " என்ற வட்டத்திற்குத் 
தொடுகோடுகளாக இருக்கும் என்று தெரிகிறது . 

அதாவது , ஒரு நேர்கோட்டின் சரிவு , m கொடுக்கப்படின் , 
அச்சரிவுக்கு ஒப்ப , கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்திற்கு இரண்டு 
தொடு கோடுகள் வரைய முடியும் என்று அறிகிறோம் . 
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( iii ) இம் முடிவைப் பயன்படுத்தி வட்டத்திற்கு வெளியே 
உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளி கொடுக்கப்படின் , அப்புள்ளியிலிருந்து 
வட்டத்திற்கு இரண்டு தொடுகோடுகள் வரைய முடியும் என்று 
நிறுவலாம் . 


வட்டத்தின் சமன்பாடு , x + y = a " என்பதாகும் . 

இந்த வட்டத்திற்கு வரையப்படும் ஏதேனும் ஒரு தொடு 
கோட்டை y = mx + a { 1+ m ” என்று எடுத்துக் கொள்ள 
லாம் . இக்கோடு P ( h , k ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லுமானால் , 

k = mh + a 1+ m என்றாகும் . 
i.e. kk - mh 

mh = a 1 + m 
i.e. ( k - mh ) : = a " ( 1 + m ) 
i.e. ( h -ajm 2hkm + ( k " 

aº ) = 0 


இது 1 - ல் ஒரு இருபடிச் சமன்பாடாக இருப்பதால் , m- ன் 
மதிப்புகள் இரண்டு இருக்கும் என்றும் தெரிகிறது . அதாவது 
ml , m , என இரண்டு மூலங்கள் 

இரண்டு மூலங்கள் இச்சமன்பாட்டிற்கு உண்டு 
- எனில் , அவை ஒவ்வொன்றுக்கும் ஒப்ப , P ( h , k ) என்ற புள்ளி 
வழியேச் செல்லும் தொடுகோடு ஒன்று இருக்கும் என்றறிகிறோம் . 
இவ்வாறு , P என்ற புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு இரண்டு தொடு 
கோடுகள் வரைய முடியும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 


2 


மேலும் 11 , 

m , ஆகியவற்றிற்கிடையே கீழ்க்காணும் 
தொடர்புகள் கிடைக்கப்பெறும் என்பதையும் கவனிக்கவேண்டும் . 

2hk 
my + m , 

(h - a ) ( மூலங்களின் கூடுதல் ) 

k2 - aa 
m1 ms 

h2 aa 


) ( மூலங்களின் பெருக்கல் ) 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


! 


10. x2 + y - 5x + y - 14 = 0 என்ற வட்டத்தின் 
மீது ( 2 , 5 ) எனும் புள்ளி - அமைந்துள்ளது எனக் காட்டு . 
மேலும் , அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டினையும் 
கண்டுபிடி . 
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தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை P என்று குறிப்பிடுவோம் . 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
x2 + y - 5x + y - 14 = 0 

( 1 ) 


P எனும் புள்ளி வட்டத்தின் மீது அமையவேண்டுமானால் , 
அதன் ஆயக்கூறுகளாகிய ( 2 , - 5 ) என்பன வட்டத்தின் சமன் 
பாட்டை நிறைவு செய்யவேண்டும் . P- ன் ஆயக்கூறுகளை 
சமன்பாடு ( 1 ) -ன் இடது பக்கம் பிரதியிட , 
இடது பக்கம் 

22 + ( - 5 ) - 5 ( 2 ) + ( - 5 ) - 14 
4 + 25 - 10 - 5 - 14 
= O 


எனவே P என்பது வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . 
இப்பொழுது , P ( 2 , - 5 ) 

P ( 2. - 5 ) எனும் புள்ளியில் வட்டத்திற்கு : 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைப் பின் வருமாறு . 
பெறலாம் . 


அதாவது , 

5 
xx ( 2 ) + y ( -- 5 ) - 

y - 14 = 0 . 
2 
i.e. 4x 

4x - 10y - 5 ( x + 2 ) + ( y - 5 ) - 14 = 0 
i.e. 

3+ 9y + 43 = 0 
தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் கீழேயுள்ளவாறும் பெறலாம் . 
வட்ட மையத்தை C என்க . 

5 
( -ன் ஆயக்கூறுகள் 

என்பனவாகும் . 

2 
மேலும் , P- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 2 , -5 ) என்றுள்ளன . 

1 
( - 5 ) 

2 
.. PC- ன் சரிவு 

9 
5 
2 

2 


--- 


1 ) 
( 


ஆனால் , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோடு PC- க்குச் செங் 
குத்தாக இருக்குமாதலால் , 

1 

1 
தொடுகோட்டின் சரிவு = PC- ன் சரிவு 

9 . 
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எனவே , தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

1 
y - ( - 5 ) = - 5 ( x - 2 ) 
i.e. x + 9y + 43 = 0 , 

11. ( 3 , 5 ) , ( 4 , - 1 ) என்ற புள்ளிகள் x2 + y - 7x 
- 4y +7 = 0 என்ற வட்டத்தினுடைய ஒரு 

விட்டத்தின் 
மூனைகள் என்று காட்டு . மேலும் , அப்புள்ளிகளில் வரையப் 
படும் தொடுகோடுகள் இணையாக இருக்கும் என்றும் நிறுவுக . 
தீர்வு : 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , x 2 + y -7x- 4y + 7 = 0 ( 1 ) 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளப் புள்ளிகளை A , B , எனக் கொள்வோம் . 
ஃ A = ( 3,5 ) , B = ( 4 , - 1 ) 

இப்பொழுது , A- ன் ஆயக்கூறுகளை சமன்பாடு ( 1 ) -ன் இடது 
.புறம் பிரதியிட 
இடது பக்கம் 

= 33 + 52 - 7 ( 3 ) - 4 ( 5 ) +7 

9 + 25 - 21 --- 20 + 7 

= 0 
அதாவது , A- ன் ஆயக்கூறுகள் வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 
நிறைவு செய்கின்றன . எனவே , புள்ளி வட்டத்தின்மீது அமைய 
வேண்டும் என்று தெரிகிறது . இதேபோன்று , B- ன் ஆயக்கூறு 
களைப்பிரதியிட , 
இடது பக்கம் 

4 " + ( -1 } 2 -7 ( 4 ) -4 ( -1 ) +7 
= 16 + 1 - 28 + 4 + 7 


= 0 


ஃ 


B என்ற புள்ளியும் வட்டத்தின் மீது அமைந்திருக்கும் . 
மேலும் , AB2 = ( 3 - 4 ) + ( 5 + 1 ) * 

= 1 + 36 = 37 


அதாவது , 


AB = 37 


2 


வட்டத்தின் ஆரம் = 


W 


+ - 2 ) - 


M ( - ) 
49 


49+ 16 - 28 


-- 


137 
2 


! 
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AB = விட்டம் என்று தெரிகிறது . 
அடுத்து , A- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

7 
x ( 3 ) + v ( 5 ) - ( x + 3 ) - 2 ( y + 5 ) + 7 = 0 என்றாகும் . 

2 
i e . x - 6y + 27 = 0 

( 2 ) 


இதேபோன்று , B- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

7 
x - 1 

4 ) 1 0 
2 


i.e. x - 6y - 10 = 0 


( 3 ) 


சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) -லிருந்து , வட்டத்திற்கு A , B என்ற 
புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடுகோடுகள் இணையாக இருக்கும் 
என்று அறிகிறோம் . ( ஏனெனில் , இரண்டு சமன்பாடுகளிலும் 
x , y- ன் குணகங்கள் சமமாக உள்ளன ) 


12. 3x + 3y - 4x - 5y - 7 = 0 என்ற வட்டம் , X- அச்சை 
வெட்டும் புள்ளிகளைக்கண்டுபிடித்து , அந்த அச்சிலிருந்து வெட் 
படப்படும் நாணின் நீளத்தைக் கணக்கிடு . 
தீர்வு : 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
3x3 + 3y 4x - 5y - 7 = 0 
4 5 7 
= 0 

( 1 ) 
8 

3 


i.e. x + y – 3x 


- 


... 


y = 0 


X- அச்சின் சமன்பாடு , 

( 2 ) 
இவ்விரண்டுசமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண , வட்டம் X- அச்சை 
வெட்டும் புள்ளிகளைப் பெறலாம் . ஆகையால் , சமன்பாடு ( 1 ) -ல் 
y = 0 என்றிட , பின்வரும் x- ல் அமைந்துள்ள இருபடிச்சமன்பாடு 
கிடைக்கும் . 

4 7 
i.e. x2 

3 3 
i.e. 3x2 - 4x - 7 = 0 
i.e. ( 3x - 7 ) ( x + 1 ) = 0 


= 0 


ஃ 


7 
3 . 


- 1 
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X. அச்சிற்கும் 


பொதுவான 


இவ்வாறு , வட்டத்திற்கும் 
புள்ளிகள் A , B , எனில் , 


A = 


( 3 , 0 ) , B = ( - 1 , 0) என்று அறிகிறோம் . 
- ( 3 + 1 ) 
) +0 

( 19 ) 


2 


ஃ 


AB2 


i.e. 


நாண் , AB = 


10 
3 . 


13 . 


2x - 3y - 1 = 0 என்ற கோடும் , x + 2-3x + y = 0 
என்ற வட்டமும் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளைக் கண்டுபிடி . 
அப்புள்ளிகள் ஆதியுடன் 

உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பும் காண்க . 
தீர்வு : 
வட்டத்தின் சமன்பாடு , x + y - 3x + y = 0 

( 1 ) 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 2x - 3y - 1 = 0 

( 2 ) 


இவ்விரு சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண , வட்டமும் நேர் 
கோடும் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளின் ஆயக்கூறுகளைப் பெற 
லாம் . ஆகையால் சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -லிருந்து x- ஐ நீக்க 
பின் வரும் இருபடிச் சமன்பாடு கிடைக்கும் 
by + 1 

3y + 1 
2 + y : - 3 

+ y = 0 
2 


i.e. ( 3y + 1 ) 2 + 4y : - 6 ( 3y + 1 ) + 4y = 0 
i.e. (9y + 6y + 1 ) + 4y " - ( 18y + 6 ) + 4y = 0 
i.e. 13y ? - 8y - 5 = 0 
i.e. ( y - 1 ) ( 13y + 5 ) = 0 


ஃ . 


y = 1 , அல்லது 


5 
13 


என்று கிடைக்கும் . 


= 2 


3 + 1 
y = 1 எனும்போது , x = 

2 
5 
y = எனும்போது , x = 

2 


13 


பல 


= ( - 1 ) 


வட்டம் 
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இவ்வாறு வட்டத்திற்கும் , நேர்கோட்டிற்கும் பொதுவானப் 

1 

5 
புள்ளிகள் P ( 2 , 1 ) . Q 

என்பனவாகும் . 
13 13 


| (x1 ) , 


இப்பொழுது , ( x , y ) , ( x ,, y . ) எனும் புள்ளிகள் ஆதியுடன் 
உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு ( x1 y , - x , y1 ) 
என்று தெரியும் . 

1 5 

1 
A0PQ- ன் பரப்பு 

2 

1 

13 


. 


( 


9 
26 


i.e. முக்கோணத்தின் பரப்பு 


9 

ச . அலகு 
26 

( எண்ணளவில் ) 


14. ( -3 , -1 ) எனும் புள்ளி x + y - 6x + 4y + 8 = 0 
என்ற வட்டத்திற்கு வெளியே அமைந்திருக்கும் என்று காட்டு . 
மேலும் , அப்புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு 
கோட்டின் நீளத்தையும் கணக்கிடு . 


தீர்வு : 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
x2 + y - 6x + 4y + 8 = 0 


( 1 ) 


கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை P என்று குறிப்பிடுவோம் . 
மேலும் , S = x + y - 6x + 4y + 8 என் றிடுவோம் . 
பின் , S1 = ( -3 ) - + ( - 1 ) 2 - 6 ( - 3 ) + 4 ( - 1 ) + 8 

( : இங்கு ( xy , y1 ) = ( -3 , -1 ) ] 
32 , ஒரு மிகை எண் . 


ஆகையால் , P ( - 3 , - 1 ) என்ற புள்ளி வட்டத்திற்கு 
வெளியே தான் இருக்கும் . 
P- யிலிருந்து வட்டத்திற்கு 

வரையப்படும் ஒரு தொடு 
கோட்டை PT என்க . வட்ட மையம் C எனில் , C- ன் ஆயக் 
கூறுகள் ( 3 , -2 ) என்பனவாகும் . 

க.ஓ. அ . - 24 
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கணிதம் 


ஓர் அற்பு : கம் 


மேலும் , PTY = PC2 - CT ? என்று தெரியும் . 
ஆனால் , PC = ( -3-3 ) + ( - 1 + 2 ) = 37 
மேலும் , CT2 = [ ( - 3 ) 2 + ( 2 ) ? 8 ] = 5 

ஃ PT2 ( 37 - 5 ) = 92 
i.e. PT = 32 = 4 2 
எனவே , தொடுகோட்டின் நீளம் = 4 Vz 


15. Ty = 2x + c என்ற நேர்கோடு , x2 + y - xே 
+ 5y + 2 = 0 என்ற வட்டத்தைத் தொடுமானால் -ன் மதிப்பு 
என்ன ? மேலும் , அக்கோடு வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளியையும் 
கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 

வட்டத்தின் சமன்பாடு , 
x2 + y 6x + 5y + 2 = 0 

... ( 1 ) 


2 


வட்டமையம் C என்றும் , ஆரம் r என்றும் கொள்வோமானால் 

5 

என்றும் , 


2 


3 


2 


M - 3)* +( 2 ) 


- 2 


453 
2 


என்றும் கிடைக்கும் . 


நேர் கோட்டின் சமன்பாடு , 

7y = 2x + c என்பதாகும் . 
i.e. 2x - 7y + c = 0 

( 2 ) 
கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோடு வட்டத்தைத் தொடுமானால் , 
வட்டமையம் , C- யிலிருந்து கோடு ( 2 )-க்கு வரையப்படும் செங் 
குத்துக்கோட்டின் நீளம் வட்டத்தின் ஆரத்திற்குச் சமமாக 
இருக்கவேண்டும் . 


2 


2 ( 3 ) -7 

2 + C 

153 
22 + ( -7) 

2 
47 + 20 

( 53 
i.e. " 2 53 

2 
i ... 2c = 53 - 47 ; 

i.e. C = 3 


வட்டம் 
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எனவே , தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

2x - 7y + 3 = 0 


( 3 ) 


கோடு ( 3 ) வட்டம் ( 1 ) -ஐ T ( ry , y1 ) எனும் புள்ளியில் 
தொடுவ தாகக் கொள்வோம் . பின் , சமன்பாடு ( 1 )-லிருந்து 
T- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் கீழே 
யுள்ள வாறுப் பெறமுடியும் . 

5 
XX1 + yy1-3 ( x + x1 ) + 2 (y + 21 ) +2 = 0 


1 
i e . ( x) -3)x + ( 1 + 2 ) » - 3x1 + 2 ) + 2 = 0 


5 


5 


2 ( x -3 ) x + ( 2y1 + 5 ) y - 8x1 + 5yi + 4 = 0 ... ... 

.. ( 4 ) 


இப்பொழுது , சமன்பாடுகள் ( 3 ) , ( 4 ) ஆகிய இரண்டுமே 
T- ல் வரையப்படும் தொடுகோடுகளைக் குறிப்பதால் , இரண்டு 
சமன்பாடுகளிலும் உள்ள ஒத்த உறுப்புகளின் குணங்கள் சம 
மாக இருக்க வேண்டும் என்று தெரியும் . 

2 ( 1 - 3 ) ( 2y1 + 5 ) ( - 3x + 5y + 4 ) 
2 

8 


-7 


இங்குள்ள 
கொள்வோம் . 


விகிதங்கள் 


ஒவ்வொன்றையும் 


K எனக் 


1 


பின் , ( x ) - 3 ) = K , 

i.e. x = ( K + 3 ) என்றும் , 
2y1 + 5 = - 7 K , i.e. y1 = 

( 7K + 5 ) என்றும் , 

2 
-6x1 - F5yr + 4 = 3K என்றும் கிடைக்கும் .. 
இம்மூன்று தொடர்புகளிலிருந்தும் ( xy , y1 ) - ஐ நீக்க , 

-6 ( K + 3 ) + 5 ( ( 7K + 5 ) + 4 = 3K 
என்றாகும் . 

i.e. - 12 ( K + 3 ) - 5 ( 7K + 5 ) + 8 = 6K 
i.e. 

53K = 53 ; i.e. K = - 1 


31 = - 1 + 3 = 2 ; y = ( -7 + 5 ) = 1 
எனவே , கோடு வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளி T ( 2 , 1 ) 
என்ப தாகும் . 


872 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


16 . 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து , x2 + y +43 + 3 = 0 . 
x2 + y ? - 6x + 5 = 0 என்ற வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் 1 : 2 எனும் விகிதத்தில் 
இருக்குமாறு , அப்புள்ளி நகர்ந்து செல்லுமானால் , அந்த புள்ளியின் 
இயங்குவரையும் ஒரு வட்டமாகும் என்று நிறுவுக . மேலும் , அவ் 
வட்டத்தின் மையமும் , ஆரமும் காண்க . 
தீர்வு : 

தேவையான இயங்குவரையின் மீது P ( x 1 , y 1 ) என்பது ஒரு 
புள்ளியாக இருக்கட்டும் . கொடுக்கப்பட்ட வட்டங்களின் 
சமன்பாடுகளாவன : 
x + y + 4x + 3 = 0 

( 1 ) . 
x2 + y 6x + 5 = 0 

( 2 ) 


P எனும் புள்ளியிலிருந்து இவ்வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் முறையே PTI , PT , எனில் , பின் 

PT = x12 + y1 + 4x1 + 3 , என்றும் 
PT , 

= x + y ) 8x1 + 5 , என்றும் கிடைக்கப் 
பெறும் . 


2 


) 
) - 


|| 


ஆனால் , PT ) : PT , = 1 : 2 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் , 

PT , - 
PTS 

- என்றாகும் , 
i.e. x1 " + y1 " + 4x1 + 3 1 

( x1 " + y1 * - 6x + 5 4 
i.e. 4 ( x + y1 * + 4x1 + 3 ) = ( x + ye - 6x1 + 5 ) 
i.e. 3x2 + 3y 2 + 22x / + 7 = 0 
P- ன் இயங்குவரையின் சமன்பாடு , 
3 ( x + y ) + 22x + 7 = 0 என்பதாகும் . 

7 
i.e. x + y + 

x + 0 

( 3) 


22 


3 


வட்டம் ( 3. - ன் மையம் , 


11 
3 


o ) எனும் புள்ளி என் 


பதும் , ஆரம் = 


M ( H ) 


10 
3 


என்பதும் 


சமன் 


பாடு ( 3 ) லிருந்து கண்டுகொள்ளலாம் . 


வட்டம் 
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பயிற்சி 
1. கீழ்க்காணும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் ஒரு வட் 

டத்தின் மையமும் , ஆரமும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . 
அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க . 
( i ) மையம் ( 1 , - 3 ) ; ஆரம் 5 
( ii ) மையம் ( - 3 , 4 ) ; ஆரம் 2 
( iii ) மையம் ( 0 , - 2 ) ; ஆரம் 3 


மையமும் , 


2. பின் வரும் வட்டங்கள் ஒவ்வொன்றின் 

ஆரமும் காண்க . 
( i ) 1 + + 4x 8y + 16 = 0 
( ii ) x2 + y2 + 14x - 8y - 25 = 0 
( iii ) 2x2 + 2ye -6x + 10y - 1 = 0 
( iv ) x + y = a ( x + a ) 


3. ( 3 , - 2 ) எனும் புள்ளியை மையமாகவும் , 3 அலகு 

ஆரமும் உடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு என்ன ? இவ் 
வட்டம் ( 3 , 1 ) என்ற புள்ளி வழியே செல்லும் என்று 
காட்டு . 


என்ற 


4.x2 + y + ax + by + 9 

0 

வட்டத்தின் 
மையம் ( 1 , - 3 ) என்று தெரிந்தால் , ஆரத்தின் மதிப்பு 
என்ன ? 


5 . 


x + y - 8x + 12y - 15 = 0 என்ற வட்டத்தோடு 
பொது மையமுடைய வட்டம் ஒன்று ( 5 , 4 ) எனும் 
புள்ளி வழியேச் செல்கிறது . அதன் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


8. x + y + 1 = 0 என்ற கோடு x + y - 6x + 8y - 10 = 0 

என்ற வட்டத்தின் ஒரு விட்டமாகும் என நிறுவுக . 
மேலும் இவ்விட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக உள்ள விட் 
டத்தையும் கண்டுபிடி . 


என்ற 

வட்டத்தி 


x + 2 - 14x + 6y + 9 = 0 
னுடைய நாண் ஒன்றின் நடுப்புள்ளி ( 2 , 1 ) என்றால் , 
அந்த நாணின் சமன்பாடு காண்க . 


கணிதம் 


- 


ஓர் அறிமுகம் . 


374 


8. x + y - 8x + 6y - 3 = 0 என்ற வட்டத்தின் 

விட்டம் ஒன்று 2x - 7y + 7 = 0 என்ற கோட்டிற்கு 
இணையாக உள்ளது . அதன் சமன்பாடு என்ன ? 


9. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு பிரிவிலும் 

காணப்படும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தைக் 
கண்டுபிடி . 
( i ) ( 2 , 1 ) , ( 1 , 2 ) , 18 , 9 ) . 
( ii ) ( 2 , - 1 ) , ( 1 , 1 ) , ( 3 , 2 ) 
( iii ) ( 0 , 0 ) , ( - ! , 0 ) , ( 0 , 3 ) 


10. ( 4 , 8 ) . ( -4 , 4 ) , 110 6 ) என்ற புள்ளிகளால் 

அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க . மேலும் ( 10 , 

10 ) என்ற புள்ளி 
அவ்வட்டத்தின் மீது அமையும் என்றும் காட்டு . 


11. ( 3 , 4 ) , ( -3 . -4 ) , ( 0 , 5 ) , ( -5 , 0 ) எனும் புள்ளிகள் 

ஒரே வட்டத்தின் மீது அமைவன என்று நிறுவுக . 
அவ்வட்டத்தின் ஆரம் என்ன ? 


12 . 


2x + y = 4 , x + 2y = 5 , x + y = 6 என்ற கோடு 
களால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் 

சுற்று 
வட்டத்தைக் கண்டுபிடி . 


என்ற 


19. ( x - 3 ) 2 + ( y - 4 2 = 25 

வட்டம் ஆதி 
வழியேச் செல்லும் என்று காட்டு . மேலும் , ஆதிவழிச் 
செல்லும் விட்டத்தின் மறு முனையையும் காண்க . 


14. ( 4 , 1 ) என்ற புள்ளி x2 + y - 2x + by - 15 = 0 

என்ற வட்டத்தின் மீது உள்ளது என்று நிரூபிக்கவும் . 
மேலும் , இப்புள்ளி வழியேச் செல்லும் விட்டத்தின் 
மற்றொரு முனையையும் கண்டுபிடி . 


15. கீழ்க்காணும் ஒவ்வொரு ஜோடி வட்டங்களும் ஒன்றை 

யொன்று உள்பக்கமாக தொட்டுக்கொள்ளுமா , அல்லது 
வெளிப்பக்கமாக தொட்டுக் கொள்ளுமா 

என்பதைக் 
கண்டறியவும் . அவை தொட்டுக்கொள்ளும் புள்ளியை 
யும் காண்க . 
( i ) x + y - 5 = 0 ; x " + y - 4x + 8y - 25 = 0 


வட்டம் 
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( ii ) x + y - 2x - 8y + 8 = 0 ; 

x2 + ye - 10x - 2y + 22 = 0 


2 


( iii ) x + y - 4x + 6y + 8 = 0 ; 

x + y2 - 10x - 6y + 14 = 0 


16. பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள புள்ளிகளை 

இணைக்கும் கோட்டை விட்டமாகவுடைய வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைப் பெறவும் . 
( i ) ( 1 , 4 ) ; ( 5 , - 2 ) 
( ii ) ( 3 , -2 ) , ( -5 , 4 ) 
( iii ) a cose . b sing ) , ( b cose , a sing ) 


17 . கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

நிபந்தனைகளை 

நிறைவு 
செய்யும் வட்டத்தைக் கண்டுபிடி . 
( i ) வட்ட மையம் 2x - y = 5 எனும் கோட்டின் மீது 

அமைந்துள்ளது ; ( 4 , - 10 ) , ( -8 , 8 ) என்ற 

புள்ளிகள் வழியே செல்லுகிறது . 
( ii ) ( -2 , 4 ) எனும் புள்ளி வழியேச் சென்று , இரண்டு 

ஆயக்கூற்று அச்சுகளையும் தொடுகிறது . 
( iii ) x 

x = 4 எனும் நேர்கோட்டையும் , மற்றும் இரண்டு 

அச்சுகளையும் தொட்டுக் கொண்டிருக்கும் . 
( iv ) Y. அச்சை ( 0 , 1 ) என்ற புள்ளியில் தொட்டுக் 

கொண்டு , ( 1 , 2 ) எனும் புள்ளி வழியேச் செல்லும் . 
( v ) அச்சுகளின் மிகைப்பகுதிகளிலிருந்து 

3 , 2 அலகு நீளங்களுள்ள வெட்டுத் துண்டுகளை 

உண்டாக்கும் ; ஆதி வழியாகப் போகும் . 
( vi ) ஒரு வட்டத்தின் மையம் X- அச்சின் மீதுள்ளது ; 

மேலும் அதன் ஆரம் 5 அலகு என்றும் , அவ் 
வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி ( 2 , 3 ) என்றும் 
இருக்கக்கூடியது . 


முறையே 


18. ( 3 , 1 ) , ( 0 , 4 ) , ( 0 , - 6 ) என்ற புள்ளிகள் வழியாகச் 

செல்லும் வட்டத்தையும் , ( 0 , 4 ) என்ற புள்ளியில் அவ் 
வட்டத்திற்கு 

வரையப்படும் தொடுகோட்டையும் 
காண்க . 
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கணிதம் - 

ஓர் அறிமுகம் 


19 . கீழ்க்காணும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் ஒரு வட்டமும் , 

அவ்வட்டத்தின் மீதுள்ள ஒருபுள்ளியும் கொடுக்கப்பட் 
டுள்ளன . அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாட்டைப் பெறவும் . 
( i ) x + y - 4x + 6y + 8 = 0 ; ( 4 , -2 ) . 
( ii ) x + y - 2x + 4 ) - 20 == 0 ; ( - 2 , 2 ) . 

( iii ) 2x + 2y2 18x - 5y + 29 = C ; ( 3 , -1 ) 
20. x2 + y ) 4x - 2y - 5 = 0 ; x 2 + y + 8x + 2y 

- 73 என்ற இரண்டு வட்டங்களுக்கும் ( 5 , 2 ) 
என்பது ஒரு பொதுவான புள்ளி என நிரூபி . மேலும் , 
இரண்டு வட்டங்களுக்கும் , இப்புள்ளியில் வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளைக் காண்பதன் மூலம் , அவ்வட்டங்கள் 
ஒன்றையொன்று தொட்டுக்கொண்டிருக்கும் 

எனக் 
காட்டு . 


- 


21 . 


3x2 + 3y : -4x -5y -7 = 0 என்ற வட்டத்தை 
X- அச்சு வெட்டும் புள்ளிகளைக் கண்டுபிடி . 

கண்டுபிடி . மேலும் 
X- அச்சின் மீது அமையும் வட்டநாணின் நீளத்தைக் 
கணக்கிடு . 


22 . 


x + 7y + 44 = 0 என்ற கோட்டிற்கும் , x2 + ye 
-4x + 6y - 12 = 0 என்ற வட்டத்திற்கும் பொதுவானப் 
புள்ளிகளையும் , அக்கோட்டின் மீது 

வட்டத்தினால் 
வெட்டப்படும் துண்டுப்பகுதியின் நீளத்தையும் காண்க . 


23. , 

y = mx எனும் நேர்கோடும் , x2 + y - 2ax = 0 என்ற 
வட்டமும் ஆதி ( 0 ) யிலும் , A- யிலும் வெட்டிக் கொள்ளு 
மானால் , OA- வை விட்டமாக உடைய வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைப் பெறவும் . 


24. ( 2 , -2 ) எனும் புள்ளியை மையமாகவும் , 2 அலகு 
ஆரமும் உடைய வட்டத்தைக் கண்டுபிடி . 

அவ்வட் 
டத்தை x + y = 1 என்ற நேர்கோடு தொடும் என்றும் 
நிறுவுக . 


25. 4x + 3y = 25 என்ற நேர் கோடு , 2x2 + 2y " - 4x - 3y 

25 = 0 என்ற வட்டத்திற்குத் தொடுகோடாக 
அமையும் என்று காட்டு . மேலும் அக்கோடு வட்டத் 
தைத்தொடும் புள்ளியையும் கண்டுபிடி . 


வட்டம் 
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26. பின் வரும் ஒவ்வொரு பிரிவிலும் ஒரு புள்ளியும் , ஒரு 

வட்டமும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . அப்புள்ளி , குறிப் 
பிட்ட வட்டத்திற்கு வெளியே அமைந்துள்ளது என்று 
காட்டு . 

மற்றும் , அப்புள்ளியிலிருந்து வட்டத்திற்கு 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் நீளத்தையும் கணக்கிடு . 
( i ) ( 1 , 2 ) ; x2 + y = 2x + 6y - 3 = 0 
( ii ) ( 2 , -- ) ; 

; 

x + y + 2x 8y - 8 = 0 
( iii ) ( 1,2 ) ; 2. + 2y : + 2x + 13y - 6 = 0 


விடைகள் 


1 . 


( i ) x " - | - } 2 - 2x + 6y - 15 = 0 
( ii ) x2 + y + 8x - 8y + 21 = 0 
( iii ) x + ] + 4y 

+ y + 4y - 5 = 0 
( i ) ( - 2.4 ) ; 2 ( ii ) ( - 7 , 4 ) ; 3/10 . 
( 

; 3 

0 
2 


2 
. 


15 


3 ( iv ) 


; 


a . 


ஆாம் = 1 


3. x2 + y2 - 6x + 4x + 4 = 0 . 4. ஆாம் 
5.x2 + y - 8x + 12y - 

8x + 12y - 49 = 0 , 6. x - y = 7 . 
7. 5x - 4y = 6 . 8. 2x - 7y = 29 .. 
9 . ( i ) x2 + 12 - 10x 10y 25 . 
( ii ) x + y - 

5.x - y + 4 = 0 . 
( iii ) x2 - + 2 + x - Sy: = 0 . 
10. x2 + 1 - 8x + 4y = 80 11. ஆரம் 

5 . 
12. x + y - 17x - 19y + 50 = 0 . 13 ( 6. 8 ) . 
14. ( - 2.7 ) . 
15 . ( i ) உட்பக்கமாக ; ( - 2 , 4 ) . 

17 11 
( ii ) வெளிப்பக்கமாக ; 

5 ) 

5 
( iii ) வெளிப்பக்கமாக ; ( 3 . 

( 3. - 1 ) . 


( i ) 32 + , 2 - 6x - 2y - 3 = 0 
) 2 
( ii ) x + y 2 + 2x -- . 2y - 23 = 0 
( iii ) x + } ” – ( a + b ) ( x cos 9 + y sin a ) + ab = 0 


878 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


17 . 


( i ) x + y2 = 8x + y + 144 . 
( ii ) x2 + y + 4x – 4y + 4 = 0 . 
( iii ) ** + y2 -- 4x + 4y + 4 = 0 . 
( iv ) x2 + y2 2x + 2y - 1 . 
( v ) x2 y ? = 3x + 2y . 
( vi ) x + y2 + 4x = 21 ; x2 + y2 -12x + 11 = 0 , 


• 


18. x2 + y2 + 4x + 2y – 24 = 0 ; 2x + 5y = 20 . 
19. ( i ) 2x + y = 1 ; ( ii ) 8x_4y + .14 = 0 ; ( iii ) 2x + 3y = 3 


21. ( -1,0 ) ; (5.0) ; 


in 
3 


22. ( 5 , -7 ) ; ( -2 , -6 ) ; 


2a ( x + myy 


5 V2 

29 . ( 1 + m² ) ( x2 + y2 ) 
24. x2 + y2 - 2x + 4y + 3 = 0 
26. ( i ) V 12 ( ii ) V20 ( iii 4 


25. ( 4 , 31 . 


4. பரவளையம் 

( Parabola ) 
( அ ) கூம்பு வளைவு ( Conic ) 
வறையறை 

ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்தும் , ஒரு நிலையான கோட்டிலி 
ருந்தும் உள்ள , ஒரு நகரும் புள்ளியின் தூரங்களின் விகிதம் மாறாத 
எண்ணாக இருக்குமானால் , அந்நகரும் புள்ளியின் நியமப்பாதை 
ஒரு கூம்பு வளைவு என்று அழைக்கப்படும் . 

S என்பது ஒரு நிலையான புள்ளியாகவும் , 1 என்பது ஒரு 
நிலையான கோடாகவும் இருக்கட்டும் . P எனும் நகரும் புள்ளியை 
எடுத்துக் கொள்வோம் . P- யிலிருந்து / -க்கு PM எனும் செங் 
குத்துக் கோடு வரையவும் . பின் . -ன் 
எல்லா நிலைக்கும் SP : PM என்ற விகிதம் 
மாறாமல் இருக்குமானால் , P- ன் இயங்கு 

P 
வரையை ஒரு கூம்புவளைவு என்று கூறு 

M ; 
கிறோம் . 

SP 
PM 

எனும் மாறாத 
விகிதத்தை e என்று குறிப்பிடுதல் வழக்க 

S 

l 
மாகும் . இங்கு , S என்ற நிலையான 
புள்ளியை கூம்பு வளைவின் குவியம் படம் 32 . 
( Focus ) எனறும் ; 1 என்றகோட்டை , 
இயக்குவரை ( Directrix ) என்றும் ; e என்ற விகிதத்தை , மைய 
கவற்சி ( Eccentricity ) என்றும் கூறுவதுண்டு . 


பொதுவாக , 


மேலும் , e < 1 என்றால் , கூம்புவளைவை ஒரு நீள்வளையம் 

( Ellipse ) என்றும் ; 
e = 1 என்றால் , 

கூம்புவளைவை ஒரு பரவளையம் 
( Parabola ) என்றும் ; 
e > 1 என்றால் , கூம்புவளை வை ஒரு அதிபரவளையம் 
( Hyperbola ) என்றும் குறிப்பிட்ட பெயர்களால் 
அழைக்கிறோம் . 


380 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இங்கு நாம் காண இருப்பது பரவளையத்தின் பண்புகளைப்பற்றி 
மட்டும் தான் . முதலில் . பரவளையத்தின் சமன்பாட்டைப் பெறுவது 
எவ்வாறு 

என்பதைப் பார்ப்போம் . பிறகு பரவளையத்தின் 
பண்புகளை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


( ஆ ) பரவளையம் 
( 1 ) வரையறை 

ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்தும் , ஒரு நிலையான நேர் 
கோட்டிலிருந்தும் , சமதூரத்தில் இருக்குமாறு நகர்ந்து செல்லும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு பரவளையமாகும் . 


10 


M 


Y. 


ZAS 


N 


+ 


படம் 33 . 


( 2 ) பரவளையத்தின் சமன்பாடு காணுதல் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிலையான புள்ளியை S என்றும் , நேர் 
கோட்டை 1 என்றும் குறிப்பிடுவோம் . P என்பது நகரும் புள்ளி 
யாக இருக்கட்டும் . SP- ஐச் சேர்க்கவும் ; 1 - க்குச் செங்குத்தாக 
PM என்ற கோட்டை வரையவும் . 


S எனும் புள்ளியிலிருந்து 1 - க்குச் செங்குத்தாக SZ- ஐ வரை 
யவும் . SZ- ன் நடுப்புள்ளியை A என்றும் . SZ = 2a என்றும் 
எடுத்துக்கொள்வோம் . ( ஃ SA = AZ = a ) . 


இப்பொழுது , A என்ற புள்ளியை ஆதியாகவும் , AS- ஐ 
X- அச்சாகவும் . AS- க்சச் செங்குத்துக்காக A- ல் வரையப்படும் 
கோட்டை Y- அச்சாகவும் 

கருது வோம் 

இவ்வச்சுகளைப் 
பொருத்து , S- ன் ஆயக்கூறுகள் ( a , 0 ) என்றும் , Z- ன் ஆயக் 
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கூறுகள் ( -u . 0 ) என்றும் அமையும் . எனவே , இயக்குவரை 
-ன் சமன்பாடு 

a , அல்லது x + a = 0 என்று கண்டு 
கொள்ளலாம் . 


X 


X- அச்சுக்குச் செங்குத்தாக PN- ஐ வரைவோம் . 
P- ன் ஆயக்கூறுகளை ( x , y ) என்று கொள்வோம் . 
பரவளையத்தின் மீது P அமைந்திருப்பதால் , SP 

= PM 
என்றாகும் . 

ஃ . SP2 = PM2 

j.e. ( x - a ) + { y - 0 ) 2 = PM 
ஆனால் PM = NZ = NA + AZ = ( x + a ) 

( x - a ) + y = ( x + al2 என்றாகும் . 
i.e. 

y = ( x + a ) - ( x - a ) 


. 


i.e. 


y = 4 ax 


இதுதான் பரவளையத்தின் சமன்பாடாகும் . 
( 3 ) பரவளையத்தின் உருவத்தைக் காணுதல் 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , 

y = 4ax என்பதாகும் . 
இச்சமன்பாட்டிலிருந்து பின்வரும் முடிவுகளை எளிதில் பெற 
முடியும் . 


( i ) y = = 2 ax 

ஆகையால் , x- ன் ஒவ்வொரு மிகை மதிப்பிற்கும் ஒப்ப ; 
எண்ணளவில் சமமாகவும் , அடையாளத்தில் மாறுபட்டும் உள்ள 
இரண்டு மதிப்புகளை y ஏற்கும் என்று தெரிகிறது . அதாவது 
பரவளையம் X- அச்சைப் பொருத்து சமச்சீருள்ளதாகும் . 

( ii ) x = 0 எனும்போது , y = 0 என்றாவ தால் , ஆதி , A 
என்பது பரவளையத்தின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . 
( iii ) பரவளையச் சமன் பாட்டின் இடது 

பக்கம் , -ன் 
அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் மிகையாதலின் , வலது பக்கமும் 
எப்பொழுதும் மிகையாகவே இருக்கவேண்டும் . அதாவது -ன் 
மதிப்பு மிகையாகத்தான் இருக்கவேண்டும் . எனவே , வளை 
வரை முழுவதும் முதல் காற்பகுதியிலும் நான்காம் காற்பகுதி 
யிலும் அமைந்திருக்கும் . 
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( iv ) y " 4ax 
இரண்டு பக்கமும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக்காண , 

dy 
2y 
de 

= 4a என்று கிடைக்கும் . 


2a 


i.e. 


du 
dx 


= 


y 
2a 
0 


dy 
dx 


ஃ . 


ல என்பதாகும் . 


A 


i.e. ஆதியில் வளைவரைக்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சரிவு முடி விலியாகும் . எனவே , அத்தொடுகோடு X- அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக இருக்கும் . அதாவது . Y- அச்சு பரவளையத்தை 
ஆதியில் தொடும் என்றறிகிறோம் . 
x- ன் மதிப்பு 

முடிவிலியை அணுகும்போது , y- ன் 
மதிப்பும் முடிவிலியை இரண்டு பக்கங்களிலும் அணுகும் என்று 
தெரிகிறது . அதாவது , x + ல எனும்போது , y + ( + ) , 
அல்லது ( - o ) என்றாகும் . 


மேலே கண்ட பண்புகளைக் கொண்டு , பரவளையத்தை வரை 
வோமானால் , அதன் அமைப்புப் படத்தில் உள்ளவாறு இருக்கும் . 


( 4 ) வரையறைகள் 

பரவளையத்தின் மீதுள்ள A என்ற புள்ளி பரவளையத்தின் 
உச்சி அல்லது முனை ( Vertex ) எனப்படும் . 

உச்சி A , குவியம் S இவற்றை இணைக்கும் கோடு பர 
வளையத்தின் அச்சு ( Axis ) என்று கூறப்படும் . 

இங்கு , X- அச்சும் , பரவளையத்தின் அச்சும் ஒன்றென அறிய 
வும் . மேலும் Y- அச்சு , உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோடாக 
உள்ளது . 


குவியம் பி வழியே , X - அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையப்படும் 
நேர்கோடு , பரவளையத்தை L , L எனும் புள்ளிகளில் சந்திக்கு 
மானால் , 

LL என்ற இரட்டை நிலைத்தூரத்தை ( Double 
Ordinate ) பரவளையத்தின் செவ்வகலம் ( Latus rectum ) என்று 
கூறுகிறோம் . 


மேலேயுள்ள படத்திலிருந்து , L- ன் x- ஆயக்கூறும் , S- ன் 
3 - ஆயக்கூறும் சமம் என்பது விளங்கும் . 

என்பது விளங்கும் . ஆகையால் , .ன் 
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2a . 


y- ஆயக்கூறைப் பெற பரவளையத்தின் சமன்பாட்டில் x = a 
என்றிட வேண்டும் . 

ஃ . y2 = 4 a.a = 4aa 
i.e. y = + 2a 

L- ன் y- ஆயக்கூறு = 2 a ; L - ன் y- ஆயக்கூறு 
இவ்வாறு , செவ்வகலத்தின் நீளம் = LL 

SL + SL 
2a + 2a 

4a என்று 

கிடைக்கும் . 
குறிப்பு : 

( i ) இதுகாறும் பார்த்த முடிவுகளிலிருந்து , பின் வருவன 
வற்றை நினைவில் கொள்வது எளிதாகும் . 

பரவளையத்தின் சமன்பாடு , y = 4ar என்பதாகும் . 
பரவளையத்தின் உச்சி , A ( 0 , 0 ) எனும் புள்ளியாகும் . 
பரவளையத்தின் குவியம் , S ( a , 0 ) என்ற புள்ளியாகும் . 

பரவளையத்தின் இயக்கு வரை x + a = 0 எனும் நேர் 
கோடாகும் . 

பரவளையத்தின் அச்சு y = 0 என்ற கோடாகும் . 

பரவளையத்தின் உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோடு x = 0 
என்பதாகும் . 

பரவளையத்தின் செவ்வகலம் L L = 4a என்பதாகும் . 

( ii ) படத்திலிருந்து , AN = x , AS = a , NP = y என்று 
தெரிகிறது . எனவே பரவளையத்தின் சமன்பாட்டை 

NP3 = 4.AN. AS என்றும் எழுதலாம் என அறியவும் . 
( 5 ) பரவளையத்தின் பல்வேறு அமைப்புக்கள் 

( i ) y = 4ax என்ற பரவளையத்திற்கு X- அச்சின் மிகைப் 
பகுதி அதனுடைய அச்சாகவும் , Y- அச்சு அதன் உச்சியில் 
வரையப்படும் தொடுகோடாகவும் அமையும் என்று தெரியும் . 
மேலும் , குவியம் ( a , 0 ) என்ற புள்ளியாகவும் , இயக்குவரை 
x + a = 0 எனும் கோடாகவும் உள்ளன . 

இதே போன்று , பின் வரும் மூன்று வெவ்வேறு அமைப்புகளை 
உடைய பரவளையங்களையும் வரையறுக்க முடியும் . 
( ii ) y 4ax என்பதும் 

பரவளையமாகும் . 
இதனுடைய அச்சு X- அச்சின் குறைப்பகுதியாகவும் ; உச்சியில் 
வரையப்படும் தொடுகோடு Y- அச்சாகவும் உள்ளன . 

மேலும் , பரவளையத்தின் குவியம் ( -a , 0 ) என்றும் , இயக்கு 
வரை x - a = 0 என்றும் இருக்கும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 


2 
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இங்கு முழு வளை வரையும் இரண்டாம் காற்பகுதியிலும் , மூன்றாம் 
காற்பகுதியிலும் அமைந்துள்ளதைக் கவனிக்கவும் . 

( iii ) = 43y என்பது Y- அச்சின் மிகைப்பகுதியை தனது 
அச்சாகவும் ; X- அச்சை , உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோடா 
கவும் உடைய ஒரு பரவளையமாகும் . இவ்வளைவரை முழுவதும் 
முதலாவது மற்றும் இரண்டாவது காற்பகுதிகளிலேயே அமைந் 
துள்ளது . 

இப்பரவளையத்தின் குவியம் ( 0 , ) என்பதையும் , இயக்கு 
வரை y - a = 0 என்பதையும் எளிதில் அறியலாம் 
( iv ) x2 

4ay என்ற பாவளையத்திற்கு , Y- அச்சின் 
குறைப்பகுதி , வளைவரையின் அச்சாகவும் ; X- அச்சு , உச்சியில் 
வரையப்படும் தொடுகோடாகவும் உள்ளன . முழுவளை வரையும் 
மூன்றாவது மற்றும் நான்காவது காற்பகு திகளிலேயே உள்ளது . 

இங்கு , பரவளையத்தின் குவியம் ( 0 , -a ) என்றும் , இயக்கு 
வரை y - d = 0 என்றும் இருக்கின்றன . 

இந்த நான்கு வகை பரவளையங்களுக்கும் ஆதியே உச்சியாக 
அமைந்துள்ளதையும் , செவ்வகலத்தின் நீளம் ( 4a ) என்றுள்ள 
தையும் கவனிக்கவும் . இவற்றின் அமைப்புகளைக் கீழே வரையம் 
பட்டுள்ள படங்களிலிருந்து அறிந்து கொள்ளலாம் . 

பரவளையத்தின் 4 வித அமைப்புககள் 
( i ) y : = 4ur 

( ii ) * = -4ax 


2 


2 


x ! 


2A 


S 


8 


AT2 


* 


* 2 = 4ax 


= -4ax 


22 


S 


AA 


A & 


A 


** 


* 


* 


Z 


S 


(iii ) x2 = 4ay 


x = -4ay ( iv ) 


...... 


படம் 34 . 
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4 ax 


ye 


( இ ) தொடுகோடு 
( 1 ) y : = 

எனும் பரவளையத்தின் மீதுள்ள (x1 , 1 ) 
என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு yy = 2a ( x + x ) 
என்பதாகும் . 
நிரூபணம் 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , 
= 4ax 

( 1 ) 
இச்சமன்பாட்டின் இரண்டு பக்கங்களும் X- ஐச் சார்ந்த 
வகைக்கெழு காண 

dy 
2y 

41.1 என்று பெறுவோம் . 
dx 
dy 

2a 
i.e. 

( 2 ) 
da y 
கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி ( x , y 1 ) - ஐ P என்று குறிப்பிடுவோமானால் , 

dy 
பின் , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சரிவு , m = 

dx 
என்று தெரியும் . 

2a 
j.e. m = 

y1 
எனவே , தேவையான தொடுகோட்டின் சமன்பாடுப் பின்வரு 
மாறு அமையும் . 

y = y = m ( x - x1 ) 

2a 

(( x - x1 ) 

yi 
i.e. y1 ( y - y1 ) 

) 2a ( x - 1 ) 
i.e. y1 

2a ( x - xy ) + y * 
= 2a ( x - x1 ) + 4a x1 ( : y = 4a x ) 

2a ( x + x ) 


i.e. 


yy1 = 2a ( x + x ) 


1) 


குறிப்பு : 
S = y ? 

4ax எனில் , பின் , T = yy ! - 2a ( x + x } 
என்றாகும் . ஆகையால் , S = 0 என்ற பரவளையத்திற்கு ( x , y . ) 
எனும் புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு T = 0 
என்பதாகும் . 

க . ஓ , அ . - 25 
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என்ற 


( 2 ) y = mx - - - என்ற நேர்கோடு y = 4ax 
பரவளையத்தின் தொடுகோடாக அமைவதற்கான நிபந்தனை 
யாவது = என்பதாகும் . 


4 


m 


நிரூபணம் 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , ye 

= 4ax 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , y = mx + c ...... 


( 
1 
) 


) 
( 2 ) 


இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண , நேர் கோடு 
பரவளையத்தைச் சந்திக்கும் புள்ளிகளின் ஆயக்கூறுகளைப் பெற 
முடியும் . 
இப்பொழுது சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -லிருந்து y- ஐ நீக்க , 

( mx + c ) = 4ax என்று கிடைக்கும் .. 
i.e. m3 x + 2 ( mc - 2a ) x + c = 0 

2 ) 

( 3 ) 


.. 


இருபடிச் சமன்பாடு ( 3 )-லிருந்து - ற்கு இரண்டு மதிப்புகள் 
கிடைக்கப்பெறும் . இவ்விரண்டு மதிப்புகளும் பரவளையத்திற்கும் 
நேர்கோட்டிற்கும் பொதுவான இரண்டு புள்ளிகளின் x - ஆயக் 
கூறுகளாகும் . ஆனால் நேர் கோடு ( 2 ) பரவளையத்தின் தொடு 
கோடாக அமையவேண்டுமானால் , இரண்டு பொதுப் புள்ளிகளும் 
ஒன்றுபடவேண்டும் . ஆகையால் , சமன்பாடு ( 3 )-லிருந்து 
கிடைக்கப்பெறும் x- ன் மதிப்புகள் சமமாக இருக்கவேண்டும் . 
எனவே , சமன்பாடு ( 3 ) -ன் தன்மைகாட்டி பூஜ்யமாகும் . 

அதாவது , [ 2 (mc 2a ) ] - 4m2c = 0 
i.e. 4 [ ( mc - 2a ) 

2a ) - m " ce ] = 0 
i.e. 

4a ( - mc + a ) = 0 


i.e. 


a 
C = 

m 


a 


+ 


mn 


குறிப்பு : ( i ) y ? 

= 4ax எனும் பரவளையத்திற்கு y = mx 
என்பது ஒரு தொடுகோடாக அமையும் என்று தெரிகிறது . 
அதாவது , கொடுக்கப்பட்ட m- ன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் , 

a 
y = mx + 

என்பது 

ye = 4ax என்ற 

பரவளையத்தைத் 
m 
தொடும் ஒரு நேர்கோடாகும் . 


4 
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( ii ) y = mx + c எனும் நேர்கோடு பரவளையத்தின் தொடு 
கோடாக அமைவதற்கான நிபந்தனையைப் பின் வரும் முறை 
யிலும் பெறலாம் . 


= 4ax 


பரவளையத்தின் சமன்பாடு , y 

( 1 ) 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , y = mx + c 

( 2 ) 
நேர்கோடு ( 2 ) பரவளையத்தைத் தொடும் புள்ளியை , 

P ( xy , y ) என்க . 


yy1 


..P ( x 1 , y ) -ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

= 2a ( x + x1 ) 
i.e. yi y = 2ax + 2ax1 

( 3 ) 
இப்பொழுது , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்கோட்டைக் 
குறிப்பதால் , 


2a 


2ax1 


y1 
1 


என்று இருக்கவேண்டும் . 


m 


C 


அதாவது , 


C 


2a 


31 = 


m 


y 


m 


ஆனால் , ( xy , y ) என்பது , y = 4ax- ன் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி 
யாதலின் , 

y . = 4ax ) என்றிருக்கவேண்டும் . 


2 


y 


C 


அதாவது , 


( 2 ) 



= 4a . 


m 


a 


அதாவது , 


C 


m 


. 


என்று 


m2 


a 


-ன் இம்மதிப்பைப் பயன்படுத்தி , x 
பெறக்கூடும் . 

2a 

என்பன 
எனவே , P- ன் ஆயக்கூறுகள் 
வாகும் . 

இவ்வாறு , இங்கு நேர்கோடு தொடும் புள்ளியையும் காண 
முடிகிறது . 


2 ) 


2 
m 
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( iii ) பரவளையத்திற்கு வெளியே உள்ள எந்த ஒரு புள்ளி 
யிலிருந்தும் 

இரண்டு தொடுகோடுகளைப் பரவளையத்திற்கு 
வரையமுடியும் . 


P ( h , k ) 

என்பது y = 4ax என்ற பரவளையத்திற்கு 
வெளியே உள்ள ஒரு புள்ளியாக இருக்கட்டும் . 

இப்பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் ஏதேனும் ஒரு தொடு 
கோட்டை , 

a 
Y = mx + எனக் கொள்வோம் . 

m 


இத்தொடுகோடு , P ( h , k ) எனும் புள்ளி வழியேச் செல்லு 
மாயின் , 
k = mih + 

என்றிருக்க வேண்டும் 


a 


m 


அதாவது , hm2 


km + a = 0 


இந்த சமன்பாடு , m- ல் இருபடியில் இருப்பதால் , m- ற்கு . 
இரண்டு மதிப்புகள் உண்டு என அறிகிறோம் . அதாவது , 1 - ல் 
அமைந்துள்ள இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் ml , m , 
எனில் , இம்மதிப்புகள் ஒவ்வொன்றிற்கும் ஒப்ப , ஒரு தொடுகோடு 
P ( h , k ) என்ற புள்ளி வழியேச் 

செல்லும் என்று தெரிகிறது . 
அதாவது , P- யிலிருந்து பரவளையத்திற்கு இரண்டு தொடுகோடு 
கள் வரையமுடியும் என்று அறிகிறோம் . 


( ஈ ) ( 1 ) துணையலகின் மூலம் பரவளையத்தின் மீதுள்னப் புள்ளி 

யைக் குறிப்பிடுதல் 
மேலேயுள்ள குறிப்பு ( ii ) - லிருந்து , y = nx + 

என்ற நேர் 
கோடு y ? 

y = 4ax எனும் பரவளையத்தைத் தொடும் புள்ளி 
2a 

என்றிருக்கும் எனப் பார்த்தோம் . 


a 


ml 


( * ) 


m2 , 


11 


1 
இதில் f = 

என்றிட , தொடும் புள்ளி ( at , 2at ) 
என்றாகும் . ஆகையால் , பரவளையத்தின் மீதுள்ள எந்த ஒரு 
புள்ளியின் ஆயக்கூறுகளையும் ( at , 2at ) என்று குறிப்பிடலாம் 
என்று அறிகிறோம் . 


இங்கு , t என்பது துணையலகு ( Parameter ) எனப்படும் . 
இவ்வாறு , 1 எனும் ஒரே ஒரு மா றியைக் கொண்டு பரவளையத்தின் 
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மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியையும் குறிப்பிட முடியும் என்பது 
நன்கு விளங்கும் . இதைப் புள்ளி 1 என்றே குறிப்பிடுவது 
முண்டு . -ன் வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு ஏற்ப , பரவளையத்தின் 
மீதுள்ள பல்வேறுப்புள்ளிகளைப் பெற முடியும் என்று தெரிகிறது . 


1 , இவற்றை 


( 2 ) பரவளையத்தின் மீதுள்ள புள்ளி 11 , புள்ளி 

இணைக்கும் நாணின் சமன்பாடு காணுதல் 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , ye 

= 4ax 


.... 


( 1 ) 


P , Q என்பன பரவளையத்தின் மீதுள்ள முறையே புள்ளி 11 , 
யுள்ளி 1 என்க . 


. 


அதாவது , P = ( ati * , 2at } ) ; Q = ( at , , 2at , ) 
ஃ நாண் PQ- ன் சமன்பாடு , 
( y - 2aty ) ( x - at 2 ) 

என்பதாகும் . 
( 2ati - 2at , ) ( -al ) 
i.e. ( y- 2at ) 

( x - al ) 2 ) 
2a ( t - 12 ) a ( 11-12 ) ( 11 + t , ) 
i.e. ( 11 + t , ) ( v - 2ati ) = 2 ( x - at12 ) 
i.e. 2x - ( 11 + 1 , ) y + 2atil , = 0 


( 2 ) 


( 3 ) பரவளையத்தின் மீதுள்ள புள்ளி 1 - ல் வரையப்படும் தொடு 

கோட்டின் சமன்பாடு காணுதல் 
Q என்ற புள்ளி P- யுடன் ஒன்றுபடும்போது , 

நாண் PO 
என்பது P எனும் புள்ளியில் பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடாக மாறும் என்று தெரியும் . எனவே , PO எனும் 
நாணின் சமன்பாட்டில் 1 , = ty = t என்றிட , புள்ளி 1 - ல் வரையப் 
படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு கிடைக்கப்பெறும் . 


இவ்வாறு , பரவளையத்தின் மீதுள்ள 1 எனும் புள்ளியில் 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 


2x - ( t + t ) y + 2at.t = 0 என்றமையும் . 
i.e. 2x - 2ty + 2at = 0 


i.e. 


x - y + at ? = 0 


1 


அல்லது , y = 


x + at என்றும் எழுதலாம் . 
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( 4 ) பரவளையத்திற்கு வெளியே உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி 

யிலிருந்தும் இரு தொடுகோடுகள் வரையலாம் என நிறுவுதல் . 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , y = 4ax 

( 1 ) 


பரவளையத்திற்கு வெளியே உள்ள ஒரு புள்ளியை P ( h , k ) 


என்க . 


என்று 


பரவளையத்தின்மீதுள்ள t எனும் புள்ளியில் வரையப்படும் 
தொடுகோட்டை , 
x - ty + at = 0 

எடுத்துக்கொள்வோம் . 
இத்தொடுகோடு P வழியேச் செல்லுமாயின் , 

h - tk + at = 0 என்பது உண்மையாகும் . 
i.e. ate - kt + h = 0 

( 2 ) 


சமன்பாடு ( 2 ) , t- ல் இருபடியில் உள்ளது . ஆகையால் ,, 
t- க்கு இரண்டு மதிப்புகளைப் பெறமுடியும் . இம்மதிப்புகள் ஒவ் 
வொன்றிற்கும் ஒப்ப , P வழியே ஒரு தொடுகோடு கிடைக்கப் 
பெறும் . எனவே , P- யிலிருந்து 

இரண்டு தொடுகோடுகள் 
வரையமுடியும் என்று தெரிகிறது . 


குறிப்பு : 
சமன்பாடு ( 2 ) -ன் மூலங்களை ti , 1 , என்க . 

( -k ) 
மூலங்களின் கூடுதல் , t1 +1 , = 


k 


a 


a 


மூலங்களின் பெருக்கல் , tit , - 


h 


a 


( 5 ) பரவளையத்தின் மீதுள்ள t என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் 
செங்கோடு ( Normal ) காணுதல் 

பரவளையத்தின் சமன்பாடு y = 4ax 


இதன் மீதுள்ள 1 என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , 

x - ty + at = 0 என்று தெரியும் . 


5 


இக்கோட்டிற்கு செங்குத்தாக உள்ள எந்த ஒரு நேர்கோட்டின் 
சமன்பாட்டையும் , 

tx + y = A என்று எடுத்துக் கொள்ளமுடியும் . 
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மேலும் இக்கோடு t என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லுமானால் , 

t ( ate ) + ( 2at ) = A என்றாகும் . 
எனவே , t- ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 

tx + y = at : + 2at என்பதாகும் . 


புள்ளி 


( 6 ) எந்த ஒரு புள்ளியிலிருந்தும் பரவளையத்திற்கு மூன்று செங் 

கோடுகள் வரைய முடியும் என நிறுவுதல் . 
y = 4ax என்ற பரவளையத்தின் மீதுள்ள 1 எனும் புள்ளியில் 
வரையப்படும் செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 

tx + y = at : + 2at என்று தெரியும் . 
இச் செங்கோடு , P ( h , k ) என்ற கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
வழியாகச் செல்லுமானால் , பின் வரும் தொடர்பு உண்மையாகும் . 

th + k = at : + 2at 
i.e. at + ( 2a - h ) t - k = 0 
இச்சமன்பாடு 1 - ல் முப்படியிலிருப்பதால் , இதன் மூலங்கள் 
மூன்று இருக்கவேண்டும் என்று தெரிகிறது . அதாவது , மேலே 
யுள்ள நிபந்தனைக்குட்பட்டு , 1 - க்கு மூன்று மதிப்புகள் உள்ளன 
என்று பொருளாகும் . இவை ஒவ்வொன்றுக்கும் ஒப்ப P வழியேச் 
செல்லும் செங்கோடு ஒன்று உண்டு என்றும் அறிகிறோம் . 
அதாவது , P- யிலிருந்து பரவளையத்திற்கு மூன்று செங்கோடுகள் 
வரைய முடியும் என்று தெரிகிறது . 


குறிப்பு : 
( j ) 

மேலே பார்த்த , t- ல் முப்படியிலுள்ள சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் ti , t ,, ts , என்றிருக்குமானால் , பின் இம் மூலங்களுக்கும் 
சமன்பாட்டில் இருக்கும் குணகங்களுக்குமிடையே பின் வரும் 
தொடர்புகளைப் பெறமுடியும் என்று அறியவும் . 

( 1 - ன் குணகம் ) 
11 + 1 , + ts = 

= 0 
( 1 * -ன் குணகம் ) 
( t- ன் குணகம் ) 

( 2a - h ) 
t ] + 1.18 + st1 

( 1 - ன் குணகம் ) 
- ( தனி உறுப்பு ) 

k 
ty t , ts 

( 1 - ன் குணகம் ) 


= 


= 


a 


== 


a 


இம் மூன்று முடிவுகளும் மிகவும் பயன்படக் கூடியனவாகும் 
இவற்றிலிருந்து பின் வரும் முடிவுகளையும் எளிதில் பெறலாம் 
என்பது நன்கு விளங்கும் . 
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( ii ) P ( h , k ) என்ற புள்ளியிலிருந்து பரவளையத்திற்கு 
வரையப்படும் செங்கோடுகள் பரவளையத்தை 11 , 12 , 13 எனும் 
புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . இதையே , பரவளையத்தின் மீதுள்ள 
ti , te , 13 என்ற புள்ளிகளில் வரையப்படும் செங்கோடுகள் P- ல் 
சந்திக்கின்றன என்றும் கருதலாம் . 


இப்புள்ளிகளின் , y- ஆயக்கூறுகளாவன 
என்பனவாகும் . எனவே , 


2at1 , 2at , . 2ats 


y- ஆயக்கூறுகளின் கூடுதல் 


== 


2at , + 2at , + 2at , 
= 2a ( t1 + 1 , + 13 ) 

2a( 0) ,[ :: [11 + 1 , + ts ) = 0 ] 
0 


இவ்வாறு , பரவளையத்தின் மீதுள்ள ஏதேனும் 3 புள்ளிகளில் 
வரையப்படும் செங்கோடுகள் ஒரே புள்ளியில் வெட்டிக்கொள்ளு 
மானால் , அப்புள்ளிகளின் குத்தாயங்களின் கூடுதல் பூஜ்யமாகும் 
என்று தெரிகிறது . 


( iii ) பரவளையத்தின் மீதுள்ள 11 , 1 , என்ற இரண்டு புள்ளி 
களில் வரையப்படும் செங்கோடுகள் மீண்டும் பரவளையத்தின் 
மீதே 

வெட்டிக்கொள்ளுமானால் , அவை வெட்டிக்கொள்ளும் 
புள்ளியை 13 என்று குறிப்பிடுவோம் . பின் 1 , 1 , , 13 என்ற புள்ளி 
களில் வரையப்படும் செங்கோடுகள் , மீண்டும் 13 எனும் புள்ளி 
யிலேயே வெட்டிக்கொள்கின்றன என்றாகும் . எனவே , மேலே 
கண்ட ஒரு முடிவிலிருந்து , 


k 


ti te ta = 


என்று தெரியும் . 


ஆனால் , இங்கு ( h , k ) என்பன புள்ளி 13 - ஐத் தான் குறிக்கும் 

2at3 
ஃ 11 12 13 

2ts என்று கிடைக்கும் . 


a 


i.e. 


2 


பல 


இதேபோன்று வேறு 

முடிவுகளையும் , துணையலகு 
முறையில் ஆயக்கூறுகளை எழுதுவதன் மூலம் , எளிதில் நிறுவ 
முடியும் என்பதை அறியவும் . 
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( 7 ) ஒரு வட்டமும் , ஓரு பரவளையமும் பொதுவாக 4 புள்ளி 
களில் வெட்டிக்கொள்ளும் என நிறுவுதல் . 


வட்டத்தின் சமன்பாட்டையும் , பரவளையத்தின் சமன்பாட் 
டையும் கீழ்க்காணும் அமைப்பில் எடுத்துக்கொள்வோம் . 


x2 + 1 + 2gx + 2fl + c = 0 

y 4ax 


( 1 ) 
( 2 ) 


இப்பரவளையத்தின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை ( at , 
2at ) என்று குறிப்பிடலாம் எனபது நமக்குத் தெரியும் . இப்புள்ளி 
வட்டத்தின் மீதும் 

அமைந்திருக்கவேண்டுமானால் , இதன் 
ஆயக்கூறுகள் சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ நிறைவு செய்ய வேண்டும் . 
ஆகையால் பின்வரும் தொடர்பு உண்மையாகும் . 


அதாவது , ( at ) 2 + ( 2at ) 2 + 2g ( at ) + 2f ( 2at ) + c = 0 
அதாவது , a 14 + 2a ( 2a + g ) t2 + 4aft + c = 0 

( 3 ) 


சமன்பாடு ( 3 ) , 1 எனும் மாறியிலுள்ள ஒரு நான்கு படிச் 
சமன்பாடாகும் . 

எனவே இதற்கு 4 மூலங்கள் உண்டு என்றறி 
கிறோம் . அதாவது . 1 - க்கு நான்கு 

மதிப்புகள் உள்ளன என்ப 
தாகும் . இவை ஒவ்வொன்றிற்கும் ஒப்ப , வட்டத்திற்கும் , பர 
வளையத்திற்கும் பொதுவானப் 

புள்ளி ஒன்று உண்டு என்பது 
நன்கு விளங்கும் . இவ்வாறு , இவ்விரண்டு வளைவரைகளுக்கும் 
பொதுவானப்புள்ளிகள் நான்கு உள்ளன 

என்று 

தெரிகிறது . 

வெட்டிக் 
அதாவது , 

வட்டமும் . பரவளையமும் 4 புள்ளிகளில் 
கொள்கின்றன . 


குறிப்பு : 
( i ) சமன்பாடு 

( 3 ) -ன் மூலங்களை ti , 1 , , tg , t4 என்க . 
எனவே இம்மூலங்களுக்கும் குணகங்களுக்குமிடையே பின்வரும் 
தொட்ர்புகளைப் பெற முடியும் . 
( +1, + t + t ) = 0 

( 1 ) 
2a ( 2a + g ) 

2 ( 2a + g ) 
2111, = 

( 2 ) 
ae 
- 4af - 4f 

( 3 ) 
a2 


211 


. 


a 


2 111,19 = -41 


(( 4 ) 


... 


C 


tntetst4 


( 4 ) 


|| 


... 


Q2 
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. 


y- ஆயக் 


( ii ) இப்பொழுது நான்கு பொதுப்புள்ளிகளின் 
கூறுகளின் கூடுதல் . 

2ati + 2at , + 2ats + 2at4 
2a (ti + 1 , + ts + 14 ) 

2a ( C ) ( நிபந்தனை ( 1 )-லிருந்து ) 
i.e. குத்தாயங்களின் கூடுதல் = 0 


( iii ) பரவளையத்தின் மீதுள்ள 

t1 , 1 , என்ற புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நாணின் சமன்பாடு , 
( ti + ta ) y = 2x - 2atit , 

2 
.. இந்த நாணின் சரிவு , m = 

என்பதாகும் . 

( 1 + 1 ) 
இதேபோல tg , t4 எனும் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நாணின் சரிவு 
m எனில் , 

2 
m 

என்றாகும் . 

ts + 14 
ஆனால் நிபந்தனை ( 1 )-லிருந்து , 11 +1 , + 18 + 14 

அதாவது , ( t1 + t , ) = - ( ts + 14 ) 
2 

- 2 
எனவே , 

( t ] + 1 ) ( 18 +14 ) 


( 


அதாவது , m = 


m 


இவ்வாறு , இரண்டு நாண்களின் சரிவுகள் எண்ணளவில் 
சமம் என்று தெரிகிறது . எனவே , 

இரண்டு நாண்களும் X 
அச்சுடன் ஒரே கோணத்தை உண்டாக்குமாறு சாய்ந்திருக்க 
வேண்டும் என்று அறிகிறோம் . 


( உ ) பரவளையத்தின் பண்புகள் 

1 . ஒரு குவிய நாணின் முனைகளில் வரையப்படும் தொடு 
கோடுகள் இயக்குவரையின்மீது செங்குத்தாக 

வெட்டிக் 
கொள்ளும் . 


2 


நிரூபணம் 

P ) என்பது y 4ax எனும் பரவளையத்தின் ஒரு குவிய 
நாண் என்றிருக்கட்டும் . அதாவது PQ என்ற கோடு S ( a , 0 ) 
எனும் பரவளையத்தின் குவியம் வழியாகச் செல்லும் என்பதாகும் . 
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P , Q 

எனும் புள்ளிகள் பரவளையத்தின் மீதுள்ளதால் , 
அவற்றின் ஆயக்கூறுகளை முறையே ( at1 * , 2at1 ) , ( at , " , 2at , ) 
என்று எடுத்துக் கொள்ளலாம் . எனவே , நாண் PO- ன் சமன்பாடு 
பின் வருமாறு அமையும் . 
2x - ( ty + 1 , ) y + 2atit , 

= 0 

( 1 ) 
இக்கோடு S ( a , 0 ) என்ற புள்ளி வழியே செல்லவேண்டு 
மானால் , 

2a - ( ty + t . ) . 0 + 2atity = 0 என்றமையும் . 


i.e. 2a ( 1 + 1 1 ) = 0 
i.e. 

ty t , = - 1 


வரையப்படும் . 


இப்பொழுது , 

P , Q எனும் புள்ளிகளில் 
தொடுகோடுகளாவன : 


( 2 ) 


... 


ly + at = 0 

( 3 ) 
x - 1 y + at , = 0 
இத்தொடுகோடுகளின் சரிவுகளை முறையே my , m . எனக் 
குறிப்பிடுவோமானால் , பின் , 

1 
m1 - 

m = என்று கிடைக்கும் . 

1 , 


1 


1, 


1 


1 


m1 ms 


== 


ti 


ta 


1 


== 


1 ( 1112 


- 1 ) 


எனவே , P , Q- ல் வரையப்படும் தொடுகோடுகள் செங்குத் 
தாக வெட்டிக்கொள்ள வேண்டும் என்று அறிகிறோம் . 


. 


மேலும் , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) -ன் தீர்வு காண x = atit , 
y = a ( 11 +1 , ) என்று 

கிடைக்கப்பெறும் . எனவே , 
கோடுகள் வெட்டிக்கொள்ளும் 

புள்ளியின் 

-ஆயக்கூறு 
= att , = a ( -1 ) = - a என்று தெரிகிறது . ஆனால் , இயக்கு 
வரையின் சமன்பாடு x + a = 0 என்பதால் , இப்புள்ளி இயக்கு. 
வரையின் மீது அமையும் என்று அறிகிறோம் . 
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இவ்வாறு P , . - ல் வரையப்படும் தொடுகோடுகள் இயக்கு 
வரையின் மிது செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் என்பது 
உண்மையாகும் 

2 . பரவளையத்தின் மீதுள்ள P என்ற புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடுகோடு இயக்குவரையை R எனும் புள்ளியில் 
சந்திக்குமானால் , SP எனும் கோடு SR- க்குச் செங்குத்தாக 
இருக்கும் . 


நிரூபணம் : 

பரவளையத்தின் சமன்பாட்டை y : = 4ax என்றும் , P என்ற 
புள்ளியின் ஆயக் கூறுகளை ( ate , 2at ) என்றும் கொள்வோம் . 

ஆகையால் , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு , 

x - ty + at : = 0 
இயக்குவரையின் சமன்பாடு , x + a = 0 

( 2 ) 
இவ்விரண்டு கோடுகளும் வெட்டிக்கொள்ளும் 

புள்ளி R 
என்பதால் , சமன்பாடுகள் ( 1 ) , ( 2 ) -ன் தீர்வு காண , R- ன் ஆயக் 
கூறுகள் கிடைக்கும் . 

இவ்வாறு , 


( 1 ) 


... 


R என்பது 


க ( -1 , a ( t- + ) ] 


எனும் புள்ளியாகும் . 


மேலும் , 

S என்பது ( a , 0 ) என்ற புள்ளி என்பதும் . 

P என்பது ( at ) , 2at ) என்ற புள்ளி என்பதும் 
விளங்கும் 
எனவே , 

( 2at - 0 ) 2t 
SP- ன் சரிவு , m1 = 

( at - a ) ( 13 -1) 


- ( - - ) 


( -1) 


SR- ன் சரிவு , 11 , 

( -a- a ) 
இப்பொழுது . my m , = -1 என்று கண்டு கொள்ளலாம் . 
அதாவது , SP- யும் SR- ம் ஒன்றையொன்று 

ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக 
வெட்டிக் கொள்ளும் என்று தெரிகிறது . 

3. குவியத்திலிருந்து பரவளையத்தின் ஏதேனும் ஒரு தொடு 
கோட்டிற்கு வயைப்படும் செங்கோட்டின் அடிப்புள்ளி , பரவளைய 
உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின்மீது ( அதாவது 
y- அச்சின்மீது ) அமையும் . 
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நிரூபணம் 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , y " 4ax 

( 1 ) 
இவ்வளை வரையின் மீதுள்ள P ( ate , Lat ) எனும் புள்ளியில் 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

0 


! ) + a : 


( 2 ) 


கோடு ( 2 )-க்குச் செங்குத்தாக உள்ள எந்த ஒரு நேர் கோட்டின் 
சமன்பாட்டையும் , 

( x + y = K எனக் கொள்ளலாம் . 
இக்கோடு , குவியம் S ( a , 0 ) வழியேச் செல்லுமானால் , 

ta + 0 = K ; அல்லது K = at என்றாகும் . 
எனவே , p- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டிற்குச் செங்குத் 
தாக S வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 

tx + y = at என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
i.e. tx + y - at 

( 3 ) 
சமன்பாடுகள் ( ) . ( 3 ) -ன் தீர்வு காண , செங்கோட்டின் 
அடிப்புள்ளியின் ஆயக் கூறுகள் கிடைக்கும் . இவ்வாறு , செங் 
கோட்டின் y- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 0 , at ) என்று பெறக்கூடும் . 


Y- ன் x- ஆயக்கூறு பூஜ்யமாதலின் , இப்புள்ளி Y- அச்சின் 
மீது , அதாவது பரவளையத்தின் உச்சியில் வரையப்படும் தொடு 
கோட்டின்மீது இருக்கவேண்டும் என்று தெரிகிறது . 


4. பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் ஏதேனும் மூன்றுதொடு 
கோடுகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டம் 
குவியத்தின் வழியாகச் செல்லும் . 
நிரூபணம் 

பரவளையத்தின் மீதுள்ள , 1 , 1 என்ற மூன்று புள்ளிகளில் 
வரையப்படும் தொடுகோடுகள் PQR எனும் முக்கோணத்தை 
உருவாக்குவதாகக் கொள்வோம் . 


அதாவது , APQR- ன் பக்கங்களாகிய QR , RP , PO என்பன 
முறையே 11 , 19 , ts என்ற புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடு 
கோடுகள் என்பதை அறியவும் . 


S எனும் பரவளையத்தின் குவியத்திலிருந்து , பக்கம் QR- க்கு 
வரையப்படும் செங்கோட்டின் அடிப்புள்ளி 1 எனில் , பின் L 
என்பது Y- அச்சின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி என்பது நன்கு விளங்கும் 
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FRL 


[[ பண்பு ( 3 ) - லிருந்து ) . இதேபோன்று M , / என்பன S- லிருந்து 
முறையே RP , PQ என்ற பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் செங் 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் என்றால் , இவ்விரண்டு புள்ளிகளும் 
Y- அச்சின் மீது அமைந்திருக்கவேண்டும் . 

இவ்வாறு , 
> குவியம் S- லிருந்து முக்கோணம் PQR- ன் பக்கங்களுக்கு வரையப் 
படும் செங்கோட்டடிகள் ஒரே நேர்கோட்டில் அமைவதால் 
( அதாவது , Y- அச்சின் மீது அமைவதால் ) ; புள்ளி S , APQR- ன் 
சுற்றுவட்டத்தின் மீது அமையவேண்டும் என்று அறிகிறோம் . 
அதாவது , முக்கோணம் PQR- ன் சுற்று வட்டம் குவியம் வழி 
யாகச் செல்லும் என்று தெரிகிறது . 


5. பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் ஏதேனும் மூன்று தொடு 
கோடுகளால் அமையப்பெறும் முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு 
மையம் இயக்குவரையின் மீது அமைந்திருக்கும் . 


நிரூபணம் 

முன் போலவே , கொடுக்கப்பட்டுள்ள முக்கோணத்தை 
APQR என்று குறிப்பிடுவோம் . எனவே QR எனும் பக்கம் 
புள்ளி 11 - ல் வரையப்படும் தொடுகோடாகும் . ஆகையால் QR- ன் 
சமன்பாடு , 
x- 11y + all = 0 

( 1 ) 
இதோபோன்று , பக்கங்கள் RP , PQ 

இவற்றின் சமன்பாடு 


-களாவன : 


• 
o 
. 


... 


6 
. 


x - 12y + at , = 0 

( 2 ) 
- tsy + ats 

( 3 ) 
இப்பொழுது , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) -ன் தீர்வுகாண , P- ன் 
ஆயக்கூறுகள் ( at , lg , a ( t , + ts ) ] என்று கிடைக்கப்பெறும் .. 

புள்ளிகள் P , Q , R- லிருந்து எதிர்ப்பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் 
செங்குத்துக்கோடுகளை முறையே PL , QM , RN என்க . பின் , 
PL என்பது நேர்கோடு ( 1 ) -க்குச் செங்குத்தாக இருப்பதால் ,, 
PL- ன் சமன்பாட்டைப் பின்வருமாறு பெறலாம் . 

ix + y = 11 ( at , 13 ) + a ( t , + 13 ) 
i.c. 1 , x + - v = at : 1 , 13 + a ( t , + 1s ) 

( 4 ) 


3 ) .... 


இதேபோன்று M- ன் சமன்பாடு 

t.x + y = ati tets + a ( ts + t . ) 


( 5 ) 


.. 
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சமன்பாடுகள் ( 4 ) , ( 5 ) -ன் தீர்வு காண செங்கோட்டு 
மையம் , 0 - ன் ஆயக்கூறுகள் கிடைக்கப்பெறும் . 
( 4 ) - ( 5 ) = t1 - 1 , ) x = a ( 1 , - 11 ) 

i.e. 


= a 


a . 


அதாவது . 

0 - ன் x- ன் ஆயக்கூறு 
ஆனால் , இயக்குவரையின் சமன்பாடு x + a = 0 என்பதால் , 
இப்புள்ளி இயக்குவரையின் மீது அமைந்துள்ளது என்று அறி 
கிறோம் . மேலும் செங்கோட்டு மையத்தின் y- ஆயக் கூறு 
[ at lets + a [ l ] +1 , + ts ) ] என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 


6 . பரவளையத்தின் மீதுள்ள P எனும் புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடு கோடும் , செங்கோடும் பரவளைய அச்சை முறையே 
T , G என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் . மற்றும் P- யிலிருந்து 
அச்சுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடு PN என்க , 
( i ) AN = AT , ( ii ) NG என்பது ஒரு மாறிலி , ( iii ) SP = ST = SG . 


பின் , 


நிரூபணம் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள P எனும் புள்ளியின் ஆயக்கூறுகளை 
Lat ?, 2ct ) என்க . ஆகையால் P- ல் வரையப்படும் தொடுகோடு , 
செங்கோடு ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகள் கீழ்க் காண்பவை 
யாகும் , 


( 1 ) 


x - ty + at = 0 


( 2 ) 


tx + y = até + 2at 


இக்கோடுகள் X- அச்சை முறையே T , 0 எனும் புள்ளிகளில் 
சந்திப்பதால் , 

இப்புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றின் y- ஆயக்கூறும் 
பூஜ்யமாக இருக்கவேண்டும் . ஆகையால் சமன்பாடுகள் ( 1 ) , 
( 2 ) -ல் y = 0 என்றிட ,, 


T- ன் x- ஆயக்கூறு = ( - at ) என்றும் 
G- ன் x- ஆயக்கூறு 

( ate + 2a ) என்றும் கிடைக்கும் . 
அதாவது , AT = at ( எண்ணளவில் ) , AG = ( ate + 2a ) 
என்றாகும் . 

( i ) இப்பொழுது , AN = P- ன் x- ஆயக்கூறு 


= at2 


= AT 
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( ii ) அடுத்து , 


NG = 


AG - AN 
( at ) + 2a ) - are 
2a , ஒரு மாறிலியாகும் . 


M 


R 


T 


X 


AN 


SN 


படம் 35 . 


( iii ) குவியம் , S = ( a , 0 ) ; புள்ளி , P = ( at , 2at ) 

SP2 = ( a -at ) + [ 0 - 2at ) ? 

= a ( 1 - 12 ) - + 4a12 
= a ? ( 1 + 14 + 212 ) = a ( 1 + 1 ) 


i.e. SP = a ( 1 + t * ) 


மேலும் , ST = SA + AT 

= a + at : = a ( 1. + t ) 
அடுத்து , SG = AG - AS 

( ate + 2a ) - a = a ( t + 1 ) 
எனவே , SP = ST = SG என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


A 


குறிப்பு 
முக்கோணம் TSP- ல் SP = ST என்பதால் , 

STP = SPT என்றாகும் . 

SPT 
ஆனால் , PM , ST என்பன இணைகோடுகளாக இருப்பதால் , 

STP = 

TPM என்று தெரியும் . 


A 
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எனவே , SpT = TPM என்று கிடைக்கின்றது . 
அதாவது , PT என்பது SPM- ன் இரு சமவெட்டியாகும் . 

மேலும் , PT-க்குச் செங்குத்தாக PG அமைந்துள்ளதால் , 
PG அக்கோணத்தின் மற்றொரு இரு சமவெட்டியாக இருக்கும் . 


இவ்வாறு , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோடும் , செங்கோடும் 
கோணம் , SPM- ஐ உள்ளாகவும் , புறமாகவும் இரு சமபாகங் 
களாகப் பிரிக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. ( -2 , 3 ) எனும் புள்ளியைக் குவியமாகவும் , 2x + 3y 
- 4 = 0 என்ற நேர்கோட்டை இயக்குவரையாகவும் உடைய 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு காண்க . 


தீர்வு : 

குவியத்தை S என்றும் , இயக்கு வரையை 1 என்றும் குறிப்பிடு 
வோம் . பின் , S- ன் ஆயக்கூறுகள் ( -2 , 3 ) என்பதும் , 

1 - ன் சமன்பாடு 2x + 3y - 4 = 0 என்பதும் பெறப்படும் . 

பரவளையத்தின் மீதுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை P ( x , y ) 
என்று குறிப்பிடுவோம் . P- யிலிருந்து 1 - க்கு PM எனும் செங் 
ஆத்துக் கோடு வரையவும் . ஆகையால் SP = PM என்றிருக்க 
வேண்டும் . 
ஆனால் , SP ? = [ x - ( - 2 )] + ( y - 3 ) 

( x + 2 ) - + ( y - 3 ) 
PM = P ( x , y )- யிலிருந்து 2x + 3y - 4 = 0 - க்கு 

வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 
2x + 3y - 4 

22 + 3 
2x + 3y - 4 

13 
இப்பொழுது , SP2 = PM என்பதால் , 

4 

23 + 3y 
( x + 2 ) " + ( y - 3 ,2 

V13 
கிடைக்கும் . 

க . ஓ . அ . --26 


2 


என்று 


402 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


i.e. 13 [ ( x + 2 ) + ( y - 3 ) ] = ( 2x + 3y - 4 ) 
i.e. + 

9.r + 4y - 12xy + 66x - 54y + 153 = 0 
இதுதான் பரவளையத்தின் சமன்பாடாகும் 


2. கீழ்க்காணும் சமன் பாடுகளால் குறிக்கப்படும் பரவளை 
யங்கள் ஒவ்வொன்றினுமுடைய உச்சி , குவியம் , அச்சு , இயக்கு 
வரை முதலியனவற்றைக் கண்டுபிடி . 

( i ) y : -2x - 6p + 5 = 0 ( ii ) x2 + 2x - 4y . - 3 = 0 . 


தீர்வு : 


( 
i 
) 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

y2 - 2x - 6y + 5 = 0 
i.e. y - 8y = 2x - 5 
i.e. ( y- 32 - 9 = 2x - 5 
i.e. 

( y - 3 ) = 2x + 4 
i.e. 

( y - 3 ) 2 ( x + 2 ) 


இச்சமன்பாடு , Y2 = 4AX எனும் அமைப்பிலுள்ளது . 

ஃ பரவளைய அச்சின் சமன்பாடு , y - 3 = 0 
உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

x + 2 = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண உச்சியின் 
ஆயக்கூறுகள் கிடைக்கும் . எனவே , உச்சி , A என்பது ( -2 , 3 ) 
எனும் புள்ளி என்று கண்டுகொள்ளலாம் . 


மேலும் , செவ்வகலம் , 4a = 2 ; 


1 


i.e. 


2 


2 


ஆனால் , குவியம் S என்பது . அச்சின் மீது உச்சிக்கு வலது 

1 
பக்கமாக a = 

2 

அலகு தூரத்தில் அமைந்துள்ள புள்ளி என்று 
தெரியும் . ஆகையால் , 


S- ன் ஆயக்கூறுகள், 


என்பனவாகும் . 


( -2 + 1 , 3 ) 
( - * - 8 ) 


அதாவது , 


என்பனவாகும் . 
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கயா 


x == 


2 


. 


( 2) 


இதேபோன்று , இயக்குவரையானது உச்சிக்கு இடதுபக்க 

அலகு தூரத்தில் , அச்சுக்குச் செங்குத்தாக 
( அதாவது , உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டிற்கு இணை 
யாக ) இருக்குமாதலால் , இயக்குவரையின் சமன்பாடு , 

1 
2 - என்றமையும் . 

2 
i.c. 2x + 5 = 0 

( 3 ) 
( ii ) பரவளையத்தின் சமன்பாடு x + 2x - 4y - 3 = 0 

i.e. x2 + 2x = 4y + 3 
i.e. ( x + 1 ) * 

( 4y + 3 ) + 1 
i.e. ( x + 1 ) = 4 ( y + 1 ) 
இந்த சமன்பாடு ‘ X2 = 44Y எனும் அமைப்பிலுள்ளது . 
அச்சின் சமன்பாடு , x + 1 = 0 

( 1 ) 
உச்சியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

y + 1 = 0 
எனவே , உச்சி A என்பது ( -1 , - 1 ) என்ற புள்ளி என்பது .. 
விளங்கும் . 

அடுத்து செவ்வகலம் ‘ 4a = 4. அதாவது , 

ப்பொழுது , குவியம் என்பது உச்சிக்கு மேல் பக்கமாக 
4 = 1 அலகு தூரத்தில் அச்சின் மீது உள்ள புள்ளியாதலின் , பி - ன் 
ஆயக்கூறுகள் , 

( -1 , -1 + 1 ) என்பனவாகும் . 
i.e. S = ( -1 , 0 ) 

இதேபோன்று , இயக்குவரை உச்சிக்குக் கீழ்பக்கமாக a = 1 
அலகு தூரத்தில் அச்சுக்குச் செங்குத்தாக அமைந்திருக்கு 
மாதலின் , இயக்குவரையின் சமன்பாடு , 

y = -1 -1 ; 
i.e. y + 2 = 0 என்பதாகும் . 

3. y = 4ax என்ற பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடு ஒன்று 

X- அச்சுடன் 60 ? கோணமுண்டாக்குமானால் , 
அக்கோடு பரவளையத்தைத் தொடும் புள்ளியைக் காண்க . 
தீர்வு : 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு y * 

4ax 

( 1 ) 
தொடுகோட்டின் . சரிவு , m = tan 60 ? = 13 


a = 1 


a 


m 


a 


- 


3 


... 


1. ) = 2ax + 2ax ) 

4ax1 , 12 
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ஆகையால் , தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

y = mx + என்ற அமைப்பிலிருக்கும் . 
i.e. y = 3x + 
i.e. As y = 3x + a 

( 2 ) 
இத்தொடுகோடு பரவளையத்தைத் தொடும் புள்ளியை 
( x1 , y1 ) என்க . பின் சமன்பாடு ( 1 ) - லிருந்து ( xy , y1 )-ல் வரை 
யப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் கீழ்க்காணும் அமைப் 
பில் கொள்ளலாம் . 

i.e. yy ; = 2a ( x + x ) 
i.e. 

( 
இப்பொழுது , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) ஒரே நேர்கோட்டைக் 
குறிக்கின்றன என்பது நன்கு விளங்கும் . எனவே , இரண்டு 
சமன்பாடுகளிலும் உள்ள ஒந்த குணகங்கள் சமவிகிதத்தில் 
இருக்கவேண்டும் . 
எனவே , 

2a 
3 8 
2 

a 
a 3 = 
3 

a ; 1 
V3 

3 
ஆகையால் , தொடும்புள்ளி 

2 
a 

என்பதாகும் . 

3 
4. ( xy , y1 ) , ( x ,, y , ) என்ற புள்ளிகள் y = 4ax என்ற 
பரவளையத்தின் ஒரு குவிய நாணின் முனைகளாக இருப்பின் , 
xx , = a , மற்றும் y1y , = -4a என்றும் நிறுவுக . 
தீர்வு : 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு y2 = 4ax 

( 1 ) 
P ( x1 , y ] ) , Q ( x , , y ) எனும் புள்ளிகள் பரவளையத்தின் மீது 
அமையுமானால் , 

= 4a ) , என்றிருக்கும் . 
.. 12 

= 4a ( x1 x ) 
i.e. ( y - y ) ( y1 + y ) 

3 ) 

( 2 ) 


y1 





2axy 


= 


a 


i.e. y = 


2 


13 


2 


J12 


2 
2 


4a ( x1 


. 


... 
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இப்பொழுது , நேர்க்கோடு PQ- ன் சமன்பாடு , 

y - y 
y - y , 

x1-3 


x - x1 என்பதாகும் . 


i... ( y- > ) = ( - ) ) ( x - * ) 

= ) ( x - x ) ( முடிவு (2 )-லிருந்து ) 


4a 

y1 + 2 
i.e. ( y1 + y ) ( y - y ) = 4a ( x - x1 ) 


( / +">, 


( 3 ) 


இக்கோடு குவியம் வழியாகச் செல்லுமானால் , குவியத்தின் 
ஆயக்கூறுகள் ( a , 0 ) இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்ய 
வேண்டும் . 


2 


yi y = 4a 


( y1 + y ) ( 0 -y ) = 4a ( a - x ) 
i.e - y1 
- y - y y . 

4axy 
i.e. 

y1 y : = -4a " ( y = = 4ax ) 
மேலும் , 1 ya ( 4axy ) ( 4ax ) 
i.e. ( yi y , ) 

= 1 ரே ( x 1 x ) 
i.e. ( - 4 ar) = 16a ( x | x , ) 
i.e. 16a4 = 16a ( x 1 x ) 


2 


i.e. x } x2 


Q2 


5. ye = 4ax என்ற பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் இரண்டு 
தொடுகோடுகளுக்கு இடையே உள்ள கோணம் 60 ° எனில் , 
அவை வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியின் நியமப்பாதையைக் 
காண்க . 


தீர்வு : 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு y = 4ax 

( 1 ) 
இப்பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் ஏதேனும் ஒரு தொடு 
கோட்டைப் பின்வருமாறு எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
அதாவது , x -ty + at : 0 

( 2 ) 
தேவையான நியமப்பாதையின் மீது P ( h , k ) என்பது ஒரு 
புள்ளியாக இருக்கட்டும் . தொடுகோடு ( 2 ) இப்புள்ளி வழியே 
செல்லுமாயின் , பின் வரும் தொடர்பு உண்மையாக இருக்கும் . 

h- tk + at : 
i.e. at -kt + h = 0 

( 3 ) 


.... 
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சமன்பாடு ( 3 ) , t- ல் ஒரு இருபடிச் 

சமன்பாடாகும் . 
ஆகையால் , 1 - க்கு இரண்டு மதிப்புகள் உண்டு . அதாவது 11 , ts 
என்பன சமன்பாடு ( 9 ) -ன் மூலங்கள் எனில் , இவை ஒவ்வொரு 
மதிப்பிற்கும் ஒப்பக் கிடைக்கப்பெறும் தொடுகோடு P ( l k ) என்ற 
புள்ளி வழியேச் செல்லும் என்று தெரிகிறது . எனவே , P- யிலி 
ருந்து இரண்டு தொடுகோடுகள் வரையமுடியும் 

என்று 
1 

1 
அறிகிறோம் . மேலும் , 

என்பன இவ்விரு தொடு 


11 


{ 
" 


கோடுகளின் சரிவுகள் என்றும் தெரியும் . 


சமன்பாடு ( 3 )-லிருந்து , 


k 


மூலங்களின் கூடுதல் , 11 + 1 , 


// 


என்றும் 


a 


1h 


என்றும் கிடைக்கப் 


மூலங்களின் பெருக்கல் , t1 1 , = 
பெறும் , 


a 


P- வழியாகச் செல்லும் தொடுகோடுகள் X- அச்சுடன் 01.03 
எனும் கோணங்களை 

உண்டாக்குமானால் , பின் , அவற்றின் 
சரிவுகள் 


1 


1 


tan 9 . 


tan 9 , 


|| 


என்பன வாகும் . 


t1 


t , 


இப்பொழுது , ( 01 - e , ) = 60 ° 


என்று 

கொடுக்கப்பட் 


டுள்ளது . 


ஆகையால் , tan ( 91 - 9 , ) = tan 60 ° . 


tan 01 


tan 02 


அதாவது , 


1 + tan er tang . 


V3 


1 


1 
11 


i.e. 


= 


V3 


1 + 


12 
1 1 
ta t , 


t , - 11 


i.e. 


3 


111 , + 1 


i ... ( t , - 11 ) = 3 (1 + ty t , ) 
i.e. ( t , -ty ) 2 = [ VS ( 1 + 1 , 1 , ) ] 2 
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8 


4t11 , = 3 ( 1 + 111 , ) 2 


i.e. ( 11 + 1 ) 

k 
i.e. 


2 


( * ) - 4 + - 3 ( 1 ++ ) 


i.e. ke - 4ah = 3 ( a + h ) * 


என வே , P- ன் நியமப்பாதை 
ye - 4ax = 3 ( a + x ) * 

3 ( a + x ) எனும் 
கிடைக்கின்றது . 


வளை வரை 

என்று 


= 4ax 


y 


4 ax 


6. ( 6a , 0 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 3 

எனும் 
பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் அடிப் புள்ளி 
களைக் காண்க . 
தீர்வு : 

என்ற 

பரவளையத்தின் மீதுள்ள 1 எனும் 
புள்ளியில் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

tx + y = at : + 2at என்று தெரியும் . 
இந்த செங்கோடு ( 6a , 0 ) என்ற புள்ளி வழியாகச் செல்லு 
மானால் , பின் வரும் தொடர்பு உண்மையாகும் . 

t ( 6a ) + 0 = at + 2at 
i.e. 18 - 4t = 
i.e. t ( 12 

4 ) = 0 
i.e. 1 = 0 , அல்லது 
i.e. 1 = 0.1 = 

2 , - 2 
மேலும் புள்ளி t என்பது ( at , 2at ) என்று தெரியும் , 

எனவே , செங்கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகள் பின் வருவன 
வாகும் . 

( 0 , 0 ) , ( a ( 2 ) 2 , 2a ( 2 ) ] , [ a ( -2 ) , 2a ( -2 ) ] 
ic . ( 0 , 0 ) , ( 4a , 4a ) , ( 4a , - 43 ) 


= 0 


2 


ஒரு 


4ax என்ற 
7. Ix + my + n = 0 என்ற நேர்கோடு y2 
பரவளையத்தின் 

செங்கோடாக இருக்குமானால் 
ale + 2alm ? + man = 0 என்பது உண்மை எனக் காட்டு 
தீர்வு : 
பரவளையத்தின் சமன்பாடு , y = 4ax 

( 1 ) 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , Ix + my + n = 0 

( 2 ) 


.. 
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நேர்கோடு ( 2 ) , பரவளையத்தின் மீதுள்ள புள்ளி t- ல் வரையப் 
படும் செங்கோடாக இருக்கட்டும் . பின் t- ல் வரையப்படும் 
செங்கோட்டின் சமன்பாட்டைப் பின்வரும் 

அமைப்பில் 
எடுத்துக் கொள்ளலாம் . 


அதாவது , tx + y = at + 2at என்பதாகும் . 
அதாவது , tx + y - ( ats + 2at ) = 0 


( 3 ) 


இவ்வாறு , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) ஒரே நேர் கோட்டைக் 
குறிக்கின்றன 

என்று தெரிகிறது . 

பின் வரும் 
தொடர்புகள் உண்மையாகும் . 


எனவே , 


n 


-- 


- ( at + 2at ) 


! 
அதாவது , 1 = 

m 


mm ( at + 2at ) = n 


இவ்விரு தொடர்புகளிலிருந்தும் t- ஐ நீக்க , 

18 

1 

= n என்று கிடைக்கும் . 


m 


( * * + Le + ) 
( + Pain ) - 


i.e. 


m 


n 


i.e. als + 2alm ? + man = 0 


பயிற்சி 


1. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் 

காணப்படும் புள்ளியைக் குவியமாகவும் , நேர்கோட்டை 
இயக்குவரையாகவும் 

உடைய பரவளையத்தின் சமன் 
பாடு காண்க . 


( i ) ( 3 

( 0 ); 


; 3x + 2 = 0 


( ii ) ( 0 , - 2 ) ; y = 2 
( iii ) ( 1 , - 1 ) ; x + + 7 = 0 
( iv ) ( - 1,1 ) ; 4x + 3y + 2 

) = 0 
( v ) ( -1 , - 1 ) ; 23 - 3y + 6 = 0 
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2. கீழ்க்காணும் ஒவ்வொரு பிரிவிலும் உள்ள சமன் 
பாட்டினால் குறிக்கப்படும் பரவளையத்தின் 

உச்சி , 
குவியம் . அச்சு , இயக்குவரை முதலியனவற்றைக் 
கண்டுபிடி . 


( i ) 13 + 2x - 2y- 4 = 0 
( ii ) x - 2x - 8y + 17 = 0 
( iii ) y : - x + 4y + 5 = 0 
( iv ) 2y2 - 9x - 12y = 0 
( v ) 4y : + 12x - 20y + 67 = 0 
( vi ) 16x - 8x + 6y + 1 = 0 


3. y = 4ax என்ற பரவளையத்தின் இரட்டை நிலைத்தூரம் 

( அல்லது குத்துயரம் ) 8a எனில் , அதன் முனைகளை 
உச்சியுடன் சேர்க்கும் தேர்கோடுகள் ஒன்றையொன்று 
செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் என்று காட்டு . 


4. y = 9x எனும் பரவளையத்தின் மீதுள்ள ( 4 , - 6 ) என்ற 

புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு 
இவற்றின் சமன்பாடுகளைப் பெறவும் . 


5. ( 1 , 6 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து , y 20x என்ற 
பரவளையத்திற்கு 

வரையப்படும் தொடுகோடுகளைக் 
கண்டுபிடி . 


6. ya 

= 4ax என்ற வளைவரைக்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடுகள் 2x + 3y = 4 எனும் நேர்கோட்டிற்கு 
( i ) இணையாகவும் , ( ii ) செங்குத்தாகவும் இருக்குமானால் 
அவற்றின் சமன்பாடுகளைக் காண்க . 


7. y = 9x என்ற பரவளையத்தின் இரண்டு தொடுகோடு 

கள் ( 4 , 10 ) என்ற புள்ளிவழியாகச் செல்லுமானால் , 
அவற்றின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 


8 


y = 8x என்ற வளை வரைக்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடு ஒன்று y = 3x + 5 என்ற நேர்கோட்டுடன் 
45 கோணம் உண்டாக்குமானால் , அத் தொடு 
கோட்டின் சமன்பாட்டையும் , அது பரவளையத்தைத் 
தொடும் புள்ளியையும் கண்டுபிடி . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


களை 


9. 12 = 12r என்ற பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் மூன்று 
தொரு கோடுகள் , அச்சுடன் 30 ° , 45 ° , 60 ° கோணங் 
உண்டாக்குமானால் , 

அவை 

வளை வரையைத் 
தொடும் புள்ளிகளைக் காண்க . மேலும் , அப்புள்ளிகளின் 
கிடைத்தூரங்களும் , நிலைத்தூரங்களும் தனித் தனியே 

பெருக்குத் தொடர்களில் அமையும் என்றும் நிருபி . 
10 . x + y = 1 எனும் நேர்கோடு , 

] = x - x2 

என்ற 
பரவளையத்தைத் தொடும் என்று காட்டு . 
11. Ix + mv + 1 = 0 எனும் நேர்கோடு y ” 

4ax என்ற 
வளை வரையைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனையைப் 
பெறவும் . 


a 


m 


12. m- ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் y = m ( x + a ) + 

என்ற நேர்கோடு , y = 4a ( x + a ) என்ற பரவளையத் 
தைத் தொடும் என்று நிறுவுக . 
4y = 3x - 4 என்ற நேர் கோடும் , x2 = 4y என்ற 
பரவளையமும் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளைக் கண்டு 
பிடி . மற்றும் , அப்புள்ளிகளில் பரவளையத்திற்கு வரைப் 
படும் தொடுகோடுகள் 

இரண்டும் செங்குத்தாக 
வெட்டிக்கொள்ளும் என்றும் நிரூபிக்கவும் . 
14. y = 4ax என்ற வளை வரைக்கு வரையப்படும் இரண்டு 

தொடுகோடுகள் அச்சுடன் 91 , 0 , எனும் கோணங்களை 
ஏற்படுத்துகின்றன . மேலும் அவை வெட்டிக் கொள்ளும் 
புள்ளி பின் வரும் நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டு நகருமானால் . 
அதன் நியமப்பாதைகளைக் கண்டுபிடி . 
( i ) tan 81 + tan 9 , C ; ( ii ) tangi tan 8 , C , 
( iii ) tan 91 + tan s , = C ( இங்கு C என்பது ஒரு 

மாறிலியாகும் . ) 
15 . ஒரு பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் இரண்டு தொடு 

கோடுகள் செவ்வகலத்தின் மீது வெட்டிக்கொள்ளு 
மானால் அவை 

அவை பரவளையத்தின் அச்சுடன் நிரப்புக் 
கோணங்களை உண்டாக்கும் என நிறுவுக . 
16. x2 + y = c " என்ற வட்டத்திற்கும் , v2 = 4ax என்ற 

பரவளையத்திற்கும் ஒரு பொதுத் தொடுகோடு உண்டு 
எனில் , அதன் சரிவு m- ன் மதிப்பு ( 2 ( 2m2 + 1 ) * 

( c2 - + 4a ) என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப் 
பெறும் எனக் காட்டு . 


பரவளையம் 
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17. y = 4ax என்ற பரவளையத்திற்கு வரையப்படும் இரண்டு 

தொடுகோடுகள் , இயக்குவரையை வெட்டும் புள்ளி 
களுக்கு இடையே உள்ள தூரம் C எனும் ஒரு மாறாத 
எண்ணாக இருக்குமானால் , அவ்விரண்டு தொடுகோடு 
களும் வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளியின் நியமப்பாதை 
c2x2 = ( x + a ) : ( y2 4ax ) 

என்று நிரூபி . 


18 . 


ஒரு பரவளையத்தின் செங்கோட்டு நாண் ஒன்று பர 
வளையத்தின் உச்சியில் 90 ° கோணம் உண்டாக்கு . 
மானால் , அக்கோடு X- அச்சுடன் 

tan - 1 ( 12 ) 
கோணத்தை ஏற்படுத்தும் என்று நிறுவுக . 


2 


19. y - 12 x + 4 12 a = 0 

எனும் நேர்கோடு 
= 4ax 

என்ற பரவளையத்தின் ஒரு செங்கோடாக 
இருக்கும் என்று காட்டு . மேலும் அச் செங்கோட்டின் 
நீளத்தையும் காண்க . 


20. ya 


y = 

4ax என்ற பரவளையத்தின் மீதுள்ள ti.t , எனும் 
புள்ளிகளில் வரையப்படும் செங்கோடுகள் வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளியைக் கண்டுபிடி . 


21. y . 


8 


= 


16x , y = 8x - 96 என்ற 

96 என்ற பரவளையங்களுக்கு 
பொதுவான செங்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் என்ன ? 


22 . 


y = 

4ax என்ற பரவளையத்தின் குவியநாண் ஒன்றின் 
முனைகளில் வரையப்படும் செங்கோடுகள் வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளியின் நியமப்பாதை 
y = a ( x - 3a ) எனும் மற்றொரு பரவளையம் என்று நிரூபி . 


.. 


23 . 


அச்சுடன் நிரப்புக் கோணங்களை 

உண்டாக்கும் 
இரண்டு கோடுகள் , y = 4ax என்ற பரவளையத்தின் 
செங்கோடுகளாக அமையுமானால் ; அவை 

வெட்டும் 
புள்ளி y = ax - a ) எனும் பரவளையத்தின் மீது 
இருக்கும் என்று நிறுவுக . 


24 . 


ஒரு பரவளையத்தின் மீதுள்ள P , Q என்ற புள்ளிகளில் 
வரையப்படும் செங்கோடுகள் மீண்டும் பரவளையத்தின் 

வெட்டிக்கொள்ளும் எனில் , PQ என்ற நாண் 
நிலையான புள்ளி ஒன்றின் வழியாகச் செல்லும் என்று 
காட்டு . 


மீது 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


25. y = 4ax என்ற பரவளையத்தின் மீது இருக்கும் P எனும் 

புள்ளியில் வரையப்படும் செங்கோடு , மீண்டும் பரவளை 
யத்தை Q எனும் புள்ளியில் சந்திக்கும் என்றும் ; P- ன் 
y- ஆயக்கூறு y என்றும் ; PQ- ன் நடுப்புள்ளியின் 
y- ஆயக்கூறு y . என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 

4aa என்று நிரூபிக்கவும் . 


y1 ) 


28. ( x , y ) , ( xg , y , , ( xg , ys ) என்ற புள்ளிகளில் வரையப் 
படும் செங்கோடுகள் ஒன்றிய சந்திப்பு உடையன 

( x , - xg ) 
என்றால் , 

+ 

( x8 - x1) + ( x1 – x, ) 
y 

s 
என்று நிறுவுக . 


x , ) -0 


y 


விடைகள் 


1 . 


= 8x 


( i ) 3y 

( ii ) x + 8y = 0 
( iii ) x -- 2xy + y : 
2xy + y : - 18x 

18x - 10y - 45 = 0 
( iv ) 912 - 24xy + 16y : + 34x - 

62y + 46 = 0 
( v ) 9x2 . + 12xy + 4y : + 2x + 62y - 10 = 0 


2 
. 


x = 3 


i 
1 ( 2 , 1 ) , y = 1 , 
( ii ) ( 1 , 2 ) ( 1 , 4 ) , x = 1 , y = 0 


= 3 , 8x + 25 = 0 


(i) ( 1 , - 2) , ( * -2 ) .> + 2 = 0 , 4x = 3 
(iv ) ( - 2 , 3), ( - " - 8 ). 

( -2 ). ( -17 . ; ) . 
( vi ) (4,0 ), ( 4 , -3 ). 


( v ) 


2y = 5 , 


| 


4x + 9 = 0 


4x = 1 , 32y = 3 


4. 3x + 4y + 12 = 0 ; 4x - 8y = 34 
5. x - y + 5 = 0 , 5x - y + 1 = 0 . 
6. 8x + 12y + 27 = 0 , 3x - 2y + 2 = 0 .. 


பரவளையம் 
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7. 9x - 4y + 4 = 0 x – 4y + 36 = 0 . 


8. 2x + y + 1 = 0 ; 


( 3-2 ) 


9. ( 9 , 673 ); ( 3 , 6 ) ; ( 1 , 2V8 ) . 


11. In = m2 a , 


18. ( 4,4 ). ( -1,4 ).. 


( i ) y = 


Cx ; 

( ii ) Cx = a ; 
( iii ) ye = 2ax + Cx . 


19. Bav 3 
20 [ 2a + a ( t1 % + tq tg + to ) , – atzt ( ti + ts ) ] 
21. y = 0 , ( y + 2x ) = + 48 . 


வளை வரைகளின் 


5. வரைபடங்கள் 

( Graphs ) 
முன்னுரை : x , y என்ற இரண்டு மாறிகளில் அமைந்துள்ள 
சமன்பாடுகளால் குறிக்கப்படும் வளைவரைகளை வரையும் முறை 
யைப் பற்றி , வட்டம் , பரவளையம் முதலிய 
வரைபடங்கள் மூலம் ஓரளவு தெரிந்திருக்கும் . அதே முறையில் , 
இங்கு வேறு சில வரைகளை வரையும் விதத்தைப் பார்ப்போம் . 
குறிப்பாக , ex, e-x, log x , e -x " > ஆகிய நான்கு அதி இயல் சார்பு 
களின் வரைபடங்களை எவ்வாறு வரையலாம் என்பதை இங்கு 
காணவிருக்கிறோம் . 
( அ ) y = e * வளைவரையின் வரைபடம் 

இவ்வளைவரையை வரைவதற்கு உதவியாக , வளைவரையின் 
ஒரு சில முக்கியமானப் பண்புகளை பின் வருமாறுத் தொகுத்துக் 
கூறுவோம் . 


Y 


ப 


50 
40 


30 


20 


104 


--10 


1 2 3 


X 


yo 


படம் 36 . 
1. x- ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் , ex > 0 என்றிருக்கும் 
என நமக்குத் தெரியும் . எனவே , இவ்வளைவரை 
நான்காவது காற்பகுதிகளில் 

இருக்கமுடியாது . 


மூன்றாவது , 
அதாவது , 


வளை வரை 


யின் மீதுள்ள புள்ளிகளாகும் , இவற்றையும் படத்தில் குறித்துக் 
தொகுத்த 
பின்னர் , அதன் 
வரை படங்கள் 
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முழுவதும் முதலாவது , இரண்டாவது காற்பகுதி 
களிலேயே அமைந்திருக்கும் . 

2. x எனும் மாறி , ஏற்கும் குறை மதிப்புகளுக்கு ஒப்ப , 
X-உடன் 1 - ன் மதிப்பும் குறைந்து கொண்டே சென்று , இறுதி 
யாக x- ன் மதிப்பு ( - ) - ஐ அணுகும்போது , -ன் மதிப்பு 
பூஜ்யத்தை 

அணுகும் . அதாவது X அச்சின் குறைப்பகுதி 
இவ்வளைவரையின் தொலைத் தொடுகோடாக ( Asymptote ) 
இருக்கும் . 

3. x = 0 எனில் y = 1 என்றாகும் . ஆகையால் , ( 0 , 1 ) 
"என்பது வளை வரையின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . மேலும் , 
குறை மதிப்புகளை X ஏற்கும்போது , y- ன் மதிப்பு மிகை பின்னங் 
களாக இருக்கும் . அதாவது x- ன் குறை மதிப்புகளுக்கு ஒப்பான 
எல்லாப் புள்ளிகளும் X- அச்சுக்கும் , y = ! எனும் கோட்டிற்கும் 

அமைந்திருக்க வேண்டும் என்பது நன்கு 
4. x மிகை மதிப்புகளை ஏற்கும்போது , x- ன் மதிப்பு அதி 
கரிக்க அதிகரிக்க y- ன் மதிப்பும் அதிகரித்துக்கொண்டே செல்லும் . 
இறுதியாக , x- ன் மதிப்பு + -ஐ அணுகும் போது , -ன் மதிப்பும் 
முடிவிலியை அணுகும் . இங்கு x- ன் 

வளர்ச்சி வேகம் , -ன் 
வேகத்தை விடக் குறைவாக இருக்கும் என்பதை 
வளை வரையின் வளர்ச்சி , இரண்டாவது காற்பகுதியில் 

காற்பகுதியில் மிக வேகமாகவும் இருக்கும் 
1 . 

( 1. e ) , ( 2 , e ) முதலியன வளை வரை 
மேலே கண்ட பண்புகளைப் பயன்படுத்தி . வளைவரையை 
வரைவோமானால் ,அதன் வரைபடம் படத்தில் காட்டியுள்ள வாறு 
( ஆ ) y = e - X எனும் வளைவரையை வரைதல் 
இவ்வளை வரையின் சிறப்பு 

அம்சங்களை கீழுள்ளவாறு 
வரைபடம் வரைவது 

எளிதாக 


இடையேதான் 
விளங்கும் . 


வளர்ச்சி 
அறியவும் . 


5 . 
சீராகவும் , முதல் 
என்பதும் விளங்கும் . 


6 . 


கொள்ள வேண்டும் . 


இருக்கும் . 


அமையும் . 
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1 . 3 ஏற்கக்கூடிய எல்லா மிகை யெண்மதிப்புகளுக்கும் , 
e - x- ன் மதிப்பு மிகையாகவே இருக்குமாதலின் , இவ்வளைவரை 
முதல் இரண்டு காற்பகுதிகளிலேயே அமைந்திருக்கும் என்பது 
தெளிவாகும் . 


2 . x = 0 என்றிட y = 1 என்றாகும் . அதாவது , ( 0,1 ) 
என்பது வளைவரையின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியாகும் . 


3 . 


சென்று , 


x என்ற மாறி , மிகை மதிப்புகளை ஏற்குமானால் , x- ன் 
மதிப்பு அதிகரித்துக்கொண்டே செல்லும்போது y- ன் மதிப்பு 
குறைந்துகொண்டே 

இறுதியாக x முடிவிலியை . 
அணுகும்போது y பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று தெரிகிறது . 
அதாவது , X- அச்சின் மிகைப்பகுதி வளை வரையின் தொலைத் 
தொடுகோடாகும் . 


4 . X- ன் குறை மதிப்புகளுக்கு ஒப்ப , y- ன் மதிப்பு எண் 
ணளவில் அதிகரித்துக் கொண்டே செல்லும் . இறுதியாக x- ன் 
மதிப்பு ( - - ) - ஐ அணுகும்போது y- ன் மதிப்பு ( + a ) - ஐ 
அணுகும் . 


x = 0 
= 


5. x- ன் மதிப்பு ( - - ) - யிலிருந்து பூஜ்யத்தை நோக்கி 
அதிகரித்துச் செல்லும்போது y- ன் மதிப்பு வெகு வேகமாகக் 
குறைந்து கொண்டே வருகிறது . 

என்ற 

மதிப்பை 
அடைந்த பிறகு , 1 - ன் மதிப்பு சீராகக் 

குறைந்து கொண்டே 
செல்கிறது . அதாவது , 

அதாவது , இரண்டாம் காற்பகுதியில் வளைவரை 
வேகமாக கீழ்நோக்கிச் சென்று . முதல் காற்பகுதியில் சீராக , 
X- அச்சை நோக்கிச் செல்கிறது . 


( 


1 , 


6 . வளை வரையின் மீதுள்ள 

) , ( 1 , e ) , ( -2 , 2 ) 

e / 
என்ற புள்ளிகளையும் குறித்துக்கொள்ளல் வேண்டும் . 

இவ்வளை வரையின் அமைப்புப் படத்தில் உள்ளவாறு 
இருக்கும் . 


. 


குறிப்பு 

( i ) y = e * என்பது ஒரு கூடுஞ்சார்பாகவும் , y = e- * என்பது 
ஒரு குறையும் சார்பாகவும் இருக்கும் என்பது படத்திலிருந்து , 
நன்கு விளங்கும் . 


வரைபடங்கள் 
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( ii ) மேலும் இரண்டாவது வளை வரையானது , Y- அச்சின் 
மீது அமையும் முதல் வளை வரையின் எதிர் உருவமாகும் . 
( Reflection on the Y - axis ) 


Y 


+5 


-4 


-3 


-2 


* 


* 


-3 


-2 


-1 


2 


3 


படம் 37 . 


( iii ) இவ்விரண்டு வளைவரைகளும் ( 0 , 1 ) எனும் புள்ளியில் 
வெட்டிக்கொள்ளும் என்பதும் நன்கு விளங்கும் . 


( இ ) y = logex- ன் வரைபடம் 

இவ்வளைவரையை வரைவதற்குத் தேவையான முக்கிய 
அம்சங்கள் பின்வருவனவாகும் . 

1. மிகை மெய்யெண்களுக்கு மட்டுமே மடக்கை 
வரையறுக்கப்படுமாதலின் , இங்கு X எனும் மாறி , மிகை மதிப்பு 
களை மட்டும்தான் ஏற்க முடியும் . எனவே , வளைவரை முதல் 
காற்பகுதியிலும் , நான்காம் காற்பகுதியிலும் முற்றிலும் அமைந் 
திருக்கும் . 

2. x- ன் மதிப்பு மிகை பின்னமாக இருக்கும்போது , y- ன் 
மதிப்பு குறையெண்ணாக இருக்கும் . மேலும் , x- ன் 

மதிப்பு 
பூஜ்யத்தை அணுகும்போது , y- ன் மதிப்பு ( - ) ) - ஐ அணுகும் . 
அதாவது , Y- அச்சின் குறைப்பகுதி , வளைவரையின் தொலைத் 
தொடுகோடாக அமையும் என்று தெரிகிறது . 
க . ஓ . அ . 

-27 
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3. x = 


x = 1 எனும்போது y = 0 என்றாகும் . அதாவது ( 1,0 ) 
என்பது வளை வரையின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளியா கும் . 


-30 


F20 


-10 


* 


-2 


-1 


O 


1 2 


3 


X 


-10 


-20 


படம் 38 . 


4 . 

x > 1 எனும்போது y- ன் மதிப்பு மிகையாக இருக்கும் . 
மேலும் , x- ன் மதிப்பு ஒன்றிலிருந்து அதிகரித்துக் கொண்டே 
செல்லும் போது , y- ன் மதிப்பும் அதிகரித்துச் செல்லும் . ஆனால் , 
y- ன் வேக வளர்ச்சி , x- ன் வேக வளர்ச்சியைவிடக் குறைவாக 
இருக்கும் . இறுதியாக , x முடிவிலியை அணுகும்போது , } -ம் 
முடிவிலியை அணுகும் . 


5. log x என்பது கூடுஞ்சார்பாக உள்ளதால் , இவ்வளை வரை 
மேல்நோக்கி வளர்ச்சி அடைந்து செல்கிறது . ஆனால் x- ன் 
மதிப்பு பூஜ்யத்திலிருந்து ஒன்றை அடையும் வரையில் வளைவரை 
மிகவேகமாக வளர்ந்துகொண்டே வந்து ; ஒன்றைவிட அதிகமான 
மதிப்புகளை x ஏற்கும்போது , வளை வரை சீராக வளர்ந்து செல்லும் 
என்பது வரைபடத்திலிருந்து நன்கு விளங்கும் . 


குறிப்பு : 

ஆயக்கூற்று அச்சுகளை வலஞ்சுழியாக 90 ° கோண தூரம் 
சுழற்றுவோமானால் , y = e - x என்ற சமன்பாட்டினால் குறிக்கப் 
படும் வளை வரை கிடைக்கப்பெறும் . 





வரைபடங்கள் 
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( ஈ ) y = e - X " எனும் சமன்பாட்டு வளைவரையின் வரைபடம் 

வரைபடத்தை வரைவதற்கான முக்கிய அம்சங்களாவன : 

1. x- ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் y- ன் மதிப்பு மிகையா 
கவே இருக்குமாதலின் , இவ்வளை வரை 

முழுவதுமே முதல் 
இரண்டு காற்பகுதிகளிலேயே அமைந்திருக்கும் . 


-3 


- 2 


2 


3 


படம் 39 , 


2. - 


2 


என்பது 

இரட்டைச் சார்பு என்பது தெரியும் . 
எனவே , தேவையான வளை வரை Y- அச்சைப் பொருத்து சமச் 
சீராக இருக்கும் . 

அதாவது , முதல் காற்பகுதியில் உள்ள வளை 
வரையின் அமைப்பைப் போன்று இரண்டாவது காற்பகுதியிலும் 
இருக்கும் . 

3. ex உன் அடுக்குக்குறி x- ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 
குறையாகவே இருக்குமாதலால் , அதன் மீப்பெரும் மதிப்பு 
ஒன்றுதான் | என்று தெரிகிறது . x = 0 எனும் போது , y இம் 
மதிப்பை ( அதாவது ஒன்றை ) ஏற்கும் . அதாவது ( 0 , 1 ) 
என்பது வளை வரையின் மீதுள்ள உயர்ந்த புள்ளியாகும் . எனவே 
இப்புள்ளிக்கு மேலே வளைவரை அமைய முடியாது . 

4. x- ன் மதிப்பு குறைப்பக்கமாகவோ அல்லது மிகைப் 
பக்கமாகவோ முடிவிலியை அணுகும் போது -பூஜ்யத்தை 
அணுகும் . எனவே X- அச்சின் இரண்டு பக்கங்களும் வளை 
வரைக்குத் தொலைத்தொடுகோடுகளாக அமைந்துள்ளன என்று 
அறிகி றோம் . 


1 
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5. ( 1, + ). ( -1 , + ) . ( 2, + ) . ( -2 , 3 ) 


1 

1 
3 , 
e 

e 

என்ற புள்ளிகளைக் குறித்துக் கொள் 
வதன் மூலம் , வரைபடத்தை எளிதாக வரையமுடியும் . 


இவ் வளைவரையை வரைவோமானால் , இதன் அமைப்பு : 
மணிவடிவத்தில் இருக்கும் ( Bell -Shaped ) என்பதைக் கண்டு 
கொள்ளலாம் . குறிப்பாக x = -2 , x = 2 என்ற இடைவெளியில் 
இந்த உருவம் தெளிவாகத் தெரியும் . 


குறிப்பு : 

இதுகாறும் வரைந்த நான்கு வளை வரைகளும் முடிவிலி வரை 
சென்ற போதிலும் , அவை ஒவ்வொன்றின் முக்கியமான பண்பு) 
களையும் வரைபடத்தில் குறிப்பிட்ட வரம்புக்குள்ளேயே எடுத்துக் 
காட்டமுடியும் . இதற்கு ஆதியையும் , அச்சுகளையும் , அளக்கப் 
படும் அலகையும் பொருத்தமான முறையில் எடுத்துக் கொள்ள 
வேண்டும் . தேவையானால் , X- அச்சின்மீதும் , Y- அச்சின் மீதும் 
தனித்தனியே தகுந்த அலகுகளை எடுத்துக்கொள்வது உண்டு . 


இ பிரிவு 
திரிகோண கணிதம் 

( Trigonometry ) 


1. கோண விகிதச் சமன்பாடுகள் 

( Trigonometrical equations ) 


1.1 . முன்னுரை 


9 என்பது 0 ° -க்கும் 360 ° -க்கும் இடையே அமைந்துள்ள 
( அதாவது 0 ° < g < 360 ° ) கோணம் எனில் , sing , cose , tang 
முதலிய கோண விகிதங்களின் வரையறைகளைப் பற்றி நாம் 
முன்பே படித்துள்ளோம் . இவ்விகிதங்களினால் அமைந்துள்ள 
சமன்பாடுகளைப் 

பற்றியும் , அச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் 
காணும் முறைகளைப் பற்றியும் இங்கு நாம் பார்ப்போம் . முதலில் 
குறிப்பிட்ட 

கோணவிகிதச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைப் 
பெறுவது எவ்வாறு என அறிந்த பின் , பொதுவான சமன்பாடு 
களின் தீர்வுகளைக் காணும் முறையை எடுத்துக்கொள்வோம் . 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளைக் கவனிக்கவும் . 

sin 0 = 


1 
2 


நமக்கு sin 30 ° = என்று தெரியும் . ஆகையால் இச் 
சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் 9 - ன் மிகக் குறைந்த மதிப்பு 30 ° 

என்று அறிகிறோம் . 


அதாவது 


* 


ஆனால் , sin 


= 


= sin 


1 

என்றும் . 
2 


( ச )" 
( ஈ - ஈ ) 

) - 
( 27 + * ) 

- ( - + ) ( Ex + 3 ) 


1 


sin 6 


sin 


* 


-ல 


என்றும் 


தெரியும் . 


ஆகையால் , 6 = (ஈ 

என்ற மதிப்பு 
களும் , எடுத்துக்கொண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாக அமை 
மேலும் 

இம்மதிப்புகள் ஒவ்வொன்றுடனும் 
அல்லது 27 - ன் மடங்குகளைக் கூட்டினாலும் , sin G- ன் மதிப்பு 


கின்றன 
. 


27 
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ஓர் அறிமுகம் 


எனவே , sin a = என்ற சமன் 


மாறாது என்றும் அறிவோம் . 
பாட்டிற்கு ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட பல தீர்வுகள் உண்டு எனத் 
தெரிகிறது . அவைகள் , 
0 = 

2x + 
6 6 

6 


. 


. 


* ) 
( 3 * - * ) , (4w + ; ) . 


என்ற எண்ணிலடங்கா மதிப்புகளாகும் . இவற்றைப் பொதுவாக , 


G = n * + ( -1) - - ( n = 0 , 1 , 2 , 3 .......... ) என்று 
குறிப்பிடுவது வழக்கமாகும் . இதைச் சமன்பாட்டின் பொதுத் 
தீர்வு என்கிறோம் . 


! 


1 
( 2 ) cos 8 

2 
இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் 8 - ன் மிகக் குறைந்த மதிப்பு 

R 
45 ° அல்லது 

4 

என்று தெரியும் . 


ஆனால் , cos 


21 . 


= COS 


cos 7 


என்பதும் 


( 1 ) 
( 27 

25 + 7 ) 


COS 


m 
= Cos 

4 


. 


உண்மை 


என்பதும் 


யாதலின் , முன்போலவே , 


21 + 


G = 

என்ற மதிப்புகளும் 
தீர்வுகளாக அமையும் என நிறுவலாம் . இவ்வாறு , 


( 25 - 7 ). ( 27 1 ) 
0 - 4. (25 - 4 ) . ( 2n + * ). (4x - 4 ) 

( 4r + + ) , 


அல்லது , 8 = 2n + ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ........ ) என்பன 

4 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 
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( 3 ) tan a = 3 
இங்கு 6 - ன் மிகக் குறைந்த மதிப்பு 60 அதாவது 


R 


( 5 ) 


என்பதாகும் . 


. 


* ) 


W 


ஆனால் tan ( 
* + 

= tan 

என்றும் , 

3 
tan 21+ 

* ) = tan * என்றும் இருக்குமாதலால் , 
G 

என்பன 
2 
3 

கொடுக் 
கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 
= 

21 + 

* 
3 

3 
( 
4n + 

என்பன . 
3 

3 
அதாவது , 9 = m + * m = 0,1,2,3 , ... 

தீர்வுகளாக 
பொதுத் 

அமையும் 

கண்டு 
கொள்ளலாம் . 


( 3 + 


.. 


| . 


என்று 


என்பன 


1.2 . தீர்வு காண்க 

sin 9 = k ( இங்கு k என்பது எண்ணளவில் ஒன்றைவிடக் 
குறைவாக உள்ள ஒரு மாறிலியாகும் ) . 


கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 
sino = k 

என்பதாகும் . 


இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் 9 - ன் மிகக் குறைந்த 
மதிப்பை எனக் கொள்வோம் . 


ஃ 


sin d = k என்பது உண்மையாகும் .. 
i.e. 

g = d என்பது ஒரு தீர்வாகும் . 
ஆனால் , sin ( r - d ) = sin d என்பதால் , ( -d ) எனும் 
மதிப்பும் சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாகும் . 
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இதேபோன்று , sin ( 2n + d ) = sin d , என்றமைவதால் , 
( 2n + c ) - ம் ஒரு தீர்வாகும் . இவ்வாறு d என்பது ஒரு தீர் 
வானால் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் அனைத்துத் தீர்வுகளும் 
பின் வருமாறு அமையும் . 


அதா வது , g = d , ( * - d ) , ( 2n + d ) , ( 3m - d ) . 
( 43 + c ) , 

என்பனவாகும் . 
i.e. 8 = nn + (-1) ^ al . ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ... ... ... ... ) 
என்பதாகும் . 


1.3 தீர்வு காண்க 

cos e = k , ( Tk | < 1 ) 
இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் 9 - ன் குறைந்த மதிப்பு 
d என்றிருக்கட்டும் . பின் , 

cos d = k என்றாகும் . 
ஆனால் , cos ( 27 d ) = cos d என்பதும் , 


cos ( 21 + du ) = cos d என்பதும் உண்மையாதலின் , 
எனும் மதிப்பு சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாக இருக்குமானால் , 
( 21 - ) 
al ) ( 2n + d ) என்பனவும் 

என்பனவும் தீர்வுகளாக அமையும் . 
இவ்வாறு , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் அனைத்துத் தீர்வு 
களும் பின் வருமாறு அமையும் . 
அதாவது , 

d , ( 27 - d ) , ( 21 + d ) , ( 4n - d ) , ( 47 + d ) , ........ 
என்பனவாகும் . 
அதாவது , 
9 = 27 = d . ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , 

......... 
என்பவையாகும் . 


1.4 . தீர்வு காண்க 

tang = k 
d என்பது இச்சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும் மிகச்சிறிய 
கோணமாக இருக்கட்டும் . ஆகையால் , 

tan d = k என்றிருக்கவேண்டும் 
ஆனால் , tan ( x + d ) = tan d , 
tan ( 27 + d ) = tan d 

என்பன உண்மை 

என்று 
தெரியும் . 
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எனவே , d என்பது ஒரு தீர்வானால் , ( * + d ) , ( 2n + d ) 
என்ற 

மதிப்புகளும் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களாகும் . இவ்வாறு , 

8 = d ( r + d ) , ( 27 + d ) , ( 3x + d ) , ( 47 + ) , .......... 
என்பன . 


அதாவது , 

= . 

nr + d , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ............... ) 

என்பன இச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் . 
குறிப்பு : 

1 1 

1 
( i ) cosece 

seco 
cG = 

cot G = 
sin 0 cOS 

tane 
என்பது 

உண்மையாதலின் , cosec g = k , seca = k 
cot 9 = ks rki , k ,, kg என்பன மாறிலிகள் ) என்ற சமன்பாடு 
களின் தீர்வுகளும் முறையே , 

9 = 

= n + - 1 ) " d , 9 = ( 2nm + d ) , 0 = ( mm + d ) 
என்ற அமைப்பிலேயே இருக்கும் என்பதை அறியவும் . 

( ii ) மேலே பார்த்த சமன்பாடுகளில் , 9 - ன் மிகக் குறைந்த 
மதிப்பாகிய d என்பது , 9 - ன் தலையான மதிப்பு ( principal 
value ) எனப்படும் . பொதுவாக , 

- * < d < * என்ற இடைவெளியில் அமையும் மதிப்புகள் 
அனைத்தும் தலையாய மதிப்புகளாகும் . 


1.5 . சமன்பாடுகள் 

இனி , மேலே பார்த்த முடிவுகளைப் பயன்படுத்தி ஒரு சில 
எடுத்துக் காட்டுகளை விளக்குவோம் . இவற்றை நான்கு வகை 
களாகப் பிரித்துள்ளோம் . 
வகை 1 . கோணவிகிதப் பெருக்கல் விதியைப் பயன்படுத்தவல்ல 

சமன்பாடுகள் . 
1 , பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் கண்டுபிடி . 

( i ) sin a + sin 28 = sin 38 

( il ) cos 3x cos 4x = cos 5x - cos 6x 
தீர்வு : 

sine + sin 26 sin 80 
i.e. sin a + sin 20 - sin € 9 = 0 
i.e. sin ) - ( sin 30 - sin 22 ) 

20 = 0 


3 


4428 
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i.e. 


COS 


= 


2 COS 


5a 8 

sin 
2 


O 


|| 


i.e. 


2 sin 


2 ( cos : 


COS 


O 


- 


i.e. sine - ( 2 cos 

- ( 2 cos ( 39 - 28 ) sin ( 29 - 29 )] - 0 
( 2 sin g 

2 ) 

2 ) - 
2 sing 
? ( 2 sing 
- ( 2 + 2 ) 

102 - 3 )] 
4 sin g sin 
sin , 

0 , அல்லது sing 


i.e. 


= 0 


sin 
39 

sin a = 0 


i.e. 


0 


= 0 , sin a = 0 , அல்லது sin 
என்றிருக்க வேண்டும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 


( அ ) sin 


= 0 


a 
.. -ன் தலையாய மதிப்பாகிய , d = 0 என்று தெரிகிறது . 

2 
எனவே , இச்சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு பின் வருமாறு , 


2 


= na + ( - 1 ) rd 


i.e. 8 


= nr + 0 

2ns , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , .......... ) 


( ஆ ) இதே போல sin a = 0 எனும் சமன்பாட்டின் 
பொதுத் தீர்வு , 
9 = na என்றும் , 


( இ ) sin 


39 

= 0 என்ற சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு , 


19o 


3 

9 = n * , அல்லது 
2 
2 

n * என்றும் பெறலாம் . 
3 
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( ii ) cos 33 


cos 4x = cos 5x 

- 


cos 6 


i.e. 


i.e. 


x 
2 sin 

2 


sin 


7x 
2 


sin 


e sin 7 sin , = 2 sin 12 sin , 

( 1 ) 

[ 60s Pg sins ) - 

-4 sin * sin x cos 
ஆகையால் , sin > = 0 , sin x = 0 , அல்லது cos 


* 


i.e. 


- 2sin 


2 cos 


= 0 


2 


9x 


i.e. 


= 0 


2 


9x 
2 


என்றறியலாம் . 


( அ ) sin _ = 0 எனில் , 


x = 2nx என்றும் , 


* = nm 


என்றும் முன்போல . 


( ஆ ) sin x = 0 எனில் ,, 

நிறுவலாம் . 


klou 


2 


9x 
( இ ) cos 

= 0 எனில் , தலையாய மதிப்பு , d = 
2 
என்று தெரியும் . 
பொதுத் தீர்வு , பின்வருமாறு அமையும் . 


9x 


i.e .: 


2nm + 


을 ( * ) 
i.E. x- - ( 2 # * * * ) 
( 

* ( n = 


i.e.x = 


( 4n n + ஈ ) 


( 4n + 1 ) 


1 ) 9 


* , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ............... ) 


வகை 2 . 

cos x ( அல்லது sin x ) - ல் அமையும் இருபடிச் சமன்பாடாக 
மாற்றவல்ல சமன்பாடுகள் . 
2. கீழ்காணும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும் . 

( i ) 3 cos 2x + sin x = 2 
( ii ) 2 sin x + 3 cos x = 3 
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* 


தீர்வு : 
( i ) 3 cos 2x + sin x = 2 

i.e. 3 ( 1 - 2sin x ) + sin x = 2 
i.e. --6 sin2 x + sin x + 1 = 0 
i.e. 6sin x 

- 1 = 0 
i.e. 6sin x 3 sin x + 2 sin x - 1 = 0 
i.e. 3 sins ( 2 sin x - 1 ) + ( 2 sin x 

1 ) = 0 
i.e. ( 2 sin x - 1 ) ( 3 sin x + 1 ) = 0 


sin x 


ஃ 


2 sin x - 1 = 0 , அல்லது 3 sin x + 1 = 0 
1 

1 
i.e. sin x = 
2 அல்லது sin x = 

3 


2 


7 


அ ) 


sin x = 


* 
தலையாய மதிப்பு , d = 30 ° , அல்லது ( 5 ) 


R 


எனவே , சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு , 


0 = mm + ( -1 ) " " ( n = 0,1,2,3 , ... ) என்பதாகும் . 


sin x = 


x = w + (- 1) ( 1980 


1 

எனில் , d = - 19 ° 18 என்றுபெறலாம் . 
3 

- 193 

ஈ , ( n = 0,1,2,3 , ........ ) 


ஃ . 


i.e. x = nr + ( - 1 ) n + 1 


193 
1800 


* 


என்பது பொதுத் 


தீர்வாகும் . 


( ii ) 2 sin x + 3 cos x = 3 

i.e. 2 ( 1 - cos x ) + 3 cos X - 3 = 0 
i.e. 2 cos x + 3 cos X - 1 = 0 
i.e. 2 cosex - 3 cosx + 1 = 0 
i.. ( 2 cosx – 1 ) ( cosx - 1 ) = 0 
.. 2 cosx - 1 = 0 , அல்லது cosx - 1 = 0 

1 
i.e. cosx = 

2 


+ , அல்லது cosx = 1 


V 
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1 


( 9 ) cosx 


-- 


எனில் , d 


, 


என்றாகும் . 


3 


எனவே , சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு , 


( 2017 


2nx + 

3 


* ) 


என்பதாகும் . 


( இங்கு n = 0 , , 2 , 3 , ......... ) 
( ஆ ) cosx = 1 என்றால் , d = 0 என்று தெரியும் . 

ஆகையால் , x = 2ns , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ............ ) 
என்பது பொதுத்தீர்வாகும் . 


வகை 3 . 

a , b , c என்பன ஏதேனும் 3 மெய்யெண்கள் எனில் , 
a cos 0 + b sin 9 = c என்ற அமைப்பிலுள்ள சமன் 

பாடுகள் : 
இத்தகைய சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்பதற்கு மூன்று 
வெவ்வேறு வழிகள் உள்ளன . அவற்றுள் ஒன்றைத்தான் வகை 
2 - ல் பயன்படுத்தியுள்ளோம் . ஏனைய இரண்டு முறைகளையும் 
பின்வரும் இரண்டு எடுத்துக் காட்டுகளில் கையாளப்பட்டுள்ள 
தைக் கவனிக்கவும் . 
3 . பின் வருவனவற்றின் தீர்வு காண்க : 

( i ) 4 sin x - 3 cos x = 1 

( ii ) 2 sin x + 3 cos x = 1 
தீர்வு : 
( i ) 4 sin x 
4 sin x - 3 cos x == 1 

( 1 ) 
இங்கு cos x- ன் குணகத்தை a என்றும் , sin x- ன் குணகத்தை 
b என்றும் குறிப்பிடுவோமானால் , 

3 , b = 4 என்று தெரிகிறது . 
ஃ . 

a + b = 9 + 18 
i.e. 

ſa² + b 
ப்பொழுது சமன்பாட்டின் இரு புறமும் ( a + b -ஆல் 
4 

1 
வகுத்தால் , 

என்று கிடைக்கும் . 
5 


... 


a 


= 25 


+ b = 5 


sin x 


COS X - 


5 


4 
இதில் , sin e = 

5 
..பின்வருமாறு மாற்றமடையும் . 


cose = 

= 


3 
5 


என்றிட , சமன்பாடு ( 1 ) 


என்பதால் , 8 = 53 ° 8 
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1 
அதாவது , sin asin x - cos a cos X = 

5 

1 
i.e. cos ( x + G ) = 

51 


i.c. cos ( x + 2 ) 


- 0.2 


( 2 ) 


இப்பொழுது , மடக்கை அட்டவணையிலிருந்து , ( x + 9 ) - ன் 
தலையாய மதிப்பு , d = 101 ° 33 என்று கண்டுகொள்ளலாம் . 


ஆகையால் , சமன்பாடு ( 2 ) -ன் பொதுத் தீர்வு , 


x + 9 = n x 360 ° + 101 ° 33 என்பதாகும் . 


மேலும் , cos g 


3 
5 


sin 0 = 


5 


என்று காணலாம் . 


எனவே , x + 538 = n x 360 ° = 101 ° 33 என்பது 
பொதுத் தீர்வாகும் . 


அதாவது , 

[ ( nx360 ° = 101 ° 33 ) - 53 ° 8 ] , ( n = 0 , 1 , 2 ,......... ) 
ஆதாவது , x = ( n x 360 ° + 48 ° 25 ) 
மற்றும் , 

( n x 360 ° - 154 ° 41 ) 


} 


( ii ) 3 cos x + 2 sin x = 1 


( 1 ) 


.. 


இச்சமன் பாட்டில் t = tan 


X 


2 


என்று பிரதியிடுவோம் . 


இப்பொழுது , cos x = 


1 + 12 


sin x = 


( + ) என்ன 


தெரியும் . 
ஃ சமன்பாடு ( 1 ) கீழ்க்காணும் அமைப்பை ஏற்கும் . 
1 t2 

21 
3 
1 + t2 

1 
1 + t ? 


i.e. 3 ( 1 - 1 ) + 4t = 1 + 12 
i e . 

--412 + 4t + 2 = 0 
i e . - 2 ( 2t2 - 2t - 1 ) = 0 
i.e. 212 

212 -- 21 - 1 = 0 


( 2 ) 


வ 
. 
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2 + 4- 4.2 - 1 ) 

2.2 


== 


( + 1 ) 
( 12 ) 
= ( ) 
இவ்வாது, 1- (1+3), 1 = ( - ) என்பன 

! - ( + s ) எனில் , tan * - 


சமன்பாடு ( 2 ) -ன் தீர்வுகளாகும் . 


1 + 1.732 

2 


( அ ) 


1.366 . 


ஃ தலையாய மதிப்பு , 4 = 53 ° 47 என்று கிடைக்கும் . 


எனவே , பொதுத் தீர்வு ( 2 ) 


= mr + dl 


= n x 180 ° + 53 ° 47 
i.e. x = n x 360 ° + 107 ° 34 என்பதாகும் . 
-S 

1- 1.732 
( ஆ ) 1 = 

என்றால் , tan 2 
2 

= - 0.366 . 
ஆகையால் , dl 20 ° 7 
எனவே பொதுத் தீர்வு , 


( - ) 


K 


i.e. 


= 1 X 180 ° + ( - 2007 ) 
2 
x = ( n x 360 ° - 40 ° 14 ) என்பதாகும் . 

( 1 ) -ன் பொதுத் தீர்வுகள் பின் 


இவ்வாறு , சமன்பாடு 


வருமாறு . 


x = nX 360 ° + 107 ° 14 
x = nx 360 ° - 40 ° 14 


} ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ...... ) 


வகை 4 . 


பல இன அமைப்புச் சமன்பாடுகள் 
இங்கு காணவிருக்கும் சமன்பாடுகள் ஒவ்வொன்றும் தனித் 
தனி அமைப்பில் இருக்கும் ( அதாவது , இதுவரை பார்த்த மூன்று 

க.ஓ . அ . - 28 
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வகைகளிலும் அமையாதனவாகும் ) . எனவே , இவற்றின் தீர்வு 
காண எந்த ஒரு பொதுவழியும் இல்லையாதலின் , தனிச் சமன் 
பாட்டின் அமைப்பைப் பொருத்துத் தீர்வுகாணும் முறையைத் 
தீர்மானிக்க வேண்டும் என்பதை அறியவும் . 


4. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க . 


* 


( i ) tan x + tan 2x + tan 2x tan x = 1 . 
( ii ) tan A 

: = 

cot 2A 
( iii ) coscc 9 = 1 + cot a 
( iv ) cot 9 + tan g = 2 cosec g . 


தீர்வு : 
( i ) tan x + tan 2x + tan 2x tan x = 1 

i.e. ( tan 2x + tan x ) = ( 1 – tan 2x tan x ) 
i.c. 

( tan 2x + tan x ) 
( 1 tan 2x tan x ) 


i.e. 


tan ( 2x + x ) = 1 


i.e. 


tan 3x 


.. 


தலையாய மதிப்பு , d ! 


4 


எனவே , சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு , 


3x = 


- (1 + + ) என்பதாகும் . 

+ (n ++ ) 


i.e. 


x 


4n + 1 

12 


1 , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ............ ) 


( ii ) tan A = 


- cot 2 A 


10 
. 


... ( 1 ) 


ie . tan A = 


- 1 
tan2 A 


ie . tan2A tan A 1 
i.e. 1+ tan 2A tan A = 0 


.. 


... ( 2 ) 
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ஆனால் , tan ( 2A - A ) 


tan 2A - tan A 
1+ tan2 A tan A 


என்று தெரியும் . 


ஆகையால் , சமன்பாடு ( 2 ) - லிருந்து , 
tan ( 2A - A ) 

என்று கிடைக்கும் . 
i.e. tan A 


88 


* தலையாய மதிப்பு , d = 


21 


எனவே பொதுத் தீர்வு , 


A = 


na + 


என்று அறிகிறோம் . 


2 


i.e. A = ( 2n + 1 ) 


( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ......... ) 


A = ( 2n + 1 ) . 
( iii ) coseca = ( 1 + cot o ) 


... ( 1 ) 


9 


சமன்பாடு ( 1 ) -ல் , 1 = tan 


என்றிடுவோம் . 


2 


ஆகையால் , cuseco 


1 
SiLG 


( + 
* ) = ( * ) 


1 


1 


என்றும் , cote 


= 


ta . 


21 
1- 12 


( E ) 


என்றும் தெரியும் . 


ஃ . 


சமன்பாடு ( 1 ) பின் வருமாறு அமையும் . 
1 + 12 

1-13 
i.e. 

2t 


1 + 


( 2 ) 


21 + 1 - 1 


i.e. 1 + 12 = 2t + 1 - t * 
i.e. 212 - 20 = 0 

i.e. 2t ( t - 1 ) = 0 
ஃ t = 0 , அல்லது t = 1 என்று அறிகிறோம் . 
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( அ ) t = 0 எனில் , tan 


9 
2 


== 


0 என்றாகும் . 


: பொதுத் தீர்வு , 


வல 


= n r என்பதாகும் . 


அதாவது , 0 = ( 2nT ) , ( n = 0 , 1 , 2 , .. 


) 


( ஆ ) t = 1 எனில் , tan 

9 
2 


1 என்றாகும் . 


இச்சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு , . 


= 


n * + 


* 

சு ) 


என்று கண்டுகொள்ளலாம் . 


S 


21 * + 


அதாவது , 9 

0 = ( ) 
( n = 0 , 1 , 2 , .......... ) 
எனவே , தேவையான பொதுத் தீர்வு , இவை இரண்டுமேயாகும் . 


+2 


. 


( iv ) cos O + tan e = 2 cosec e 


i.e. 


cos o 

+ 
Sing ) 


sin 
cosa 


2 
sine 


i.e. 


( cosia + sin e ) 

SID I cos O 


ខ 
sin 


1 

2 
i.e. 

sin a cos G sina 
i.e. 2 sin a cos O 

= sing 
i.e. 2 sin a cos G - sin a = 0 
i.e. sin 9 ( 2 cos O - 1 ) 

0 
sin o = 0 , அல்லது 

( 2 cosa - 1 ) = 0 
பெறலாம் , 


. 


என்று 


( அ ) sing = 0 என்ற சமன்பாட்டின் 

9 = n r என்று அறியவும் . 


பொதுத்தீர்வு . 


( ஆ ) 2 cos 9-1 = 0 எனில் , cos 9 


- 


1 


என்றாகும் . 


இங்கு தலையாய மதிப்பு , 


* என்பதாகும் . 
. 
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எனவே பொதுத் தீர்வு , 


9 


என்று அறிகிறோம் . 


(211 4 3 )) 
i.e. o = 

( * ) 


எனவே . கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாவன : 
( i ) 9 = n T , 


( ii ) 9 = 


( 6n + 1 ) * , ( n = 0 , 1 , 2 , 8 


........................ ) 


என்பனவாகும் . 


பயிற்சி 
கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் 


காண்க . 


= 0 . 


1. sin 59 + sin a = sin 38 . 
2. sin 49 - sin 20 = sin 6a . 

sin a + sin 20 + sin 39 + sin Ea = 0 . 
4. cos 20 + cos 20 + cos G = 0 . 
5 , sin a + sin 90 + sin 58 = 
6. sin 28 - sin a = cos 29 - cos G. 

cos 2x + 5 cos x = 2 . 
8. 2 cos 3x + 8 cos x + 1 = 0 . 

1 
4 


9. cos x - sinx = 


10. sin x + cosec x = 2 


1 


11 . 


12 . 


18 . 


4 cos X - 3 sec x = 2 tanx 
5 sin x + 5 cos 2x = 1 

5 cos G + 12 sin a = 13 
14. sin a + 3 cos 0G = 1 
15. 2 sin a + 5 cos G 
18. 3 cos 9 + 4 sin a 

3 = 5 
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I 


17. 3 sin 0 + 4 cos 


2 


18. 2 cos 0 - 3 sin = 2 
19 . 5 cos 0 - 4 sin 0 = 6 
20. V 3 sin – cos 0 
21. 4 sin 0 + 3 cos 0 

3 
22. cos * x sin 3x + sin8 x cos 8x = 

4 


ܘܐ 


23. tan x + tan 2x + tan 3x = 0 
24. V 2 ( sin x + cos x ) = V3 
25 . sec x + cosec x = 2 V 2 


26 . 


2 V3 coto + cosec 0 = 2 


27 . 


V 3 ( tano + cot O ) = 4 


28 . 


cot x 


cosec 2x = 1 


29 . 1 – tan 0 = ( 1 - 3 tan O ) cos 0 
30. tan 0 + 4 cot + 1 = 0 
81 . cot - tan = 2 
32. 4 cot El = cot²0 - 

cotºn - tan²0 


விடைகள் 


) 


2. Orna , 


R 


3. 0 = 2n 

5 


1. Q =** ( **** ) 

( **** ) . ( 2 * + ) 

( * ) , ( 2n + 1)= 
( 21 * + 2 % ) . ( **** ) 
6. 0 = (n** 


2n + 


4. 0 


3 
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211 


+ 


ola 


3 


7. x = 


6. 0 = ana , ( 

( 2n*** ) 

= ( ana ) 
9. x = n * + ( - 1 )" 


8. x = 


212 + 2 


3 


9 . 


6 


10. X = na + ( - 1 ) " 6 


R 


11. x = nR + ( - 1 )" 10 


} 


12. X = nx 180 ° + ( -1 ) " 68 ° 26 , 

= nx180 ° + ( -1 ) " 25 ° 28 . 
13. O = nx 360 ° + 67 ° 23 


14. 0 = 2n1 , 


( + * + 2 ) 


15. 0 


= ( n X 150 – 68 ° 20 ) + ( -1 ) " 33 ° 35 
18. 0 = 3 x 860 + 58 ° 8 
17. 0 = n x860 45 ° 34 + 35 ° 52 


18. 0 = 2na , n x 960º = 50 ° 29 
19. 0 + 38 ° 40 = n x 360 ° + 20 ° 27 
n * 

- 
B 


21. 0 = n x 360 ° + 59° 8 + 101° 32 


22 . 


R 
X = n 

4 


8 


29. x = 


À + - ;" 
x = ( n + 1 ) , 11 X 180 ° = 35 ° 16 

( 2n « + + ) 


R 


24 . 


+ 


4 
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25. X = 


(en * + * ) ( + ) 


26. 0 = nx 880 ° ± 186985 


800 


자 


27. 0 = n 


" 


28 . 


x 


M 


+ 


8 


29 . 


0 = nx , n x 180 ° + 689 28 0 


" 


2 + ( -1) 

+ 중 
( ) 

( - ) 
180 ° + 68 ° 26 ) . (In 

( - ) 
0 = ( 

(int ) 


80.0 = ( n × 180 ° + 68 ° 28 ) , 


81 . 


N 


Blou 


10 


8 


82.0 


2. நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 

( Inverse Trigonometrical functions ) 


2.1 வரையறை 


sin e = x ரனில் , 9 என்பது ஒரு கோணம் என்றும் , sin a 
என்பது ஒரு எண் ( விகிதம் ) என்றும் நமக்குத் தெரியும் . மேலும் , 
இங்கு X எனும் எண் 0 என்ற கோணத்தின் சார்பாக உள்ளது 
என்பதும் நன்கு விளங்கும் . மாறாக , இத்தொடர்பிலிருந்து 9 - வை 
x- ன் சார்பாக எழுத முடியுமானால் , அச்சார்பை கொடுக்கப்பட்ட 
சார்பின் நேர்மாறுச் சார்பு என்று கூறுகிறோம் . 


பொதுவாக , y = f ( x ) எனும் ஒரு கொடுக்கப்பட்ட தொடர்பி 
லிருந்து , x- ஐ y- ன் சார்பாகப் பெற முடியுமானால் , அச்சார்பை 
y- ன் நேர்மாறுச் சார்பு என்றழைக்கிறோம் . இவ்வாறு பெறப்படும் 
சார்பை f - 1 ( y ) என்று குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . 


இதே முறையில் sin a = x எனும் தொடர்பிலிருந்து கிடைக் 
கப்பெறும் நேர்மாறுச் சார்பை 9 = sin - 1 x என்று குறிப்பிடுவர் . 
இங்கு , எந்த கோணத்தின் சைன் விகிதம் : - ஆக இருக்குமோ 
அக்கோணத்தைத்தான் sin - 18 எனும் குறியீடு குறிப்பிடும் 
என்பதை அறியவும் . ஆனால் sin a = x என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
ஒன்றுக்கு மேற்பட்டத் தீர்வுகள் உண்டு என்பதும் , அவை 
9 = n * + ( - 1 ) d , ( n = 0 , 1 , 2 , 3 , ...... ) என்ற தொடர் 
பினால் கிடைக்கப்பெறும் என்பதும் நாம் முன்பு அறிந்துள்ளோம் . 
ஆகையால் , sin - 1 x எனும் நேர்மாறு வட்டச்சார்பு பன்மதிப் 
புடையது என்பதும் ; அவை [ n T + ( -1 ) ^ sin - 1 x ) , ( n = 0 , 1 , 
2 , 8 , ...... ) என்பதும் நன்கு விளங் தம் . இங்கு [ n T + ( -1 ) 
sin x ) என்பது நேர்மாறுச் சார்பின் பொது மதிப்பு எனப்படும் . 
இதை sin - 1 x என்று குறிப்பிடுவதுண்டு , இவ்வாறு , sin - 1x 
= nr + ( - 1 ) r sin - 1 x , n = 0. 1 , 2 , 3 , ..... என்று அறியவும் . 
இதில் sin - 1 x என்பது நேர்மாறுச் சார்பின் , எண்ணளவில் மிகச் 
சிறிய மதிப்பைக் குறிப்பதாகும் . இம்மதிப்பு அச்சார்பின் 
தலையாய மதிப்பு எனப்படும் . 


1 


cosec - 1x sec - 1x cot - 1x முதலிய 
காட்டிய டோதிலும் , அவற்றின் பொது மதிப்புகளுக்கும் அவை 
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கணிதம் 

ஓர் அறிமுகம் 
இதே போன்று , cos - 1 x , tan - 18 முதலிய நேர்மாறுச் 
சார்புகளை வரையறுக்கலாம் . அவற்றின் பொது மதிப்புகள் பின் 
வருமாறு . 

cos = 2 n = cos - 1X ; tan - 18 = / IT + tan - 1x . 
இங்கு cos - 1 x , tan - 13 என்பன 

தலையாய மதிட்புகளைக் 
குறிப்பன வாகும் . 
குறிப்பு : 

( i ) sin- lx , tan - 18 ஆகிய நேர்மாறுச் சார்புகளின் தலையாய 
மதிப்புகள் 

) என் 

என்ற இடைவெளியிலும் , ccs - 13- ன் 
தலையாய மதிப்பு ( 0 , T ) என்ற 

இடைவெளியிலும் அமைந் 
திருக்கும் என்பதை அறியவும் . 

( ii ) இதே முறையில் 
நேர்மாறு வட்டச் சார்புகளையும் வரையறுக்க முடியும் . 

( iii ) இனி , சில அடிப்படை முடிவுகளை 
அவர்றைப் பயன்படுத்தி , எடுத்துக்காட்டுகள் 
நிரூபிக்க இருக்கிறோம் . மேலும் , கீழ்க்காணும் முடிவுகளை நேர் 
மாறுச் சார்பின் தகூயாய மதிப்புக்கு மட்டும் உண்மையனக் 


m 


T 


2 


2 


நிறுவிய பின் , 

சிலவற்றை 


உண்மையாகும் என்று அறியவும் . 


2.2 . அடிப்படை முடிவுகள் 

1. sin a = 3 எனில் , a = sin - 1x என்று வரையறுத்தோம். 
ஆகையால் , sin - 1 ( sin a ) = 0 என்றும் , 

sin ( sin - 1x ) = x என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 
இன்ன பிற நேர் மாறுச் சார்புகளுக்கும் இத்தகைய முடிவு 
களைப் பெறமுடியும் , 


. 


K 


2. sin a = x எனில் , cos G = 1 - x , tan a = 1 - x " 
என்று தெரியும் . 


எனவே , 


9 


sin - lx = cos - 1 ( 1- x2 = tan 


---( - ) 


என்பது உண்மையாகும் . 
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நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 


இதேபோன்று , 


( - + - ) 


0 = cosec - 1 


= sec - 1 


( - ) 

( 


1- x 


= cot - 1 


என்று அறியவும் . 


3. sing = x என்றால் , x = cos 

x 


ஈ - 9 
2 


என்று எழுதலாம் . 


( - ) 


என்று 


ஆகையால் , sin - 1 x = 0 எனில் , cos -1x = 
கிடைக்கும் . 


* 


என்று அறிகிறோம் . 


அதாவது , sin - lx + cos - 1x = 


2 


இதேபோன்று , tan - lx + cot - lx = என்றும் , 

2 


sec - 1.x + cosec - 1x 


2 


என்றும் கண்டு கொள்ளலாம் . 


23 . 


நேர்மாறுக் சார்புகளுக்கிடையே உள்ள தொடர்புகள் 

1. sin - lx + sin - 1y = sin - 1 [ x 11 - ye + y 11 - x ] 
நிரூபணம் 

sin - x = d என்றும் , sin- ly = நி என்றும் கொள்வோம் . 
ஆகையால் , sin d = x , sins = y என்று கிடைக்கும் ,, 

ஆனால் , sin ( a + B ) = sin d cos p + cos d sin நீஎன்று : 
தெரியும் . 
i.e. sin ( d + B ) = sind I - sin B + sinBN 1 - sined 

01 - y + y 11-13 
* c + B 

sin - 1 [ x 11 - y + y 11 - x2) 
i.e. sin - 1 x + sin - 1 y = sin - 1 [ x { 1 - y + 1 - x ) 

2. cos - 1 x + cos - 1 y = cos - 1 [ xy - v1-2 V1 - y ] 
நிரூபணம் 
cos - 1 x = d என்றும் , cos - 1 y = B என்றும் குறிப்பிடு 

X , cos B = ) என்றாகும் . 


வோம் . 


பின் , cos 4 
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கணிதம் ஓர் - அறிமுகம் 


ஆனால் , 
cos ( d + B ) = cos d cos B - sin d sin B 

= cos dl cos B- 1 - cos A. 1 - cos B 

11-2 . 11 - y 
ஆகையால் , 

d + 3 = cos - 1 [ xy - ( 1-2 ( 1 - y ] 


= xy 


2 


அதாவது , 
cos - 1x + cos - ly = cos- " [xy - 11 - x " > 11 - y ] 

x + y 
3. tan - 1x + tan - 1y = tan - 1 ( 

1 

xy 
நிரூபணம் 

tan - 1x = d , tan - ly = B என்க . 
.. tan d = x , tan B = y என்று தெரிகிறது . 
இப்பொழுது , 


tan d + tan B 
tan ( d + B ) = 

1 - tand tans 
x + ) 


1 - xy 


ஆகையால் , 


d + B = tan - 1 


அதாவது , 


[ + ) 
[ 3 ] 


tan - lx + tan - 1y = tan - 1 


குறிப்பு : 

( i ) இம்முடிவை விரித்துப் பின்வருமாறு எழுதமுடியும் . 
tan - 1x +tan - 1y + tan - 1z = tan - 1 

x + y + z - xvz 
1 - 

- xy - jz - Zx 


[ 


] 


பின்வரும் 


( ii ) மேலே பார்த்த முடிவுகளைப் போன்று , 
தொடர்புகளையும் நிறுவ முடியும் என்பதை அறியவும் . 
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4. sin - 1x - sin - ly = sin - 1 [ x 11 - y - y / 1 - x ] 
5. cos- 1x - cos- 1y = cos - 1 [ xy + 01 - x 11 - y ] 
6. tan - ix - tan -- y = tan - 1 ( 


x - y 
+ xy 


7. 2 sin - 13 = sin - 1 [ 2 : 1- x ] 
2 cos -lx = cos - 1 [ 2x3 - 1 ] 

2x 
9. 2 tan - 1x = tan - 1 

1 - 3 


8 
. 


( 


] 


8 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. பின்வரும் தொடர்புகள் உண்மை என்று காட்டுக 


( i ) cos - 1 


+ cos - 1 


= cos - 1 


1 


( ii ) 2 tan - 1 


( 4 ) 
( 4 ) 
( 3 ) 


+ sin - 1 


(19 
( 1 ) 
( 4 ) 


== cosec - 1 


(8 ) 

(123 ) 
tan- ( 

( - ) 


1 


( iii ) tan - 1 


+ tan 


+ tan - 1 


+ tan - 1 


( 4 ) - ; 


தீர்வு : 


( i ) cos - 1 


( 4 ) = d, cos ( 13 ) -B. 


Cos - 1 


33 
65 


Y என்க . 


12 


பின் , 


4 . 
5 


Cosa = 


cos B = 


33 
65 


cos Y = 


13 


என்றாகும் . 


எனவே நாம் நிறுவவேண்டியது , 

d + B = Y என்று மாறும் . 
ஃ . cos ( a + B ) = cos Y 


. 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இப்பொழுது , cos ( a + B ) = cos d cos B - sin d sin B 
என்பது தெரியும் . 
ஆனால் , 

15 3 
sind = 1 - cos 

1 

25 5 


2 


M 
M1 


அ 


sin B = 11 - cos : B 


144 
169 


13 


12 


cos ( 4 + B ) 


- 


513 


3 5 
5 * 13 


48 - 15 

65 


33 
65 

= cosy 


i.e. cosdl + B ) = cos Y. 
என்பது விளக்கும் . 


இதுதான் தொடர்பு ( 1 ) 


( ii ) tan - 1 


( 3 ) = 


= al , sin - 1 


= 8 . 


cosec -1 


( 4 ) 

( 17 ) 
3 , cosec Y = 


= Y என்க . 


tan d = 4 . 


sin ß 


= 


125 
117 


என்று 


கிடைக்கும் . 


இப்பொழுது , cos B = 


M 


1 


16 
25 


3 
5 


என்றும் , 


4 


எனவே , tan B 


sia B 
cus B 


என்றும் தெரிகிறது . 


31 


மேலும் , 


1 


sin ya 


117 
125 


என்பதால் , 


cosec Y 


2 


cosY = 


M 

( 


11 
125 


5 ) 


125 என்று கிடைக்கும் . 


117 


ஃ 


tan Y = 


44 
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இங்கு , 2d + B = Y என்று நிறுவ வேண்டும் . 
அதாவது , 2 d = Y - B 
அதாவது , tan ( 2al ) = tan ( Y - B ) 

( 1 ) 


... 


... 


இப்பொழுது , tan 2d = 


2 tan all 
( 1 - tand ) 


1 


2 . 


7 


== 


24 


1 


1 
49 


போன்று , tan ( Y - B ) = (festants ) 

( 4 ) 


117 
44 


7 


3 


4 


2+ 


117 
1 + 

44 ) 


எனவே , தொடர்பு ( 1 ) உண்மை என்று தெரிகிறது . 


( iii ) tan - 1 


= d எனில் , tand = 


1 
3 


என்றும் , 


tan - 1 


1 
5 


என்றும் , 


( 1 ) 
( 3 ) = B எனில் , 

B எனில் , tan s = - 
( 1 ) 
( 4 ) 


tan - 1 


= Y எனில் , tan y 


1 
7 


를 


என்றும் , 


tan_1 


= 8 எனில் , tan & = 


-- 


11 
8 


என்றும் 


அறிகிறோம் . 


இப்பொழுது நிறுவ வேண்டியது , 


a + B + Y + 3 = 


8 
4 


என்று மாற்றமடையும் . 


* 


அதாவது , tan ( a + B + Y + 8 ) = tan 

4 
i.e. tan [ ( a + B ) + ( Y + 8 ) ] = 1 
i.e. 

tan ( a + B ) + tan ( Y + 8 ) 
1 - tan ( d + B ) tan ( Y + 8 ) 


1 


.. 


( 1 ) 


| 


448 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


ஆனால் , 


tan ( d + B ) 


tan c + tan B 
1-tan d tan B 


+ 


1 
5 


3 


= 


4 
7 


1 


1 


1 
5 


என்றும் 

3 
இதேபோன்று , tan ( Y + 8 ) = என்றும் கண்டுகொள்ளலாம் . 

11 

3 
- + 111 

65 
ஃ ( 1 ) -ன் இடது பக்கம் = 

4 " 3 65 

11 


== 


= வலது பக்கம் . 


2 . 


tan - 1 


( +3 ) + tar- (1+ ) 


tan - 1 


( 1 +* ) 


0 


என்று நிறுவுக . 


தீர்வு : 


இப்பொழுது , tan - 1 


x - y ) 


= ( tan - ix - tar - 1y ) 


1 + xy 


என்று தெரியும் . 


இதேபோல , tan - 1 


(I + ) - (tar - ty - ar - 12 ) 
( +2 ) = ( tan - s - tan - x ) 


tan - 1 


இவற்றைக் கூட்ட , 


tan - 1 


( - + 3 ) + tan-" (I +3 )+an-"( i + 2 ) 


(tan - 1 x - tan - ly ) + (tan - y - tan -1z ) + (tan - 1z - tan -1x ) 
= O 


8 . 


என்றால் x + y +2 


tan - 1 + tan - 1y + tan - 12 = * 
= x y z என்று நிரூபி . 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 
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தீர்வு : 

tan - 1 x = d , tan - 1 y = B , tan -1z = Y என்று 
எடுத்துக்கொள்வோம் . பின் , tan d = x ,, tan B = y , tan Y = Z 
என்று கிடைக்கும் . 


எனவே , கொடுக்கப்பட்டுள்ளத் தொடர்பு , 

d + B + Y = T என்று மாறும் . 
i.e , a + B = *T - Y 
tan ( a + B ) = tan ( r - 7 ) 

tan d + tan B 
i.e. 

--tany 
1 - tan d tan B 
i.e. tand + tan B - tany ( 1 tand tan B ) 

tany + tand tan B tang 
i.e. tand + tan B + tany = tand tan s tany 
i.e. x + y + z = xyz 

இதைப் பிறிதொரு முறையிலும் நிறுவலாம் . 
அதாவது , 

x + y + z –xyz 
tan- x + tan - 1 y + tan - 1 z = tan - 1 ( * 

xy - yz - zx 
என்று காட்டமுடியும் என்பதை முன்பேப் பார்த்துள்ளோம் . 


எனவே . tan - 1 x + tan - ly + tan1 z = * எனில் , 

x + y + z — x y z 
tan - 1 

= * என்றாகும் . 
1 - x y - y z - zx , 


) 


= tap x = 0 


i.e. 


x + y + z - x y z 
1 - xy - yz - zx 
x + y + 7 - x y z 


= 0 


பின்வருவனவற்றின் தீர்வுகளைக் காண்க . 
( i ) sin -lx - cos - 1x = sin - 1 ( 3x - 2 ) 


( ii ) sin - 1 


( 2 ) 


+ sin - 1 


( 1 ) - * 


( iii ) tan - 1 ( x - 1 ) + tan -1x + tan - 1 ( x + 1 ) = tan - 1 ( 3x ) 
க . ஓ . அ.- 29 


j.e. ( 1 - x ) [ 12x - 9x - 3 ] - 9x ( 1 - x ) = 0 
450 

கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 
தீர்வு : 

( i ) sin - 1x - cos - 1x = sin - 1 ( 3x - 2 ) 

sin - 1x = d , sin - 1 ( 3x- 2 ) = B , cos - 1x = 7 
என்க . 
sin d = x , sin B ( 3x - 2 ) , cos y = x 

என்று கிடைக்கும் . 
இப்பொழுது , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 

d - Y = B என்று மாற்றியமைக்கலாம் . 
i.e. - B = Y 

cos (d- B ) 
i.e. & 

cos cos B + sin ol sins = cos Y 
i.e. 11 - x . 11-( 3x - 2 ) + x ( 3x - 2 ) = x 
i.e. ( 1 - x ) [ 1- ( 3x - 2 ) 2 ] = x - x ( 3x- 2 ) 

= - 5x2 + 3x 

= 3x ( 1 - x ) 
( 1 - x ) [ 1- ( 3x- 2) 2 ] = [ 3x ( 1 - x]]" 
i.e. ( 1 - x ) [ 1- ( 9x2-12x + 4 ) ] = 9x ( 1 - x ) " 


ஃ 


= COS Y 


- 


i.e. ( 1 - x ) [ ( 1 + x ) ( 12x - 9x2 - 3 ) 


i.e. ( 1 - x ) ( -3 ) [ ( 1 + x ) ( 3x2 - 4x + 1 ) 


- 9x ( 1 - x ] ] = 0 
+ 3x ( 1 - x ] ] = 0 


i.e. ( - 3 ) ( 1 - x ) [ 23 - 3x + 1 ] = 0 
i.e. ( - 3 ) ( 1 - x ) ( 2x - 1 ) ( x - 1 ) 

( 1 – x ) = 0 , ( 2x - 1 ) = 0 , அல்லது 


( x- 1 ) = 0 என்றிருக்கும் . 


1 


i.e. x = 1 , 


, 1 என்று கிடைக்கும் . 


( ii ) sin - 1 


ឧ . 


( 2 ) + sir- " ( ! ) 
( இ ) --- ( 13 ) 


sin - 1 


al , sin - 1 


1 = 8 


என்று கொள்வோம் . 
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5 


12 


.. 


sin d = 


sinB 


|| 


x 


என்று கிடைக்கும் . 


இப்பொழுது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 


M 


c + B 


= 


என்றாகும் . 


i.e. 


출 
A = _ - 

( * - B ) ) 


.. 


cos d = cos 


= sin B 
i.e. 1 - sin a = sin B 
i.e. 1 - sin d = sin B 
i.e. 1 = sin d + sin B 

25 144 

+ 
* 

x 


|| 


2 


X 


169 
x3 


i.e. 


x2 = 


169 ; x = + 13 


ஆனால் x = 13 எனும் மிகைப் மதிப்புத்தான் 

தீர்வாகும் . 
( iii ) tan - 1 ( x - 1 ) + tan - 1 ( x ) + tan - 1 ( x + 1 ) = tan - 1 ( 33 ) 
i.e. tan - 1 ( x - 1 ) + tar - 1 x = tan - 1 3x 

tan - 1 ( x + 1 ) 
( x - 1 ) + x 
i.e. tan - 1 

1 x 
- ( x - 1 ) x 

3x - ( x + 1 ) 

1 + 3x ( x + 1 ) 
( 2x - 1 ) 
i.e.. tan - 1 

( 1 + x - 

( 2x - 1 ) 
1 + 3x + 3x " ) 


= tan - 1 


( 


( 


12 ) 


= tan- 1 


-) 
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II 


2 


2x - 1 

2x - 1 
1 + x - 

1 + 3x + 3x 
i.e. ( 2x - 1 ) [ ( 1 + 3x + 3x ) - ( 1 + x - x ] ] = 0 
i.e. ( 2x - 

- 1 ) [ 2x + 4x ] = 0 
i.e. ( 2x - 1 ) 2x ( 1 + 2x ) 


•: 


, 0 , அல்லது ( 


1 ) 


என்றாகும் . 


இவை மூன்று மதிப்புகளுமே தேவையானத் தீர்வு 
களாகும் . 


என்று 


பயிற்சி 
1. கீழே 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை உண்மை 
நிறுவுக . 

( i ) 3 sin - 1 x = sin - 1 ( 3x - 4x ) 
( ii ) 3 cos - 1x = cos - 1 ( 4x : - 3x ) 

3x x 
( iii ) 3 tan - 1 x = tan - 1 

1 

3x2 


2 . 


2 


பின் வருவனவற்றை நிரூபிக்கவும் . 

1 + 41 + x 
( i ) tan - 1 x = 
= 2cos -1 

2 + 1 + x 

2x 
( ii ) 2tan - 1 x = sin - 1 

1 + x2 


8 


( iii ) tan - lx + tan - 1 


( iv ) tan - 1 


+ tan - 1 


[ + 

(1 + ) = ; 
- ( 2 ) ( 4 ) -ar- ( 4 ) 

( ; ) 
(v) 2tan- ( ) + 

( % )+ tan ( + ) - 3 
( 1 )-an - ( - ) 

an " ( 1 ) - - 


+ tan - 1 


( vi ) 4tan - 1 


+ tan - 1 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 
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( vii ) 


2 tan 


( viii ) 


tan - 1 


3 


- ( ) - cot - ( ) 
( 75 % )+ tan ( * 3a ) - 
[Wató tan ( 7 ) ] 

[ 


( ix ) 


2tan - 1 


= cos - 1 


= 


b ta cos x 
a tb cos x 


3. கீழ்க் காணும் முடிவுகள் உண்மை எனக்காட்டுக . 

( i ) 


을 


2 


: 


( ii ) 


sin - 1 


tsin -1 


7 
25 


( iii ) 


253 
325 


cos - 1 


kle 


( iv ) 


cos- 1 


4 


+ 2tan - 1 


Esin -1 


sina ( 1 )+ sin ( 15 )+ sio ( ** ) 

( * ) + si ( 11 ) = sin ( 3 ) 
sin- G 

is 
( vio ) + sin ( ) 
( ** )+ ( 6 ) ( 8 ) 
( 1 ( - ) 

( 6) 
( 1 ) tar- (110 ) 
2 sin- ( 6 ) -sine( VG ) - 
( ix ) cot ( sin -- + ) -sin [tar-( 6 ) ] 


( v ) cos - 1 


12 


1 


cos -1 


( vi ) 


cos 


18 , tsin -2 


( vii ) 2 sin - 1 


( viii ) 


4. tan- x + tan - 1 y + tan - z = 

6T GOT60 , 

2 
xy + yz + zx = 1 TOI DEL . 
5. cos- 1 x + cos -1 y + cos - 2 z = 6T 60flou , 

x + y + zº + 2 x y z = 1 TOT DI SILO . 
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6. பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் காண்க . 


X 


7 


( i ) tap - 1 


1 
2 


:) 


+ tan - 1 


x + 1 
x + 2 


X 


( ii ) tan - 1 ( 2x ) + tan - 1 ( 3x ) : 


375 
4 


( iii) tan- ( x + 1 ) + tan- ( x - 1 ) = tan - 1 


2x 


( iv ) tan - 1 


+ cot - 1 


3 


:) 
( -1) 


( v ) tan - 1 


= tan - 1 


( A ) 
( **** ) 
( ) 

(2 - * + 7 ) 
( -) ( 6 ) 

( -) 
( * ) 

( 6 ) 


+ tan - 1 


( vi ) tan - 1 


1 


( 4 ) 


+ 2 tan 


+ tan - 1 


to tan - 1 


( vii ) tan - 1 


) 


+ 2 tan - 1 


tan - 1 


( viii ) sin- x + sin - 12x = 


cola 


( ix ) sin - 1 ( x ) + sin - ( 1 - x ) = cos 1x 


( x ) sip -1 


+ sin - ( x ) = tan- ( 1 ) 


( xi ) sin - 1 


( 9 ) 
( ) + sin ( 1 ) + sin -1 (03 ) - 
+ ) 

os- 
ex 


2 


1 


( xii ) cos - 2 


x + 


+ cos= ( x ) +- cos 


R 


3 


U 


klar 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 
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விடைகள் 


4 


1 


1 
6. ( i ) x = + 

V 2 


( ii ) x = 1 , 


1 
68 


( iii ) x = 


= 


( iv ) ~ = (2-78 ) 


( v ) x = a , ( al -a + 1 ) 
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( vi ) x 


( vii ) x = 2 ( viii ) x = 


3 
28 


6 


( ix ) X = 0 , 


2 를 


- VG 


( xi ) * = 4 


( xii) x = 0 . 


3. சிக்கலெண்கள் 
- (Complex numbers ) 


3.1 . 

வரையறை 
x , y என்பன ஏதேனும் இரண்டு மெய்யெண்களைக் குறிப்ப 
தாகவும் , i என்பது + 4-1 எனும் கற்பனை எண்ணைக் குறிப்ப 
தாகவும் கொள்வோமானால் , பின் ( x + iy ) என்பது ஒரு சிக்க 
லெண் அல்லது கலப்பு எண் என்று அழைக்கப்படும் . இந்த 
சிக்கலெண்ணை ( x , y ) என்று வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஒரு ஜோடி 
எண்களாலும் குறிப்பிடுவதுண்டு . 


| 


இங்கு Z = x + iy என்று எடுத்துக்கொண்டால் , x , y 
என்ற மெய்யெண்கள் , முறையே , Z எனும் சிக்கலெண்ணின் 
மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப்பகுதி என்று கூறப்படும் . 


மேலும் y = 0 என்றிருந்தால் , Z என்பது முற்றிலும் ஒரு 
மெய்யெண்ணாகவும் ; x = 0 எனில் , அது முற்றிலும் ஒரு கற்பனை 
எண்ணாகவும் 

இருக்கும் என்பதை 

அறியவும் . 
லெண்ணின் மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப்பகுதி இரண்டுமே பூஜ்யமாக 
இருந்தால்தான் , அந்த சிக்கலெண் பூஜ்யமாகும் என்று 
கூறுகிறோம் . 


ஒரு சிக்க 


3.2 . பண்புகள் 

1 . இரண்டு சிக்கலெண்கள் சமமாக இருந்தால் , அவற்றின் 
மெய்ப்பகுதிகள் சமமாகவும் கற்பனைப்பகுதிகள் சமமாகவும் 
இருத்தல் வேண்டும் . 

அதாவது x1 + iy1 = x + iy , என்றிருந்தால் , 
பின் , 

x1 = x ,, y1 = y , என்றிருக்கவேண்டும் . 
குறிப்பாக , x + iy = 0 என்றால் , x = 0 , y = 0 என்று 
அறியவும் . 

2. இரண்டு சிக்கலெண்களைக் கூட்டினாலும் , அல்லது 
ஒன்றிலிருந்து மற்றொன்றைக் கழித்தாலும் கிடைக்கப்பெறும் 
எண்களும் சிக்கலெண்களாகவே இருக்கும் . 


சிக்கலெண்கள் 
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இவ்வாறு , ( x + iyn ) + ( x , + iya ) = ( x + x ) + i ( y1 + ys ) 

( x1 + iy1 ) - ( x , + iya ) = ( x - x , ) + i ( y1 - y , ) 
என்பன சிக்கலெண்கள் என்பது நன்கு விளங்கும் . 


3 . 


Z = 


என்பது 


துணையிய சிக்கலெண்கள் : ( x + iy ) 
ஒரு கொடுக்கப்பட்ட சிக்கலெண் எனில் , பின் ( x - iy ) என்பது 
Z- ன் 

துணையிய சிக்கலெண் ( Conjugate complex number ) 
என்று கூறப்படும் . இதை Z. எனக் தறிப்பிடுவதுண்டு . இதே 
போன்று ( x + iy ) - ஐ ( x - iy ) - ன் 

துணையிய சிக்கலெண் 
என்றும் கூறுவதுண்டு . பொதுவாக , ஒரு சிக்கலெண் கொடுக்கப் 
படின் அதனுடைய துணையிய எண்ணைப்பெற , கொடுக்கப்பட்ட 
எண்ணில் i- க்குப் பதிலாக ( -i ) என் றிடவேண்டும் . 


இரண்டு துணையிய சிக்கலெண்களின் கூட்டுத் தொகை , 
பெருக்குத் தொகை ஆகியவை மெய் யெண்களாகவே இருக்கும் . 


அதாவது , Z = x + iy , Z = x - iy என்பன இரண்டு 
துணையிய சிக்கலெண்கள் என்றால் , Z + z = 2x . மற்றும் , 


Z.7 = ( x + iy ) ( x- iy ) 

= x - ( i y ) 

( x + y ) ( :: i = -1 ) 


= 


இவை இரண்டும் மெய்யெண்கள் என்பது நன்கு விளங்கும் . 
மேலும் , Z , Z என்பது ஒறு மிகை மெய்யெண் என்பதையும் 
அறியவும் . 


4. இரண்டு சிக்கலெண்களின் பெருக்குத் தொகை , ஈவுத் 
தொகை ஆகியவையும் சிக்கலெண்களாகவே இருக்கும் . 

Z1 = x + iyu , z , = x , + iy , என்பன கொடுக்கப்பட்ட 
இரண்டு சிக்கலெண்களாக இருக்கட்டும் . 

( x + iy 1) ( x , + iya ) 
( x | x , + i yiya ) + i ( x1 y + x y ) 
( x 1 x - yi ye ) + i ( x 1 y : + x , y ) 


ப 


பின் Z.Z , 


... 


Z. Z , - ன் மெய்ப்பகுதி = ( xy x , - y1 ye ) , 
கற்பனைப் பகுதி ( x y + x , y 1 ) என்று தெரிகிறது . 
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Z1 


இதேபோன்று , 


II 


Z 


( x + iv ) 
( x , + iy , ) 


9 


( x + iy :) ( x , - i , ) 
( x + iya ) ( x , - iy2 ) 
( x + x , - i’ y1y, ) + i ( x , y1 - Xy2) 

( x , 2 ) + ( y , ) 
( x1 x2 + yi y ) + i ( x , y ) = x ; y ) 

( 3 , + y ) 
(xx + y ) 

( x + y ) 
கற்பனைப் பகுதி 

( x , y1 - x1 y , ) 

என்று கிடைக் . 
( x + y ) 


= 


. 


Z1 -ன் மெய்ப் பகுதி 
Z , 


2 


கின்றன . 


3.3 . சிக்கல் எண்ணின் மட்டும் , வீச்சமும் ( Modulus and 

Amptitude of complex number ) 
1 . 

வரையறை : Z = x + iy என்பது ஒரு கொடுக்நப்பட்ட 
சிக்கலெண்ணாக இருக்கட்டும் . Z- ஐ r ( cos G + i sin a ) என்ற 
அமைப்பில் எழுதுவோமானால் , r என்பது Z- ன் மட்டு என்றும் , 
8 எனும் கோணம் வீச்சம் என்றும் கூறப்படும் . 


2 
. 


r , 9 ஆகியவற்றின் மதிப்பை x , y மூலம் காணுதல் 

Z = x + iy என்ற சிக்கலெண்ணின் மட்டு - என்றும் , 
வீச்சம் 8 என்றும் இருக்குமானால் , பின் 

Z = x + iy = r ( cos 9 + i sin e ) என்று தெரியும் . 


எனவே , மெய்ப்பகுதிகளையும் , கற்பனைப்பகுதிகளையும் தனித் 
தனியே சமப்படுத்த 


x = r cos g , y = r sin G என்று கிடைக்கும் . 
x + y = 1 ( cos 9 + sin 9 ) 


ஃ 


= 12.1 


i.e. 


( = = x2 + y . 


இங்கு r = + Vx2 + y * எனும் மிகை மதிப்பு தான் Z- ன் 
மட்டாகும் . 
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மேலும் , cos G = 
cose = * , sin a 

= - என்று தெரிகிறது . 


y 


i.e. 


cos o = ( x + y 


*** 


sin 0 = Vzty 


2 


இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளையும் ஒருங்கே நிறைவு செய்யும் 
e- ன் மதிப்புதான் Z- ன் வீச்சம் எனப்படும் . 


ஆனால் இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளுக்கும் ஒன்றுக்கு மேற் 
பட்ட தீர்வுகள் உண்டு என்பதை முன்பே பார்த்துள்ளோம் .. 
எனவே வீச்சம் 9 பன்மதிப்புடையது என்று அறிகிறோம் . இம் 
மதிப்புகளுள் , ( - ஈ , ஈ ) என்ற இடைவெளியில் அமையும் 
மதிப்பை , வீச்சத்தின் தலையாய மதிப்பு ( Principle va lue of 
amplitude ) என்று கூறுவர் . 


இவ்வாறு , எந்த ஒரு சிக்கலெண்ணின் மட்டு ஒரே ஒரு . 
மதிப்பை உடையது என்றும் , வீச்சம் பல மதிப்புகளை உடையது 
என்றும் தெரிகிறது . 


இ 


( 2 ) 


.. 


X 


= 


குறிப்பு : 

என் றும் , 

| z | 
2 எனும் சிக்கலெண்ணின் மட்டு / -ஐ 
வீச்சம் 8 - ஐ Arg z ( Argument 2 ) என்றும் குறிப்பிடுவதுண்டு . 

y 
| z = x + g3 arg . z = 0 = tan - 1 
என்றும் குறிப்பிடலாம் . 

y 
ஆனால் , cos GI = 

sine - 

எனும் 
x2 + y 

x + ye 
சமன்பாடுகளிலிருந்து , tan a * என்று கிடைத்தபோ திலும் , 

y 
9 - வைச் சுருக்கமாகக் குறிப்பிட , tan - 1 

எழுத 
லாமே தவிர ; முதலிரண்டு சமன்பாடுகளையும் ஒருங்கே நிறைவு 
செய்யும் 9 , ன் மதிப்பைத்தான் வீச்சம் என்று கொள்ளவேண்டும் . 
ஏனெனில் , tan a = 

y 

என்ற சமன்பாட்டை நிறைவு செய் 
யும் ஒவ்வொரு மதிப்பும் , முதலிரண்டு சமன்பாடுகளையும் ஒருங் கே 
நிறைவு செய்யவேண்டிய அவசியமில்லை . இதைப் பின்வரும். 
எடுத்துக்காட்டு மூலம் அறியலாம் . 


- ( 2 ) 


என்று 


cos 0 = 
460 
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Z = ( 1 - 103 ) என்ற சிக்கலெண்ணை எடுத்துக் கொள்வோம் . 

1 , y = 3 என்றும் . | Z | = v1 + 3 = 2 
என்றும் தெரிகிறது . 

V 3 

y 
இப்பொழுது , tan e = 

= ( - 13 

என்ப 

1 ) 
28 

5ா 
தால் , 6 - ன் மதிப்பு அல்லது என்றிருக்கவேண்டும் . 
3 

1 

3 
ஆனால் , வீச்சம் 9 - ன் மதிப்பு cos a 

sins = 
2 

2 
என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து பெறப்படும் . இவ்விரண்டு சமன் 
பாடுகளையும் ஒருங்கே நிறைவு செய்யக்கூடிய 9 - ன் மதிப்பு 
50 

என்பது நன்கு விளங்கும் . எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சிக்க 
3 

50 
லெண்ணின் வீச்சம் 

3 

என்பதாகும் . ( இங்கு தலையாய மதிப்பு 
களை மட்டும் கருதுகிறோம் ) . 
இவ்வாறு , வீச்சம் 9 - ன் மதிப்பைத் திட்டவட்டமாக கணக்கிட , 
y 

sina எனும் இரண்டு சமன்பாடுகளையும் 


X 


r 


r 


எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் என்று அறிகிறோம் , 
3.4 இரண்டு சிக்கலெண்களின் பெருக்குத் தொகை ( அல்லது 

பெருக்கம் ) , ஈவு ஆகியவற்றின் மட்டு , வீச்சம் காணுதல் . 
ZI 

= " 1 ( cos 81 + i sin en ) , Z , = r , ( cos 8 , + i sin es ) 
என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட சிக்கலெண்களாக இருக் 
கட்டும் . 
( i ) இப்பொழுது , 
Zy • Z , = ri ( cos 91 + i sin er ) r , ( cos e , + i sin es ) 

= rur , ( cos e1 + i sin 91 ) ( cos 9 , + i sin G , ) 
= rur , [ cos 91 cos 9 , + ( i ) sin a sin e . 

+ i sin e1 cos 9 , + cos 91 sin 9 , ] 
= rur , [ ( cos 91 cos 8 , sin e | sin 8 ) 

+ i ( sin el cos 9 , + cos e | sin es ] 

= rur , ( cos ( 81 + 9 , ) + i sin ( e1 + 0 , ) ] 
ஃ ( Z ,. Z , ) - ன் மட்டு P என்றும் , வீச்சம் - என்றும் இருக்கு 
மானால் , p = r rg , p = ( 01 + 9 , ) என்று அறிகிறோம் . 
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அதாவது , 

P = 


| Z | Z , | 


= r rs 
= | Z1 | | Z , | 
( er + 8. ) 
Arg Z , + Arg Z , 


Arg ( Z1 Z , ) 


இவ்வாறு , இரண்டு சிக்கலெண்களின் பெருக்கத்தின் மட்டு , 
அவ்வெண்களின் தனித்தனி மட்டுகளின் பெருக்கத்திற்குச் சமம் 
என்றும் ; வீச்சம் , அவற்றின் வீச்சங்களின் கூட்டுத் தொகைக்குச் 
சமம் என்றும் தெரிய வருகிறது . 


குறிப்பு : 

இம்முடிவை இரண்டுக்கு மேற்பட்ட சிக்கலெண்களுக்கும் 
விரித்துக் கூறமுடியும் . 


அதாவது , Z ] 2 , 78 என்பன மூன்று சிக்கலெண்கள் எனில் , 
Z1 • Z..Zs = rur , [ cos ( 81 + 0 , ) + isin ( ei + es ) ] 

rs [ cos es + i in es ] 
= rur.rs ( cos ( G1 + 0 , +0 ) 

+ isin ( ai +0 , + 03 ) ] 
இதேபோல , 
Z - Z..Z ...... 

Z. 
Tir2rs 

rn [ cos ( 01 +9 , + 03 + ... + 6. ] 

+ i sin ( ei + 9 : + ... + 9 :) ) 


11 


( ii ) இப்பொழுது , 

r1 ( cos 01 + i sin 91 ) 
Z , r , ( cos G. + i sin es ) 
1 ( cose1 + i singl ) ( coses 

i sings ) 
( cos 92 + i sin as ) ( cose , - i sin 8 , ) 
T ( cose cosG : -ising sing , + ising co : 9 , -cose sines ) 

cos 8 , 

i2 SID29 
T. 

T1 | 

cos ( 91 - 6 ) + i sin ( G1 – 0. ) 7 
r , 

( 1 ) 


ro 


( 
( cos ( es – O. ) + i sin 


1 ) 
2 ) 
8.)) 


ri ) 


- 0. ) + i sin ( 01 - 0. ) 


Te 
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* ( 2 ; )- * மட்டு 


மட்டு P 


என்றும் , வீச்சம் என்றும் 


இருந்தால் , பின் 


r1 | 
r2 


( 01-9 , ) என்று கிடைக்கின்றது . 


11 


r1 | 


அதாவது , 


P = 


Z , 


rs 


| 
( 2. ) = ( 04 - 0. ) 


9 


= 


Arg 


( Arg Zi - Arg Ze ) 


இவ்வாறு , இரண்டு சிக்கலெண்களின் ஈவின் மட்டு , அந்த 
எண்களின் மட்டுகளின் ஈவுக்குச் சமமாகவும் ; வீச்சம் , அவற்றின் 
வீச்சங்களின் வேறுபாட்டிற்குச் சமமாகவும் இருக்கும் என்பதை 
அறிகிருேம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சிக்கலெண்களின் மெய் , 
கற்பனைப் பகுதிகளைக் காண்க .. 

3 
( i ) 
12+ 511 

( ii ) ( 1 + i ) ( 3 + 4i ) 


( iii ) 


3 
( 4 + 3i) 


+ 


i 
( 3- 4i ) 


தீர்வு : 


(( i ) X + iY = 


3 
12 + 5i 


என்க . 


ஃ 


X + iY = 


== 


3 ( 12 - 5i ) 
( 12 + 5ij ( 12-51 ) 

3 ( 12 - 5i ) 
122 - ( 5i ) 
3 ( 12 - 5i ) 
( 144 + 25 ) 
36 - 15i 

169 
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36 
எனவே , மெய்ப்பகுதி X = 

என்றும் , 
169 


கற்பனைப்பகுதி , Y 


( 


15 
169 


என்றும் தெரிகிறது . 


( ii ) X + iY = ( 1 + i ) ( 3 + 4 i ) 

= 3 + 4 i " + 3i + 4i 

( 3 - 4 ) + i ( 3 + 4 ) 
= ( -1 +7 i ) 
X = ( -1 ) , Y = 7 . 


( iii ) 


X + iY = 


3 

+ 
4 + 3i 


i 
3-4i 


3 ( 4 


= 


3 ) 

i ( 3 + 4i ) 

+ 
( 4 + 3i ) ( 4 - 3i) ( 3 

4i ) ( 3 + 4 
3 ( 4 - 3i ) i ( 3 + 4i ) 
( 16 + 9 ) ( 9 +16 ) 


1 


= 


[ 12 - 9i + 3i - 4 ] 


25 


1 


25 [ 8 - 6i ] 


X 


8 
25 


. 


6 
25 


Y = 


என்று கிடைக்கின்றது . 


2. x + iy = A + iB என்றும் , A > 0 என்றும் கொடுக்கப் 
பட்டிருந்தால் , x , y ஆகியவற்றின் மதிப்புகளை A , B மூலம் 


கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 


x + iy 


A + iB 


x + iy = ( A + iB ) ? 

= A + ( iB ) + 2AB.I. 
= ( A " - B ) + i ( 2AB ) 


எனவே , மெய்ப்பகுதிகளையும் , கற்பனைப்பகுதிகளையும் தனித் 
தனியே சமப்படுத்த , x = ( A - B " ) என்றும் , 

y = 2 AB என்றும் தெரிகிறது . 
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3 . கீழ்க்காண்பனவற்றை மட்டு வீச்சம் அமைப்பில் 
எழுதுக . 

( i ) ( 1 + i ) ( ii ) ( 2 - 13 ) + i . 
தீர்வு : 

( i ) ( 1 + i ) = r ( cos 9 + i sin a ) என்க . 

மெய்ப்பகுதிகளைச் சமப்படுத்தா cos G = 1 என்றும் . 
கற்பனைப் பகுதிகளைச் சமப்படுத்த , r sin a = 

r sin a = 1 என்றும் 
தெரிகிறது . 

r * cos9 + r sin * 9 = 12 + 12 
i.e. r * ( cose 9 + sin " a ) 
i.e. 


= 2 


F9 


i.e. 


1 


மேலும் , cos a 

sG = 


. 


2 


1 
sing 

* 
என்றும் இருப்பதால் , 

V2 
* என்று அறிகிறோம் .. 


9 - ன் தலையாய மதிப்பு 


இவ்வாறு , 
( 1 + i ) = 1 2 | cos 


2 ( cos ( 2 : 

2 * + 4 ) 


+ i sin 


" ( 2 


2nx + 

4 


என்று கிடைக்கும் . 


( m 


= 0 , 1 , 2 , ........... ) 


( ii ) 2-3 + i = r ( cos 9 + i sin a ) எனக்கொள்வோம் . 

T cos I 2-3 , I sin a = 1 என்றாகும் . 
எனவே , r ? ( cose 9 + sin ? a ) = ( 2 - 13 ) + 1 * 
i.e. 

r = 4 + 3 - 4 / 3 + 1 
= 8 - 43 
4 ( 2 - 3 ) 

3 
4 

2 


ஆகையால் , 


* 


2 ( V - VI) 


i.e 


r 


V V3 - 1 ) 
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2 


( 
-2+ (< 3 -1 ) 


( VI - ME) 


( 2 - V3 ) 
மேலும் , cos a 

2 (03-1 ) 
3 

1 
( 2 ( VS- 1 ) 
1 

1 
sin a = 
V 2 ( 13- 1 ) 

25 
இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்தும் , 9 - ன் தலையாய மதிப்பு . 
75 ° என்று தெரிகிறது . 
வ்வாறு , ( 2 - 3 + i ) = 2 ( 03 - 1 ) 

கா 
2 n x + 

+ i sin 

2n x + 5 
12 

12 


4. பின்வருவனவற்றின் மட்டு , வீச்சம் ஆகியவற்றைக் 
கண்டுபிடி . 
( 1 + i ) ( 2 + i ) 

; ( ii ) ( 1 + cos ) - i sin a ) ; 
( 3 - i ) 


( 
i 
) 


( 


1 


( iii ) 


( 1 + cos + isin 

a ) 


தீர்வு : 


( i ) z = ( 1 + i ) ( 2 + i ) 


( 2-1 ) +31 

( 3 - i ) 


i.e. Z 


2 + is + 3i 
( 3 - i) 

( 3 - i ) 
( 1 + 3i ) ( 3 + i ) 

( 3 - i) ( 3 + i ) 
( 3 + sir + 10i ) 

32 ( i) 


0 + 101 
9+ 1 


இப்பொழுது , 


i = 


( 60 


COS 2 

+ i sin 


* ) 


என்று . 


2 


எழுதலாம் . 


ஃ | Z | = 1 என்றும் , 
Arg Z- ன் தலையாய மதிப்பு 


என்றும் கிடைக்கின்றன . 
2 


க . ஓ . அ . 


30 
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( ii ) Z = ( 1 + cos 9 ) - i sin 9 என்க . 


9 


... 


Z = 2 cos 2 


COS 


= 2 cos 


9. i 2 

i 2 sin -9 블 
( cos - 2 

2 ) 
2 [cos ( - 9) +tsin ( - 9 )] 


9 
2 


- i sin 


= 2 cos 


ஃ | Z | 

| Z = 2 cos 


2 


|| 


Arg Z- ன் தலையாய மதிப்பு = 


( -2 ) 


1 
( iii ) Z = 
( 1 + cosG + isin g ) 

என்று குறிப்பிடுவோம் . 
* Z = 

( 1 + cos I - i sin a ) 
( 1 + cosa + isin a ) ( 1 + cos e - i sin a ) 

( 1 + c sG - i sin a ) 
( 1 + cos C ) -- i ? sin s 


= 


2 cos 


a 
2 


( cos - 


பி 
2 


i sin 


2 ) 


a 
2 


= 


( 1 + cos 0 + 2 cos G ) + sing 
[ [ ji ) - ஐப் பயன்படுத்தி தொகுதி எழுதப்பட்டுள்ளது ) 


2 cos 


a 
2 


( cos 3 


- i sin 


2 ) 


( 2 + 2 cos 9 ) 
( cos : G + sin 0 = 1 ) 
9 9 

- i sin 
2 

2 


2 cos 


COS 


2 ) 


( 
2 ( 


2 ( 2 cos2 


9 ) 
* . g [ -- (- 3 ) 44 ( -3)] 
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1 


ஃ | Z | 


== 


1 
2 


sec 


a 

என்றும் , 
2 


2 cos 


Arg z- ன் தலையாய மதிப்பு = ( -2 ) 


என்றும் 


அறிகிறோம் . 


பயிற்சி 


( i ) (x 


கீழ்க்காணும் சிக்கலெண்கள் ஒவ்வொன்றின் மெய்ப் 
பகுதியையும் கற்பனைப் பகுதியையும் கண்டுபிடி . 
1 1 

( 3 + 2i ) 
) 

( iii ) 
( x - iy ) 

( { 3 + il 
1 

( 2 - i ) 
( iv) + 

( v ) 
( 3 ) ( 2 - 3 ) 

( 3 + 7i ) 
( 2 - i ) ( 1 + i ) 
( vi ) 

( 1 - i ) 


2. Z = ( x + iy ) என்றும் , u + iv = 

( 2 + i ) 
( z + 3 ) 

என்றும் கொடுக் 
கப்பட்டிருந்தால் , 

மதிப்புகளை 

x , y மூலம் 
காண்க . 


u, y- ன் 


8 


எனில் , X , Y- ன் 


3. X + iY 

i 
மதிப்புகள் என்ன ? 


4. பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள சிக்க 

லெண்ணின் மட்டு , வீச்சம் காண்க . 
( i ) ( 1 +3 ) ( ii ) ( 1-3) ( iii ) ( 1 - i ) 

2 - i 
( iv ) 

( v ) ( 1 + i ) ( 3 + 4i ) 
3 + 7i 

( 2- i ) 
( vi ) 

( vii ) ( 1 + 913 i ) 
( 1 - 21) 

( 3+ 2i ) 
( 2 - i ) ( 1 + i ) 
( viii ) 

( ix ) ( 1 + sind + i cos du ) 
( 1 - i ) 
( x ) ( cos p -1 + i sin p ) 


( 
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5 . 


(115 ) 


( 1 + i ) ( 1 + 2i ) 

என்ற சிக்கலெண்ணை ( X + iY ) எனும் 
( 1 + 3 ) 
அமைப்பில் எழுதி , அந்த எண்ணின் மட்டு , 

மட்டு , வீச்சம் 
காண்க . 


6 . 


என்ற எண்ணை மட்டு வீச்சம் 


8 
( 2 + cosd + isind ) 
அமைப்பில் எழுதுக . 


விடைகள் 


4 5 

y 
1. ( i ) 
41 

41 

( ii ) ( x + y ) ( x + y ) 

5 5 
( ii ) ( 3 13 + 2 ) , (213 - 3 ) 

( iv ) 

13 13 . 


4 


( ) ( . 

( - 1 ) ( - 13 ) 


( vi ) 1 , 2 


1 = 


2 


3 


- 


3 


2 (x + 3 ) + y ( x + 3 ) - 2y 
2 . 

( x + 3 ) + y ( x + 3 ) + 
3. X = 0 , Y 

2i 
4. ( i ) r = 2 , 9 * 
( ii ) r = 

31 

r = 2,0 = 
( iii ) r = 12 , 0 = -4 ; 
( iv ) r = 290 , 9 

949 
( v ) r = 5 / 2 , 8 = * - tan - 1 ( 7 ) ; 
1 

11 
( vi ) r = 


5 , 0 = T - tan - 1 


( 2 ) 


( vii ) r = 2 , e = 


( viii ) r = 5,0 = 63° 26 


6 


( ix ) r = 2 cos 


20s ( 1 -4 ) . 9- (1-4 ) 


* + 


( x ) r = 2 sin 


9 = 


2 


2 


5.1 = 1 , 9 

= 36 ° 52 

3 
6. r = 

, 0 = tan - 1 
15 + 4 cosd 


-- sin d 
2+ cosd 


(4 ) 


4. ஆர்கன் வரைபடம் 

( Argand Diagram ) 
4.1 . 

வரையறை 
ஏதேனும் ஒரு தளத்தின் மீது , XOX , YOY எனும் ஒன்றுக் 

, , 
செங்குத்தான 

இரண்டு நேர்கோடுகளை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . இவ்விரண்டு கோடுகளும் வெட்டிக்கொள்ளும் 
புள்ளி 0 - ஐ ஆதியாகவும் , இவ்விரண்டு கோடுகளையும் அச்சா 
கவும் கருதி , அத்தளத்தின் மீது P ( x , y ) என்ற புள்ளியைக் குறிப் 
விடுவோம் . 


கொன்று 


--- 


+ 


படம் 1 


இப்பொழுது , கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சிக்கலெண்ணை Z = x + iy 
எனக் கொள்வோமானால் , பின் தளத்தின் மீதுள்ள P என்ற 
புள்ளி Z எனும் சிக்கலெண்ணைக் குறிப்பதாகக் கூறுகிறோம் . 
அதாவது , Z- ன் மெய்ப்பகுதியை x- ஆயக்கூறாகவும் , கற்பனைப் 
பகுதியை y- ஆயக்கூறாகவும் உடைய புள்ளி , சிக்கலெண் Z- ஐக் 
குறிப்பதாகக் கொள்கிறோம் . இவ்வாறு , எடுத்துக்கொண்ட , 
தளத்தின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியும் ஒரு குறிப்பிட்ட சிக்க 
லெண்ணைக் குறிக்கும் என்றும் , ஒவ்வொரு சிக்கலெண்ணுக்கும் 
ஒப்ப தளத்தின் மீது ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி இருக்க வேண்டும் 
என்றும் அறிகிறோம் . சிக்கலெண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகளால் 
அமையப்பெறும் இத்தகைய படத்திற்கு ஆர்கன் வரைபடம் 
என்று பெயராகும் . 
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- 


படத்தில் உள்ள P என்ற புள்ளியை ஆதி யுடன் சேர்க்கவும் . 
OP என்ற ஆரை வெக்டர் X- அச்சுடன் 9 என்ற கோணத்தை 
உண்டாக்கட்டும் . மேலும் PM என்ற கோட்டை - அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக வரையவும் . இப்பொழுது OM 
என்று கண்டுகொள்ளலாம் . 


= x , 


MP = 


y 


- 


P 


2 


... 


... 


... 


x 


- 


P 


... 


2 


T 


அடுத்து , OP = r எனில் , செங்கேண A OMP- லிருந்து , 

OP2 = 0M2 + MPs என்று தெரியும் . 
i.e. r2 

x + y * 
i.e. = + x + y 

.. ( 1 ) 
OM 
மேலும் , cos G = 
OP 

( 2 ) 
sin a = MP 

y 

OP 
எனவே , OP என்பது 2 - ன் மட்டு எனவும் , XOP என்பது 
Z- ன் வீச்சம் எனவும் முடிவுகள் ( 1 ) , ( 2 )- லிருந்து அறிகிறோம் . 

இவ்வாறு , ஆர்கன் தளத்தின் மீதுள்ள P எனும் புள்ளியின் 
செவ்வக ஆயக்கூறுகள் ( x , y ) என்பன , Z என்ற சிக்லெண்ணின் 
முறையே மெய்ப்பகுதி , கற்பனைப்பகுதியையும் ; அப் புள்ளியின் 
கோண தூரக் கூறுகள் ( r , a ) என்பன Z- ன் , முறையே மட்டு , 
வீச்சம் ஆகியவற்றையும் குறிக்கின்றன என்பது நன்கு விளங்கு 
கிறது . எனவே சிக்கலெண்களின் பண்புகளை எளிய முறையில் 
விளக்குவதற்கு ஆர்கன் வரைபடம் மிகவும் பயனுள்ள தாக 
இருக்கும் என்பதைப் பின் வருவனவற்றிலிருந்து அறியக்கூடும் . 


குறிப்பு : 

OX என்ற X- அச்சின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியின் 
y- ஆயக்கூறும் பூஜ்யமாக இருக்குமாதலால் , அப் புள்ளியினால் 
குறிக்கப்படும் சிக்கலெண்ணின் 

கற்பனைப் பகுதி பூஜ்யமாக 
இருக்கவேண்டும் . அதாவது 0X- ன் மீதுள்ள ஒவ்வொரு 
புள்ளியும் முற்றிலும் மெய்யான எண் ஒன்றைக் குறிக்கும் என்பது 
பொருளாகும் . ஆகையால் 0X- ஐ மெய் அச்சு ( Real axis ) 
என்று கூறுவதுண்டு . 


இதேபோன்று , Y- அச்சாகிய 0Y- ன் மீதுள்ள ஒவ்வொரு. 
புள்ளியும் முற்றிலும் கற்பனையான எண்ணைக் குறிக்குமாதலால் , 
OY- ஐக் கற்பனை அச்சு ( Imaginary axis ) என்று கூறுவர் . 
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4.2 . இரண்டு சிக்கலெண்களின் கூட்டல் , வித்தியாசம் ஆகிய 

வற்றை ஆர்கன் வரைபடம் மூலம் கண்டறிதல் 


R 


PP 


x 


S 
N 


ML 


Q 


R 



படம் 2 


Z1 = x + iy ; Z , = x , + iy , என்பன கொடுக்கப்பட்ட 
இரண்டு சிக்கலெண்களாக இருக்கட்டும் . படத்தில் காணப்படும் 
P , Q எனும் புள்ளிகள் , இவ்விரண்டு சிக்கலெண்களையும் குறிப்ப 
தாகக் கொள்வோம் . P , Q இரண்டையும் ஆதியுடன் சேர்க்கவும் . 
பின் | Z | = OP , IZ , | = 0Q என்றும் , 


- XOP , Arg . z , 


Arg . Z , 

xbQ என்றும் தெரியும் . 
( i ) ( Z + Z . ) - ஐக் குறிக்கும் புள்ளி : OP , 00 ஆகியவற்றை 
அடுத்தடுத்துள்ள இரண்டு பக்கங்களாக உடைய இணைகரம் 
OPRQ- ஐ வரையவும் . பின் R என்ற புள்ளி ( Z + Z , ) என்ற 
சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் . 


நிரூபணம் 


P , Q , R என்ற புள்ளிகளிலிருந்து , X- அச்சுக்குச் செங்குத் 
தாக , PL , QM , RN என்ற கோடுகள் வரைக . மேலும் RN- க்குச் 
செங்குத்தாக PS என்ற கோட்டை வரைக . பின் , செங்கோண 
முக்கோணங்கள் OMO- ம் PSR- ம் சர்வசமமாக இருக்கும் . 

ஆகையால் , OM = PS , Mg = SR என்று அறிகிறோம் .. 
இப்பொழுது , ON = OL + LN = OL + PS 

= OL + OM = x + x . 
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இதேபோன்று , NR = NS + SR 

= LP + MQ = y1 + y : 
ஆகையால் , R- ன் x- ஆயக்கூறு , ON = x -- x2 என்றும் 

R- ன் -ஆயக்கூறு , NR y1 + y என்றும் 
கிடைக்கின்றன . 


எனவே , R எனும் புள்ளி ( x : + x , ) - ஐ மெய்ப்பகுதியாகவும் , 
( 01 + y ) -ஐக் கற்பனைப் பகுதியாகவும் உடைய சிக்கலெண்ணைக் 
குறிக்கும் என்று தெரிகிறது . அதாவது ( ( x1 + x , ) + i ( y1 + y , ) ] 
என்ற சிக்கலெண்ணை R குறிக்கின்றது . அதாவது ( Z / + Z )-ஐ 
R குறிக்கின்றது . 

( ii ) ( Z1 - Z , ) - ஐக் குறிக்கும் புள்ளி : Q0- ன் நீட்சியின் 
மீது , Q0 = 0Q என்றிருக்குமாறு Q எனும் புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள்வோம் . பின் , OPR என்ற இணைகரத்தை வரைவோ 
மானால் , R என்ற புள்ளி , ( Z , - Z , ) என்ற சிக்கல் எண்ணைக் 
குறிக்கும் என்று முன்போல நிறுவமுடியும் . ஏனெனில் , இங்கு Q 
என்னும் புள்ளி ( -Z , ) என்ற சிக்கலெண்ணைக் குறிப்பதாகும் . 
குறிப்பு : 
( i ) A OPR- லிருந்து , OR < OP + PR என்று தெரியும் . 
இங்கு , 0P = | Z1 | , PR = 0Q = | Z , | , 

OR = TZ1 + Z , | என்பதால் , 
| Z1 + Z , < | z | F | Z , என்று கிடைக்கின்றது . 
அதாவது , இரண்டு சிக்கலெண்களின் கூட்டுத் தொகையின் 
மட்டு , அந்த எண்களின் மட்டுகளின் கூட்டுத் தொகையைவிடப் 
பெரியதாக இருக்க முடியாது என அறிகிறோம் . இம் முடிவை 
விரித்துப் பல சிக்கலெண்களின் கூட்டுத்தொகைக்கும் கூறலாம் . 


இவ்வாறு , 
| ZI + Z , +23+ ... + z | < / Z1 / + Z , + | Z : + ... + Z. | 
( ii ) A OPR - லிருந்து , OP OR + RP என்று அறியலாம் . 
அதாவது , 

OR S OP- R P 
அதாவது , OR SOP- 0Q 
அதாவது , | ZI - Z , / > Z - Z , | 


எனவே இரண்டு சிக்கலெண்களின் வித்தியாசத்தின் 
மட்டு , அந்த எண்களின் மட்டுகளின் வித்தியாசத்தைவிடக் 
குறைவாக இருக்க முடியாது என்று தெரிகிறது . 
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( iii ) இணைகரம் OR PQ- லிருந்து , QP = 0R என்று தெரியும் . 

அதாவது , QP = TZ1 - Z , | 
எனவே , இரண்டு சிக்கலெண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகளுக் 
கிடையே உள்ள தூரம் அந்த எண்களின் வித்தியாசத்தின் 
மட்டுக்குச் சமமாகும் என்று அறிகிறோம் . 
இப்பொழுது , Z1 -- Z , = ( x + iy :) - ( x , + iy . ) 

= ( x1 - xg ) + i ( y1 - ye ) 
ஆகையால் , | Z | - Z , I = V ( x - x2 ) 2 + ( y1 - ye ) 

இங்குள்ள வலப்புறக் கோவை , பகுமுறை வரைகணிதப்படி 
{ x1 , y1 ) , ( re , y , ) என்ற புள்ளிகளுக்கிடையே உள்ள தூரத்தைக் 
குறிக்கும் என்பது நமக்குத் தெரியும் . இவ்வாறு , சிக்கல் எண் 
களைக் குறிக்கும் ஆர்கன் வரைபடம் மூலம் , பகுமுறை வரைகணித 
முடிவுகளை எளிதில் நிறுவலாம் என்று அறிகிறோம் . 
4.3 . இரண்டு 

சிக்கலெண்களின் பெருக்குத் தொகையைக் 
காணுதல் 
P , Q என்ற புள்ளிகள் 
முறையே Z1 , Z , என்ற 
சிக்கல் 

எண்களைக் குறிக் 
கட்டும் . X- அச்சின் மீது 
A ( 1 , 0 ) எனும் புள்ளியைக் 
குறிக்கவும் . ஆகையால் 4 
1 எனும் மெய் 

JQ 
யெண்ணைக் குறிக்கும் என் 
பது விளங்கும் . இப்பொழுது , 
A OAP- யுடன் 
திருக்குமாறு A 0Q R - ஐ 
வரைவோமானால் , பின் R 

A 
என்ற புள்ளி ( ZI , Z , ) என்ற 
சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் 
என நிறுவலாம் . 
நிரூபணம் 

= ri ( cos 91 + i sin 91 ) , Z , = r , ( cos 9 , + i sin e . ) 
-என்க . 
இங்கு P , Q எனும் புள்ளிகள் முறையே 21 , 2. - ஐக் குறிப்பதால் 

OP = 1 , xOP = 0 , என்றும் , 
op = r,, xbQ = 0 , என்றும் கிடைக்கும் . 


என்பது 


P 


வடிவொத் 


4X 


Y 
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இப்பொழுது , A OAP- ம் A 0QR- ம் வடிவொத்தவைகளாக 
இருப்பதால் , 


OA 


= 


OP 


00 
OR 


என்பது உண்மையாகும் . 


i.e. 


| ZI | 


மேலும் , xbP 
ஃ xR 


2, = 13 : ; i.c. OR = | Z4 | | Z * T = T1 " > 

QSR என்பதும் உண்மையாகும் . 
xUR = xbQ + OOR 

xào + xốp 


8 , +91 
= 81 + 8 , 


இம் முடிவுகளிலிருந்து , R என்ற புள்ளி குறிக்கும் சிக்கலெண் 
ணின் மட்டு ( ri , r , ) என்பதும் , வீச்சம் ( 81 + 8 , ) என்பதும் 
நன்கு விளங்கும் . ( அதாவது ) ZI , Z , ) எனும் சிக்கலெண்ணை R 
குறிக்கிறது என்று தெரிகிறது . 


குறிப்பு : 

மேலே கண்ட விளக்கத்திலிருந்து , R எனும் புள்ளியைப் 
பெற , OP- ன் மீது OP = r , ( ry) என்றிருக்குமாறு எடுத்துக் 
கொண்டு , OP எனும் ஆரை வெக்டரை இடஞ்சுழியாக 0 . 
கோணம் உண்டாக்குமாறு சுற்றவேண்டும் . 

இந்நிலையில் P 
என்ற புள்ளி ( அதாவது R என்ற புள்ளி ) ZI.Z , எனும் சிக்க 
லெண்ணைக் ( சறிக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


இவ்வாறு , P எனும் புள்ளி Z என்ற சிக்கலெண்ணைக் 
குறிக்குமானால் , ( Zi ) என்ற எண்ணைக் குறிக்கும் புள்ளியைப் 
பெற , 0P- ஐ இடஞ்சுழியாக 90 ° கோணம் உண்டாகுமாறு 
சுற்றவேண்டும் . இப் புதிய நிலையில் ஆரை வெக்டரின் முனை 
( Zi } என்ற சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் . அதாவது , ஒரு சிக்க 
லெண் Z- ஐ i- ஆல் பெருக்கக் கிடைக்கும் எண்ணைக் குறிக்கும் 
புள்ளியானது , 0P- க்குச் செங்குத்தாக இடஞ்சுழியாக அமைந் 
துள்ள ஆரை வெக்டரின் முனையாகும் . 
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என்ற 


4.4 . இரண்டு சிக்கலெண்களின் ஈவுத் தொகையைக் காணுதல் 
முன் போலவே , 

P , Q 
எனும் புள்ளிகள் , முறையே 
Z1 , Z , சிக்கலெண் 

P 
களைக் குறிக்கட்டும் . மற்றும் 
A என்பது ( 1 , 0 ) என்ற 
புள்ளியாக இருக்கட்டும் . இப் 
பொழுது A0PQ- உடன் வடி 
வொத்திருக்குமாறு / ORA- ஐ 
வரையவும் . பின் R எனும் 


புள்ளி , 


( 2 ) 


என்ற 


சிக்க 


லெண்ணைக் குறிக்கும் . 


A 


AX 


நிரூபணம் 


படம் 4 


முக்கோணங்கள் , A0P ) , 


A ORA வடிவொத்தனவாகையால் , 
OP OR 

என் றிருக்கவேண்டும் . 
00 OA 
i.e. 

i ... OR 


12,1- % ; ie 

+ 2,4-( 4 ) 
மேலும் , XOR = OP 

xbR = QOP என்றிருக்க வேண்டும் . 
எனவே , XOR 

Xôp 

= 9 - 9 , 
இவ்வாறு , OR = 12 , என்றும் , xde = Arg, Zy - Arg z , 


300 


11) 


என்றும் கிடைத்துள்ள தால் , R என்ற புள்ளி 


எனும் 


Z .. 


சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. ( 7 + 9i ) , ( 3 - 7i ) , ( -3 + 31 ) என்ற சிக்கலெண் 
களைக் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு இருசமபக்கச் செங்கோண முக் 
கோணத்தை உருவாக்கும் என்று காட்டு . 
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தீர்வு : 

Z = 7 + 91 , Z , = 3 - 7i , Z : 


-3 + 3 என்க . 


மேலும் , P , Q , R எனும் புள்ளிகள் முறையே Z , Z , Z3- ஐக் 
குறிக்கட்டும் . ஆகையால் , P , R , Q- ன் ஆயக்கூறுகள் முறையே 
( 7 , 9 ) , ( 3 , -7 ) , ( -3 , 3 ) என்பது எளிதில் விளங்கும் . 


இப்பொழுது , PQ = | Z , - Z ) என்று நமக்குத் தெரியும் . 
i.e. PQ 

V (3- 7 ) + ( -7 - 9 ) 2 
116 + 256 = 272 


இதேபோல , QR = TZ ; -Z , | 

( 3 

- 3- 3 ) + ( 3 + 7 ) 
36 + 100 

136 


2 


RP 


| Z - Z3 | 
( 7 +3) * + ( 9 -3 ) 
100 + 36 = 1136 


ஆகையால் , QR2 + RPS 


136 + 136 

= RP2 என்றும் , 


= 272 


QR 


RP 


136 என்றும் கிடைத்துள்ளமையால் , 


APQR ஒரு 
என்றறிகிறோம் . 


இருசசமபக்க செங்கோண 


முக்கோணம் 


2 . ( 1 + 2i ) , ( i - 1 ) , 3i என்ற சிக்கலெண்களை ஆர்கன் 
வரைபடத்தில் குறிப்பிடவும் . மேலும் , இந்த எண்களைக் குறிக்கும் 
புள்ளிகளை இணைக்கும் ஆரை வெக்டர்களை , ஆதியை மையமாகக் 
கொண்டு , ஒரு செங்கோணம் உண்டாக்குமாறு சுழற்றக் 
கிடைக்கும் புதிய நிலையில் , அவ் வெக்டர்களின் முனைகள் குறிக்கும் 
எண்களையும் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 


Z , = 1 + 2i , Z , = i - 1 , Z ; = 3i என்க . இந்தச் 
சிக்கலெண்களை முறையே P , Q , R எனும் புள்ளிகள் குறிப்பதாகக் 
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கொள்வோம் . ஆகையால் P , Q , R- ன் ஆயக்கூறுகள் முறையே 
( 1 , 2 ) , ( 1 , - 1 ) ( 0 , 3 ) என்றிருக்கும் . 


இப் புள்ளிகளை வரைபடத்தில் குறிக்கவும் . P , Q எனும் 
புள்ளிகளை ஆதியுடன் சேர்க்கவும் . அடுத்து , 0P = OP என் 
றிருக்குமாறு OP- க்குச் செங்குத்தாக OP என்ற ஆரைவெக்டரை 
வரையவும் . , 1 ] 

பின் , P எனும் புள்ளி ( i . ( 1 + 2 i ) ) = ( i - 2 ) 
என்ற சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் என்பதை அறிகிறோம் . இதே 
போன்று படத்தில் காணப்படும் புள்ளிகள் ( , R என்பன 
முறையே ( i ( 1 - i ) ] = [ i + 1 ) , i ( Si ) = - 3 எனும் எண் 
களைக் குறிக்கும் என்பதை அறியவும் . ( இங்கு , 0Q , OR என்பன 
முறையே 00 , OR- க்குச் செங்குத்தானவையாகும் . 


YA 


RA3 


F2 
2 P 


P a 


-1 


R 


-3 -2 


- 


| 


3 


2 
Q 


N 


Y ) 


படம் 5 


இவ்வாறு , தேவையான சிக்கலெண்களாவன : 

( - 2 + i ) , ( 1 + i ) , ( - 3 ) ஆகியவைகளாகும் . 


3. ( 10i - 10 ) , ( 3i + 1 ) என்ற சிக்கலெண்களை ஆர்கன் 
வரைபடத்தில் உள்ள இரண்டு புள்ளிகளால் குறிப்பிட்டு , 
( 10i - 10 ) 

என்ற எண்ணைக் குறிக்கும் புள்ளியைக் காணும் 
( 3i + 1 ) 
முறையை வரைபடத்தின் மூலம் விளக்கவும் . 
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Zi 


|| 


Pa 


தீர்வு : 

10 + 10i , Z2 1 + 3 என்க . P , ) எனும் 
புள்ளிகள் வரைபடத்தில் இவ்விரு சிக்கலெண்களையும் குறிக் 
கட்டும் . பின் , 

OP = | Z1 | 

= ( -10 ) 2 + (10 ) 
12 

10 2 
0Q = | Z , | 
= 12 + 32 = 

10 

Z 
--12 - 

இப்பொழுது , Z = 

எனக் கொள்வோமானால் , 
ryy 

| Z1 | 

10/2 
| Z ] = 
படம் 6 

| Z , | 

V10 
= 20 என்றாகும் . 


1 


* 


TS 


. 


Z , = ry ( cos Gr + i sin es ) எனில் , 91 - ன் தலையாய 
மதிப்பு = 135 ° என்றும் , Z , = r , ( cos 0 , + i sin 92 ) எனில் , 
9 , -ன் தலையாய மதிப்பு = tan - 1 ( 3 ) என்றும் கிடைக்கப்பெறும் . 

இப்பொழுது , 0P- ன் மீது OR = / 20 என்றிருக்குமாறு R 
எனும் புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு , OR- ஐ வலஞ்சுழியாக 
tan - 1 ( 3 ) எனும் கோணத்தை உண்டாக்குமாறு சுழற்றும்போது 
OR அடையும் நிலையை OR என்று குறிப்பிடுவோம் . பின் , R 
என்ற புள்ளிதான் தேவையான 

ZI 

என்ற எண்ணைக் 
குறிக்கும் . 

4. P எனும் புள்ளி Z = ( x + iy ) என்ற சிக்கலலண்ணைக் 
குறிக்குமானால் , 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனைகள் 
ஒவ்வொன்றிற்கும் இணங்க P நகரும்போது , அதன் நியமப் 
பாதையைக் கண்டுபிடி . 
( i ) | 22 - 5 = 3 ( ii ) Arg ( z - 3 ) 

z + 3 
( iii ) 

ஒரு மெய்யெண் . 
2 z - i 


( 2 ) 


கீழே 


தீர்வு : 
( i ) Z = x + iy 

2z -5 = 2 ( x + iy ) - 5 = ( 2x - 5 ) + i ( 2y ) 
எனவே , | 22-5 | = V ( 2x -5 )? + ( 2y )? 
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== 


இப்பொழுது கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனையாவது , 

| 2z - 5 | = 3 
i.e. / ( 2r - 5 ) * + 4y * 

3 
j.e. ( 2x - 5 ) * + 4y2 

9 
i.e. x2 + y - 5x + 4 

0 


== 


3 


i.e. 


( - + ) + (p - 0 ) = (3 ) 


இச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கும் என்றும் , அவ் 

5 

3 
வட்டத்தின் மையம் 

0 

ஆரம் 
2 

என்றும் அறிகிறோம் . 

2 
இவ்வாறு , P- ன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என்று தெரிகிறது . 
( ii ) இப்பொழுது , 

-3 = x + iy - 3 = ( x - 3 ) + iy 

y 
ஆகையால் , Arg ( z -3 ) = tan - l 

- 3 


2 


ஆனால் , Arg ( 2-3 ) = 4 

என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


T 


. 


tar- ( - 3 ) 


4 


i.e. 


tan 


x - 3 
x 


4 


1 


i.e. 


y = x 
x - y = 3 


i.e. 


இச் சமன்பாடு , ( 3 , 0 ) எனும் புள்ளி வழியே சென்று 
X- அச்சுடன் 45 கோணம் உண்டாக்கும் நேர் கோட்டைக் 
குறிக்கும் என்பது நன்கு விளங்கும் . இவ்வாறு , P- ன் நியமப் 
பாதை ஒரு நேர் கோடு என்று அறிகிறோம் . 

2 + 3 - 

( x + iy ) + 3 - i 
( iii ) இங்கு , 2z -i 

2 ( x + iy ) - i 
( x +3 ) + i ( y - 1 ) 

2x + i ( 2y - 1 ) 
[ x + 3 ) + i ( v - 1 ) 1 ( 2x - i ( 2y - 1 ) 

[ 2x + i ( 2y - 1 ) ] [ 2x -- i ( 2y - 1 )] 
[ 2x ( x + 31 + ( y - 1 ) / 2y - 1 ) ] + i [ 2x ( y -- 1 ) - ( x + 3 ) ( 2y - 1 ) ] 

[ 4x + ( 2y - 1 ) ] 


ஆனால் ( 1 * 

( - ) 
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z + 

3 
2z என்பது ஒரு மெய்யெண் 

என்று 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பதால் , இந்த எண்ணின் கற்பனைப் பகுதி 
பூஜ்யமாக இருக்கவேண்டும் . ஆகையால் , 
2 x ( y - 1 ) -- ( x + 3 ) ( 2y 1 ) 

= 0 என்றாகும் . 
4x2 + ( 2y - 1 ) 
i.e. 2x ( y - 1 ) - ( x + 3 ) ( 2y - 1 ) = 0 
i.e. 

x +8 ! - 3 = 0 


இச்சமன்பாடு ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கும் என்பது நமக்குத் 
தெரியும் . எனவே , P- ன் நியமப்பாதை ( -3 , 1 ) 
எனும் புள்ளிகள் வழியே செல்லும் நேர்கோடு 
அறிகிறோம் . 


( 0 , 3 ) 


என்று 


பயிற்சி 
1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சிக்கலெண்களைக் குறிக்கும் 
புள்ளிகள் ஒரு கோட்டிலமைவன என்று நிறுவுக . 

( i ) ( 5 + 8i ) , ( 13 + 20i ) , ( 19 + 29i ) 
( ii ) ( -4 -5i ) , ( 1 - i ) , ( 6 + 3i ) 
( iii ) ( 1 + i ) , ( 6 + 5i ) , ( -4 - 3i ) 


2. பின் வரும் பிரிவுகள் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள சிக்க 
லெண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகள் இருசமபக்க முக்கோணத்தின் 
முனைகள் எனக் காட்டு . 

( i ) ( 3 + 4i ) , 2i , ( 5 + 7i ) 
( ii ) 3+ i ) , ( 2 + 2 ) , ( 1 + 3i ) 


3. ஆர்கன் வரைபடத்தில் , ( 5 + i ) , ( 1 - 3i ) , ( 3i 

3i) , ( 3i - 5 ) 
என்ற 

எண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு செங் 
கோண முக்கோணத்தை உருவாக்கும் என்று நிரூபி . 
4. P ( 2 + 2i ) , Q ( - 2 - 2i) , R ( - 2 3 + 2 3i ) என்ற 

புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் முனைகள் என்று 

நிறுவுக . 
5. ( 9 + i ) , ( 4 + 13i ) , ( -8 + 8i ) , ( -3-4i ) என்ற 

சிக்கலெண்களை ஆர்கன் வரைபடத்தில் குறிப்பிடவும் . 
மேலும் , அவை ஒரு சதுரத்தை உருவாக்கும் என்றும் 
நிரூபிக்கவும் . 
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6 . 


-4 


1 , ( 4 + 3i ) , ( 1 + 2i ) , ( -2 - i ) என்பன ஒரு இணை 

கரத்தின் முனைகள் என்று காட்டு . 
7. ( 6 + 2i ) , ( 3 + 5i) , ( -3 -i) , ( -4i ) என்ற சிக்க 

லெண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு செவ்வகத்தின் 

முனைகள் எனக் காட்டு 
8. ஆர்கன் வரைபடத்தைப் பயன்படுத்தி , ( 1 + i) = 

என்று நிறுவுக . 
9. கீழ்க்காண்பனவற்றின் மதிப்புகளை ஆர்கன் வரைபடம் 

மூலம் காண்க . 
( i ) ( 1 + i ) ( 2 + i ) ( ii ) ( 1 - i ) ( 2 + 3i ) 

3 
( iii ) 

i + 1 


10 . P எனும் புள்ளி Z = ( x + iy ) என்ற சிக்கலெண்ணைக் 

குறிக்குமானால் , பின்வரும் நிபந்தனைகள் ஒவ்வொன் 
றையும் தனித்தனியே நிறைவு செய்யுமாறு அமையும் 
P- ன் நியமப்பாதையைக் காண்க . 
( i ) [ Z = 2 

(ii ) ( Z - il = 3 
( iii ) - 

| Z - 2-2i | = 10 ( iv ) | Z - 1 | = | z - i | 
( v) | 2Z - 1 / = Z - 2 ) 
( vi ) 2 / Z - 21 = / Z - 2 | 
( vii ) Arg ( Z - d ) = Arg s ( d , B என்பனவும் சிக்க 

லெண்களாகும் ) 
( viii ) Arg ( Z - 2 - 3i ) 

3 


(2. - 2, 


) 


11. ZI , Z ,, Zg என்பன முறையே A , B , C எனும் புள்ளி 

Z - Z. 
களைக் குறிக்குமானால் , Arg 

= ZABC என்று 

Z3 - Z , 
நிரூபிக்கவும் . 
12. P ( Z ) என்பது ஆர்கன் வரைபடத்தின் மீதுள்ள ஒரு 

நகரும் புள்ளியாயின் , பின் வரும் நிபந்தனைகளுக்குட் 
பட்டு P- ன் நியமப்பாதையைக் காண்க . 
( 2Z - i ) 

Z + 3 - i 
( i ) ( ii ) 

ஒவ் 
2Z - i 
( Z + 3 + 21 ) 
வொன்றும் முற்றிலும் மெய்யெண்களாக இருக் 


2 ( 222 ) 


என்பன 


கின்றன . 


க . ஓ , அ . - 31 
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விடைகள் 
10. ( i ) x2 + y = 4 எனும் வட்டம் . 

( ii ) x + ( y - 1 ) = 9 எனும் வட்டம் . 
( iii ) ( x - 2 ) + ( y - 2 ) = 100 என்ற வட்டம் . 
( iv ) ( 1 , 0 ) , ( 0 , 1 ) எனும் புள்ளிகளை 

இணைக்கும் 
கோட்டின் செங்குத்து இரு சமவெட்டி . 
( v ) x + y = 1 என்ற வட்டம் . ( வட்டமையம் 

ஆதியாகவும் , ஆரம் 1 என்றும் உள்ளது ) 


( vi ) 


வட்ட மையம் 


2 + 8i 
3 


எனும் புள்ளி , 


ஆரம் ( 102 


( vii ) A , B என்பன d , B- ஐக் குறிக்குமானால் , A வழியே 
OB- க்கு இணையாகச் செல்லும் நேர்கோடு . 
( viii ) ( y - 3 ) = 

3 
( x 2 ) என்ற நேர்கோடு . 


12. ( j ) 5x - By + 3 = 0 ; 


( ii ) x + 6y - 8 = 0 


5. டீ - மாவரின் தேற்றம் 

( De Moivre s theorem ) 


5.1 . தேற்றம் 

n என்பது ஏதேனும் ஒரு மிகை அல்லது குறை முழு எண்ணாக 
இருப்பின் , ( cos n a + i sinn e ) என்பது ( cos e + isin en- ன் 
( முழு மதிப்பாகவும் ; n என்பது ஒரு மிகை அல்லது குறை பின்ன 
மாக இருப்பின் , ( cos nG Fisin ne ) என்பது ( cos G + isin a) -ன் 
பல மதிப்புகளுள் ஒன்றாகவும் இருக்கும் . 


நிரூபணம் : 


வகை 1 


n என்பது ஒரு மிகை முழு எண்ணாக இருக்கட்டும் . 
இப்பொழுது , 
( cos 91 + i sin en ) ( cos 8 , + i sin e . ) 

= cos ( 91 +8 , ) + i sin cer + 9. ) என்று தெரியும் . 
இங்கு cos Ga + i sin o . = cis en . என்று குறிப்பிடுவது 
வழக்கம் . எனவே , மேலேயுள்ள முடிவை , 

cis 91 cis g , = cis ( ai + 8 , ) என்று எழுதலாம் . 
இதேபோன்று , 
cis ei cis e , cis es = cis ( 91 +0 . ) cises 

= cis ( e1 + 6s + 08 ) 
இதை மேலும் விரித்துக்கூற , 

cise | cise , cis 3. ....... eis e . = cis ( e1 + 0 , + 08 + -en ) 
என்றாகும் . 

இம்முடிவில் 8 = 08 = on = 0 என்றிடுவோமானால் , 

cise cise cisa ...... is o = cis ( a + G + 9 + .... + 6 ) 
என்று கிடைக்கும் . 
i.e. cis e cis a cise ...... n காரணிகள் வரை 
cis ( e + 8 + 

........ உறுப்புகள் வரை ) 


- 
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cis no 


|| 


i.e. 

[ cis alr 
i.e. ( cos O + i sin an cos n e + i sin ne 

இவ்வாறு , n மிகை முழு எண்ணாயின் தேற்றம் உண்மை 
யாகும் என நிறுவியுள்ளோம் . 


வகை 2 


n என்பது ஒரு குறை முழு எண்ணாக இருக்கட்டும் . ஆகை . 

m என்று கொள்வோமானால் , m ஒரு மிகை முழு 
எண்ணாக இருக்கவேண்டும் என்பது தெளிவு . 


யால் n = 


இப்பொழுது , 
( cos e + i sin g ) " ( cos e + i sin gam = ( cos e + i sin a ) m + n 

( cos 8 + i sin G ) 
= 


... 


( cos 9 + i sin a ) n = 


1 
( cose + i sin aam 


என்றாகும் . 


1 


.. 


( வகை 1 - லிருந்து ) 
( cos mg + i sin me ) 

( cos m 9 - i sin ma ) 
( cos m a + i sin ma) ( cos me - i sin ma ) 
( cos me - i sin m G) 
( cos : mg + sin ma ) 


= cos ( - mm9 + i sin ( - m ) a ( cos 9 + sine = 1 ) 
i.e. ( cos 9 + i sin a ) n = cosn a + i sin ne( : 

m ) 


n = 


m 


எனவே , n- ன் குறை முழு மதிப்பிற்கும் தேற்றம் உண்மை 
என்று தெரிகிறது . 


வகை 3 


* n என்பது ஒரு 

பின்னமாக இருக்கட்டும் . ஆகையால் 
P. 
Th = என்று ] 

கொள்வோமானால் , q- ஐ மிகை மதிப்பாகக் 
q 
கருதுவோம் . 
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இப்பொழுது , 


{ cos 


P 
g 


0 + i sin 0 ) * = cos ( 4- 29 ) + isin ( 470 ) 


g 


= cos pe + i sin pa 


ஆகையால் , இரண்டு பக்கமும் பு- படிமூலம் காண . 


என்பது ( cospe + i sin pe) - ன் 


p 

p 
COS 

8+ i sin 

பு 
4.படி மூலங்களுள் ஒன்றாகும் . 


பு 


P 

p 
.e . 
COS 9 + i sin 

G ) என்பது 
9 

g 
படி மதிப்புகளுள் ஒன்றாகும் . 


6 ) 


M 


cos pe + isin pe- ன் 


ii.e. 


( cos 

P O + i sin to) என்பது ( cos pe + i sin p a) + -ன் 
மதிப்புகளுள் ஒன்றாகும் . 


9 


9 


cos 


i.e. p p 

-ன் 
COS 9+ i sin 

8 
பு 
மதிப்புகளுள் ஒன்றாகும் . 
.e . p 

p 
9 + isin 
COS 

6 என்பது ( cos e + : sin a ] -ன் 
பு 

9 
மதிப்புகளுள் ஒன்றாகும் . 
i.e. ( cos n a + i sin n a ) 

என்பது 

( cos 9 + isin a மன் 
மதிப்புகளுள் ஒன்றாகும் . 

ஆகையால் , n- ன் பின்ன மதிப்பிற்கும் தேற்றம் உண்மை 
யாகிறது . 


- 


இவ்வாறு , n- ன் விகிதமுறு மதிப்புகள் அனைத்திற்கும் தேற்றம் 
ண்மை என்று அறிகிறோம் . 


5.2 . துணை முடிவுகள் : 

( i ) இத்தேற்றத்தை n- ன் விகிதமுறு மதிப்பிற்கும் மட்டும் 
உண்மை என்று நிறுவிய போதிலும் , எல்லா மெய் மதிப்புகளுக் 
கும் உண்மையாகும் என்று அறியவும் . 

( ii ) n பின்ன மதிப்பை ஏற்கும்போது ( cos n a + i sin ng ) 
என்பது , ( cose + i sin or என்ற 

சார்பின் n மதிப்புகளுள் 
ஒன்று என்று கூறினோம் . எனவே ஏனைய ( n - 1 ) மதிப்புகளை 


1 
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எவ்வாறு பெறுவது என்பதை அடுத்து வரும் எடுத்துகாட்டுகள் 
மூலம் அறியவும் . 
( iii ) ( cos G + i sin a ) - " = cos ( -n ) G + i sin ( - 1 ) 8 

= cos TG - i sin ne 
குறிப்பாக , ( cos 9 + i sir.as - 1 ( cos 8 - i si a 

1 
அதாவது , 

= cose - ising 
( co ! G + i sire ) 


அல்லது , 


1 
corO - i sing 


cosa + i sin e 


இதேபோன்று , 
( cose - isira ) = [ ( cose + isir a ) -1 ] n 

= ( cosa + isir a ) -n 


அதாவது , ( cosa - i sir.gan = ( cosag 

( cosra - i sinren 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


1 . 


// 


| 


பின்வருவனவற்றை நிறுவுக : 
( i ) 

( cos 20 + i sin te ; s ( cos 30 - isin 3g ) 4 
( cos 30 t i sin ta) ( cos 4G + isin 49 ,-3 

( cosd + isird ) 4 cos4d + isin4d 
( ii ) 

( sing + i coss , 6 sin5 B + i cos3 B 

1 - cos28 + isin2018 
( iii ) 

i tan 9 
1 + cos2G + isin28 


. 


) 





தீர்வு : 

( j ) 


கொடுக்கப்பட்ட கோவை , 

( cos G + isin2018 ( cosee - isinaa) 
( cos : G + isinea ) ( cos40 + isin40 ) 
[ [ co : 9 + ising ) ] [ ( co: 9 + ising ) - ] 
[ ( corg + ising ] [ ( coG + sug ) - 
( core + isirai * ( cose + i sina ) -12 
( cosG + ising ( cose + isine ) -12 


= 1 . 
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( ii ) ( cosd + i sind ) = cos4d tisin4d 


( sinB + i cos B ) 


-- cos5 


B ) + isin 5 


COS 


575 
2 


[ cos ( 6 - 8) + isin ( -8 )] 
( A - B ) + 

( F - B ) 
5B ) 

) + i sin ( ** - 58 ) 
[ 23 ( 

B )] 
+ isin [ 2x + (7-58 )] 
( - 53 ) 

:) + i sin ( -58 ) 


[ 2x + 


COS 


- 5B 


2 


COS 


= sin 5B + i cos 5 B. 


( cosd tisind ) 
( sin + i cos ) 


cos4d + i sin4d 
sin5B + i cos5 B 


( iii ) 


! 


1 coso to i sin 20 
1 + cos20 

izin 20 
( 1 - cos 0 ) + i ( sin 20 ) 
( 1 + cos 20 - i ( sin 20 ) 
2 sine o to i ( 2 sin cos 0 ) 
2 cos - i ( 2 sin coso ) 


11 


11 


2 sin ( sino + i cos 0 ) 
2 cos ( cos - i sino ) 


COS 


( 3-0 ) + 

6 ) + i sin ( -0) 


= tan 


( coso - i sin o ) 


cos (2-0) + isin ( 1-0) 


= tan o 


( cos o + i sin 0 , -1 


tan 


. [ cos ( 1 - 0). -i sin( 5-0 )] ( cos + i sin ( ) 
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II 


+ i sin 


tane [ cos ( 5-6 + 0 ) + 
tan ho 


( 9–0 + 0 ) ] 


= tan 


COS 


+ i sin 

2 


i tano 

1 cos 20 + i sin 29 
1 + cos 20 – i sin 20 


8 


11 


i8 tan 0 
i tan o 


2. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளவற்றை நிரூபிக்கவும் .. 


( i ) (1 + iv 8 ) " + ( 1 - iv 3 ) 


I 2nti cos 


( * ) 


( ii ) ( 1 + cosoti sino ) " + ( 1 + coso- i sin ," 

2n + 1 cos 


COS 


தீர்வு : 


( i ) rico 1 + iV 3 

2 = 2 


+ i sin 


3 


5 ( 9 ) ( 10 ) 
( s + vo 

(( cos isin ) 
( 1 + iva ja 

( 5 ) 
20 (co 

ht ) 
SOaGurw , (1-1 / 5 ) = [ 2 ( cos - - i sin % ) ] 

20( cos metem - sin * ) 


.. 1 


2n { cos 

COS 7+ i sin 


пл 


= 2n cos 


3 + i sin 


= 2n1 cos 


nat 


3 


6T 607 Go , ( 1 + iv 3 ) + ( 1 

+ ( 1 - iV9 ) 


nn 


= 20 ( 2 cos 


NIR 


) 


= 2ntol cos 


3 
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( ii ) ( 1 + cos 0 + i sin on 


COS 


ll 


= 2n cos 


acgGuru , ( 1 + cos - i sin o ) 


an cosa 


i sin 


COS 


. 


( 1 + cos + i sin 0 ° + ( 1 + cos 0 - i sin o ) " 

= 2n cosa 


[ 2 cos" ( ) + i2 sin cos ] 
( 2 cos ) 

9 + i sin ] 
( ) [ cos m + i sin ho 
( 8) [ co 

mo ] 
( 9 ) [ (c05 * + isine) 

( cos no ) ] 
( ecos ( 10) 

(- )cos (10 ) 
( * + ** ) - 2 cos do (y + 5 ) 

(2 + ) 


пе 
- i sin 


+ 


= 2n cosi 


2nti cosa 


8 
. 


2 cos B , 


= 2 cos y 6T GUT (03.0 , 


xlym zn 

+ 
zn xlym 


2 cos ( ld + mß -n Y )6T COTON 24% . 


தீர்வு : 


1 


x + 


= 2 cos d என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது . 


X 


Qu@ urga ( x - 1 ) = ( x + ) * - 4x = 


( 2 cos 2 ) S 
= 4 ( cosa d - 1 ) 
4 ( 1 

cosa o ) 
4 sinº a 
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( x- ) - v = 4 sind 


2i sin 


எனவே , 


( * + **) + (* - * 


2cos e + 2 i sin d 


i.e. 2x = 2 cos d t i sind ) 

i.e. x = cos a t i sin d 
இதேபோல , 


y + 


2 cos B. ( 2+ 


1 ) 


= 2 cos r 


என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருப்பதால் 

y = cos B + i sin ß , z = cos y + i sin Y 6T 601 Dju 
பெறலாம் .. 


இப்பொழுது , 


( ) 


zn 


xlym icos d + i sin a ( ces B + i sin B.) m 

( cos y t i sin y , " 
( cos o + i sin d ) ( cos ß + i sin ß ; m 

( cos Y + i sin Y 
= ( cos 12 i sin I d ) ( cos m B + i sin B ) 

( cos ny - i sin n y ) 
( cos ( Id + mß ) + i siriid + mß ; ] ( cos ny - i sin ny ) 


ic . (* ) 

( 1 ) 


cos ( 1 d + m B - ny) + i sin (id + m B - ny ) 


= 


1 
cos (1 + m ß -ny) + i sin tid + mB - ny) 

[ cos ( ld + m B - ny ) + i sin ( ld + mß - ny ) ) - 1 
= cos ( ld + m B + ny ) – i sin ( ld + mß - ny ) 


al ym 


2 


எனவே , 


t 


= 2 cos ( 1 d . + m ß -ny ) 


zn 


a ym 


என்று கிடைக்கும் . 
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( i ) 13 


4. கீழ்க் 

காண்பனவற்றின் அனைத்து மதிப்புகளையும் 
கண்டுபிடி . 

( ii ) ( 18 - i) 
தீர்வு : 

( i ) இங்கு நாம் காண இருப்பது ஒன்றின் மூப்படி மூலங் 
களாகும் . முதலில் 1 - ஐ , கற்பனை பகுதி பூஜ்யமாகவுள்ள சிக்க 
லெண்ணாகக் கருதி , மட்டு - வீச்சம் அமைப்பில் 

எழுத 
வேண்டும் . 
இவ்வாறு , Z = 1 

Z = 1 = cos C ° + i sin 0 ° 

= cos 2px + i sin 2pm , ( p என்பது 
ஏதேனும் ஒரு மிகை முழு எண்ணாகவோ , அல்லது பூஜ்யமாக 
இருக்கக் கூடும் ) 

* 
ஆகையால் , Z ( cos2px + i sin 2px ) , p = 0,1,2,3 , .... 

2pm 
i.e.Z 

+ isin 
31 

, 
( இங்கு 0,1,2 எனும் மூன்று மதிப்புகளையும் p ஏற்கும் போது 
மூன்று வெவ்வேறு மூலங்கள் கிடைக்கும் . பின் வரும் குறிப்பில் 
விளக்கம் காண்க . ) 


p = 0 , 1 , 2 . 


தேவையான மூலங்களை d . , dy , d.- ன் என்று குறிப்பிடு 
வோமானால் , p = 0 , 1 , 2 

என்று அடுத்தடுத்துப் பிரதியிட , 
முறையே d . , dy , d.- ன் மதிப்புகள் கிடைக்கும் . 

do = cos0 ° + i sin 0 ° = 1 
27 

27 
di 

8 + i sin 

3 


இவ்வாறு , 


= COS 


ds 


= cos 

3 


+ i sin 


3 


இவற்றை மேலும் சுருக்க , 

cl = 1 , 


41 = cos(x- ; ) + rain ( x- * ) 

--cos + + + in + - ( - + ; ) 
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4 , = cos ( x ++ ) + t sin ( x + 

- " ) 
- cos " -isin * = ( 

- ( - + - ) 

( அதாவது 13 - ன் 


எனவே , 

தேவையான மூலங்கள் , 
மதிப்புகள் ) 
1 + i 13 

1 + i / 3 
1 , 

என்பனவாகும் . 
2 

2 
குறிப்பு : 

( i ) 9 எனும் கோணத்துடன் 2pm ( p = 1 , 2 , 3 , 
எனும் மிகை முழு எண்கள் ) என்ற கோணத்தைக் கூட்டுவதால் 
aos 9 , sin 8 முதலிய கோண விகிதங்களின் மதிப்புகள் மாறாது 
கான்பதை அறியவும் . இவ்வாறு cos 0 ° , sin 0 ° -க்குப் பதிலாக 
cos 2pm , sin 2 றா என்று எடுத்துள்ளோம் . 

( ii ) இங்கு P- ன் அடுத்தடுத்துள்ள 3 மதிப்புகளுக்கு ஒப்ப 
மூன்று தனித்தனி மூலங்கள் கிடைக்கும் . ஆனால் அம்மதிப்பு 
களுக்கு அடுத்த நான்காவது 

மதிப்பை ற ஏற்கும் போதுக் 
கிடைக்கப்பெறும் மூலமானது , முதலில் கிடைத்த மூன்று மூலங் 
களுள் ஏதேனும் ஒன்றாகத்தான் இருக்குமே தவிர , அவற்றி 
னின்றும் வேறுபட்டதாக 

இருக்காது . ஏனெனில் , மேலே 
கண்டுபிடித்த 13- ன் மதிப்பில் , p = 3 என்றிட , 

, p 
68 

6ா 
+ i sin 
3 

3 

= cos 21 + i sin 2n = 1 என்று 
கிடைக்கும் . இம்மதிப்பு d . ( p = 0 என்றிடக் கிடைக்கும் 
மதிப்பிற்கு ) -ற்குச் சமம் என்பது விளங்கும் . 

இதேபோன்று p- ன் வேறு எந்த மதிப்பிற்கும் ஒப்ப , இம் 
மூன்று மூலங்களுள் எதேனும் ஒன்றுதான் கிடைக்கும் என்பதை 
கண்டுகொள்ளலாம் 

( iii ) பொதுவாக , Z = r ( cos ) -- i sin a ) எனும் சிக்க 
லெண்ணின் n படி மூலங்களைக்காண , பின்வரும் முறையைப் 
பின்பற்றுதல் வழக்கமாகும் . 

Z = r ( cosa + i sin ) ) 
Zx = rn 

( cos a + i sina ) 
= // [ cos ( 2px + c ) + i sin ( 2px + 01 , 

p = 0 , 1 , 2 , ..... 


do3 


= cos 


1 


1 


... 
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1 
i.e. Zn = 


os 


2px + 8 


COS 


+ 9 ) + f sin ( + 9 )) . 


n 


( n 


இங்கு p = 0 , 1 , 2 , 
ஏற்கும் . ( p = 1 , 2 , 3 , 


1 ) என்று n மதிப்புகளைத்தான் 
n என்றும் கொள்ளலாம் . ) 


1 


எனவே , Z " -ன் மதிப்பில் , p = 0 , 1 , 2 , 3 , .... ( n - 1 ) 
என்று அடுத்துள்ள n மதிப்புகளைப் பிரதியிட , n வெவ்வேறு 
மூலங்கள் கிடைக்கும் . மேலும் p = n என்றிட கிடைக்கப்பெறும் 
மூலம் முன்பு 

முன்பு கிடைத்த n மூலங்களுள் ஏதேனும் ஒன்றாக 
இருக்குமேயல்லாது , அவற்றினின்றும் மாறுபட்ட 

மாறுபட்ட வேறு ஒரு 
மூலமாக இருக்காது என்பதை அறிந்துகொள்ளுதல் வேண்டும் . 
இவ்வாறு , எந்த ஒரு சிக்கலெண்ணுக்கும் n படி மூலங்களின் 
எண்ணிக்கை - தான் என்பதை அறியவும் . 
( ii ) Z = 3-1 என்க . 

3 

1 
: 7 = 2 

i 2 

i sin 
2 2 

6 . 

6 
i.e. 

+ i sin 2 pm 

i p 
6 

6 
p = 0 , 1 , 2 , 


N 


= 2 ( cos ( 2 


... 


N 


= 2 + ( cos ( ரா சு ) 
+ i sin ( 2pm - + ] 


p = 0 , 1, 2 , 


* . 


= 


= ( - ( - ) + ( 3 ) ] 


இங்கு , , , 

p- க்கு 0 , 1 , 2 , 3 , 4 என்ற 5 மதிப்புகளை மட்டும் 
பிரதியிடவேண்டும் . p- ன் இந்த 5 மதிப்புகளுக்கு ஒப்பான 
மூலங்களை முறையே d . , d l , de , dg , d4 என்று குறிப்பிடு 
வோமானால் அம்மூலங்கள் பின் வருமாறு அமையும் . இவ்வாறு , 
4. 

+ i sin 


2+ (cox 55 – sing ) 


I LITIlliii . 
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30 ) 


23T 
COS 

30 


+ i sin 


237 
30 


----( - ( 
- )--- 

[ 151 
* . - - ( == (* -1) - ( " * ] ] 

28 
4 .-- " (rs ( 3 ) + 1in (" - )] 
= 2 [ 

] 
= = ( cos ( 
3-5 ) + 1 in(e-- ) ] 
= 

] 
( 

+ i singo ) 
என்றிட . - ( 3 ) ; d1 = 2 x ; d , 


35m 

857 
COS 80 + i sin 

30 


d4 = 


47w 

4 
2 ( cos 

+ i sini 
30 

30 
குறிப்பு : 
இங்குக் கண்டுபிடித்த மூலங்களில் , x = 

cos 
COS 80 

25 325 


= 


d3 


23 335 ; 4 

= 247 என்று கிடைக்கப்பெறும் . இந்த 
ஐந்து மூலங்களும் 12 - ஐ பொது விகிதமாக உடைய ஒரு பெருக் 
குத் தொடரில் அமைந்துள்ளன என்பது நன்கு விளங்கும் . 

இதே போன்று , எந்த சிக்கலெண்ணின் 7 படிமூலங்களும் , 
ஏதேனும் ஒரு பெருக்குத்தொடரை உருவாக்கும் என்று கண்டு 
கொள்ளலாம் . 

5. தீர்வு காண்க : + + + + 1 = 0 
தீர்வு : 

x7 + x + x + 1 = 0 
i.e. x ( x + 1 ) + ( x + 1 ) = 0 
i.e. ( x8 + 1 ) + ( x4 + 1 ) = 0 
i.e. x + 1 = 0 அல்லது x + 1 = 0 


1 
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( i ) x8 + 1 = 0 Toof , ** = 


1 என்று கிடைக்கும் . 


i.e. x * = ccs a + i sin 
= cos ( 2 px + ) + i sin ( 2pta), 

p = 0 , 1 , 2 , .... 
[ cos ( @p + 1 ) * + i sin ( 2p + 1 ) ^ ] } 

P- 0 , 1 , 2 , 


X = 


i.e. 


X = 


- { cos 

cos ( 2p + 1 ) + i sin ( 2p + 1 ) . ] 


p = 0 , 1 , 2 , 


எனவே . மூன்று மூலங்களின் மதிப்புகள் பின்வருமாறு : 


do = ( cos + i sin ) - 

5 ) - ( 6 + y ) - ( +5 ) 
diac 

- ) = i 
ds = (c 5 * ) - (cos - isina - ( 


cos 


COS 


3R 
8 


375 
+ i sin 

3 


( cosa ti sina ) = -1 


570 


-V3 


CG 


8 


tisin 


( ii ) x + 1 = 0 TOT 3 , ** 


- 1 என்றாகும் . 


x 


= COS * + i sin 7 
= cos ( 2px + * ) + isin ( 2pm +98 ); p = 0,1,2 , .... 


i.e. x = [ cos ( 2p + 1 ) * + isin ( 2p + 1 ) ] * p = 0,1,2 , .... 


= [ 

[ co 


4 


1 


i.e. cos ( 2p + 1) + isin ( 2p + 1) 

p = 0 , 1 , 2 , 3 , 
நான்கு மூலகங்களும் பின்வருமாறு : 


1 


1 + i 


B. 


+ i sin 


COS 


1 
V2 


4 T 


vä ti 


R 


1 ti 


9R 
COS 

4 


B 


87 
+ i sin 

4 


... 


COS 


1 


4 + i sin 


4 


V2 
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+ i sin 


- i sin 


B , - ( cos 5 n * ) - ( - cos " * ) 

- ( - ) 
B. - (cos TT +1 sinT ) - (cos + - hins ) 

( E ) 


இவ்வாறு , do , di > cz , s . , B1 , B ,, B3 என்ற ஏழு மதிப்பும் 
களும் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் மூலங்களாக உள்ளன . 


பயிற்சி 
1. சுருக்குக . 

( cos 29+ i sin 2 0 ) -5 ( cos 39 - i sin 39 ) 

( cos G + i sin a ) ( cos 40 - i sin 4 9) " 


( 
i 
) 


8 


( ii ) 


( cos 39 + i sin 39) ( cos G - i sin e ) 
( cos 5 0 + i sin 50 , ( cos 28 -1 sin28) 


7 


8 . 


( iii ) 


( cosG + isina ) 10 
( cos -- i sin ) 


( iv ) 


sin a - icosg 
cos 9 - i sing 


18) 


( vi ) ( 1 + sina + i cosa ) 


( v ) ( sina + i cosa ) n 

( cosa + i sina) 
(( vii ) 

( sing + i cosa ) 


4 


( viii ) ( 1 + i ) 


R 


2 
. 


( 1 + sin a + i cos en 
( 1 + sin a _ i cosan 


= .COS 


n 


ne 


0 ) 


2 


( 
no ) 


+ i sin 


( " 


என்று நிரூபிக்கவும் . 


8 


1 + sin 


+ i cos 


8 


8 | 


3 . 


என்பது முற்றிலும் ஒரு 


i cos 


8 


1 

8 
மெய்யெண் என நிரூபி . 


( 
i 
) 


= itan 
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4 . x = ( cos d + isin d ) , y = ( cosB + i sin ß ) ST SİT 360 , 
பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
x - y 

d B 

1 + x 
( ii ) 

– icot 

cotton 
x + y 

2 

1 - X 
x2_1 
( iii ) 

= i tand 
x2+1 

tan (** ) 
( x + y ) ( xy - 1 ) 
( vi ) 
( x - y ) ( xy + 1 ) 

d - 1 

B 
tan 

2 
5. ( 1 - i VS ) + (-1 - IV 8 ) - sør logus ue 4600 & • 


= 


8. A = cos 2 + i sin2 ) , B = ( cos 2B + i sin 2B ) . 

C = ( cos 2y + i sin 27 ) , D = ( cos 28 + i sin 28 ) 
என்றால் , 


+ 


= 2 cos ( d - B ) Tod du , 


( 1) N 7 

W + NA 
( ii ) 


AB 

CD 
+ N AB 

= 2 cos ( d + B - Y - 8 ) 
CD 
என்றும் நிரூபிக்கவும் .. 


7 
. 


= 2 cos oli 


yt 


= 


+ 5 


2 cos B , 


( * + ** ) 
( - + ) 


= 2 cosY எனில் , பின் வருவன உண்மை 


யெனக் காட்டு . 


1 
( i ) xm + 

xm 


= cos mo 


( ii ) xyz + 


1 

= 2 cos ( d + B + Y ) 
Xyz 


1 
( iii ) xm yn zB + 

xm yn zB 


2 cos (md + n + PY ) 


xm yon 
( iv ) 

ZP 
8. B. 91. - 32 


ZP 

= 2 i sin ( m .dtnB - PY) 
xm yin 
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8 
. 


cos d + cos B + cos Y = sin d + sin B + sin y = 0 
என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , கீழ்க் காண்பனவற்றை 
நிரூபிக்கவும் . 


( i ) cos : d + cos B + cos Y sin d + sin B 

3 
+ sin y = 

2 
( ii ) cos 3 ! + cos 3B + cos 3Y = 3 cos ( d + B - FY ) 
( iii ) sin 34 + sin 3B + sin 3Y = 3 sin ( d + B + Y ) 


9 . 


7 என்பது ஒரு மிகை முழு எண் எனில் , 
( i ) ( 1 + i ) n + ( 1 - i) = 2 

+ 11 ) 

cos 


( 4 ) 


என்றும் , 


28n + 1 


( ii ) ( - 1+ 3in + ( - 1 - 3 in 

என்றும் நிறுவுக . 


10. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவைகளின் அனைத்து மதிப்பு 

களையும் கணக்கிடு . 


(i) ( 64) (ii ) ( -16) (ii ) ( -1 ) ச் ( iv ) (1 + 1 )} 
( v ) (13+ ) (vi) ( i - 1) ( vii ) ( 21- 2) 1 

(rit) ( 1 - ji (is ) ( 1 + < / s » ** ( ( + 2 + 1 + 1 ) 
11. [ ( 1 + ( siy * + ( 1 - 115 * ]-ன் 


ஒரு 


மதிப்பு 


A / 32 என்று நிரூபி . 


12 . 


ல என்பது ஒன்றின் n படி மூலங்களுள் ஒன்று எனில் , 
( 1 + ல ) " என்பது ஒரு மெய்யெண் எனக் காட்டு . 


18 . 


x2 - 2x + 4 = 0 எனும் சமன்பாட்டின் 


மூலங்கள் 


d , B என்றால் , d " + Br = 2n + 1 cos 


nnt 


என்று நிறுவுக . 
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14. கீழ்க்காணும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் காண்க . 

( i ) x + 8 = 0 ( ii ) ** - 16 = 0 
( iii ) x – 1 = 0 

( iv ) x12 

x6 – 6 = 0 
( v ) 2-4x8 + = 0 ( vi ) xº + x – 14 – 1 = 0 
( vii ) x11 - x ? + ** - 1 = 0 


( viii ) x18 – 


x + x6 - i = 0 


( ix ) ** - .X8 + x - x + 1 = 0 
( x ) x16 + x + x + 1 = 0 


விடைகள் 


. 


( i ) ( cos 80 – i sin 80 ) 
( ii ) ( cos 130 – i sin 180 ) 


( iii ) ( cos ( 100 + 60 ) + i sin ( 100 + 60 ) 


( iv ) ( -sin 60 + i cos 60 ) 


( v ) cos 1 


( 5-0) + 


+ i sin n 


( - ) 


( vi ) ( - 8i ) 


( vii ) - i ( cos 90 + i sin 90 ) 


( viii ) 2n cos 


( - ) [ co ( - ) 

( - )] 


+ i sin n 


5. (-2 ) . 


10 . 


PR + i sin 

PR 


* ) 


p = 0,1,2 , ... ... 5 . 


3 


( i ) 2 

cos 
( ii ) ( + 72 + iV2 ) 
( iii ) cos ( 2p + 1 ) 

) 


[c 


R 
6 


+ i sin ( 29 +1) ] 


p = 0,1,2 , ... ... 5 . 
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ஓர் அறிமுகம் 


( iv ) 2 

p = 0,1,2 , .. ES 


p = 


= 0,1,2,3,4 . 


9 [ cos ($ ** ")a +isin t ) * ] 

(** 
(w) 42 [ cos ( 1964-4 )* + i sin egen --) " ] 
. 
( vi ) 910 

2 +0 [ cos ( 92.5 ° ) a +isin ( **) * ] 
(vii) va [ cos (* * *) a+ sin ( 27 ° ) * ] 
[ cos ( 443 ") ati sir 

sin ( +)* 1 
2 * [ cos ( 9 ** ) ++i sin( +4 ) * ] 


p = 0,1,2,3,4 . 


P 


0,1,2 . 


( viii ) 32 

p = 0,1,2 . 


( ix ) 24 


P : 


0,1,2 


( x ) 


8p + 1 

ati sin 
16 
0,1,2,8 . 


P = 


14 . 


( i ) ( -2 ) , ( 1 i V3 ) . ( ii ) + 2 , + 2 i. 


( iii ) 


cos 2pm 


+ i sin 


2pn 
7 


7 


p = 0,1 , ... ... 6 . 


( iv ) # 8 

+ % , 


8 
2 


* ) . 
( = 1 # v8 ) ; 2*[cos ( +4) 
i sin ($ # ) * ] 
cos [ + ( 8P + 1 ) % ] + i sin [ + (6 + 1) ] 


p = 0,1,2 , ... ... 6 . 


( v ) cos 


p = .0 , 1 , 2 . 
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14. ( vi ) 


p = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 


( vii ) +1 , i , 


(** ). [cos ( ") + sin ( T")] 

[ co 

cos ( 2p + 1 ) + i sin( 2p + 1) ] 
[ cos (1T) + isin ( * )] 
[ cos ( P + ) 

( 20 + 4 ) * ] 


P = 


= 0 , 1 , 2 , ......... 6 . 


( viii ) 


, P = 0 , 1 , 2 ...... 5 . 


* + i sin 
p = 0 , 1 , 2 , .......... 


R 


( ix) [ cos 


5 


cos ( 2p + 1 ) 5 + isin ( 2p + 1 ) 
p = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 


7 


[ cos 
[cos ( @ p + 1 ) + isin ( @ p + 1 ) 


cos ( 2p + 1 ) + isin ( 2p + 1 ) 

7 
p = 0 , 1 , 2 , ......... 6 . 


] 


p = 0 , 1 , 2 , ......... 7 . 


" 


ஈ . பிரிவு 
நுண்கணிதம் 

( Calculus ) 


1 


1. சார்பின் எல்லை 
( Limit of a function ) 


1.1 . சார்புகள் 

எந்த ஒரு கணிதச் செயலின்போதும் , ஒருசில கணியங்கள் 
நிலையான ( அல்லது மாறாத ) மதிப்புகளை உடையனவாகவும் ; 
வேறு சில கணியங்கள் பல்வேறு மதிப்புகளை ஏற்பன வாகவும் 
( அதாவது , அவற்றின் மதிப்புகள் மாறிக் கொண்டும் ) இருக்கக் 
கூடும் . நிலையான மதிப்புகளை உடைய கணியங்கள் மாறிலிகள் 
( Constant ) என்றும் , மதிப்புகள் மாறுந்தன்மையுடைய கணியங் 
கள் மாறிகள் ( Variables ) என்றும் கூறப்படும் . மாறிலி களை 
a , b , c . 

முதலிய எழுத்துக்களினாலும் , மாறிகளை x , y , z ... 
முதலிய எழுத்துக்களினாலும் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . 


கன 


3 


இரண்டு மாறிகளுள் ஒன்றின் மதிப்பு மற்றொன்றைச் சார்ந் 
திருக்குமானால் , முதல் மாறியை சார்புடை மாறி ( Dependent 
variable ) என்றும் , அடுத்த மாறியை சாரா மாறி ( Independent 
variable ) என்றும் கூறுகிறோம் . எடுத்துக்காட்டாக ஒரு கோளத் 
தின் கன அளவு 

அதனுடைய ஆரத்தைச் சார்ந்திருக்கும் . 
அதாவது , கோளத்தின் அளவை Y என்றும் , ஆரத்தை 

4 
r என்றும் குறிப்பிடுவோமானால் Y = mrs என்று அறிவோம் . 

3 
இங்கு , r என்பது சாரா மாறியாகவும் , Y என்பது சார்புடைய 
மாறியாகவும் உள்ளன . எனவே , Y என்பது r எனும் மாறியின் 
சார்பாகும் . இதேபோன்று , அடிப்பக்க ஆரம் r என்றும் , உயரம் 

11 
h என்றும் உள்ள ஒரு கூம்பின் 

அளவு , Y 

nrh 

3 
என்று தெரியும் . இங்கு Y- ன் மதிப்பு r , h எனும் இரண்டு மாறி 
களைச் சார்ந்துள்ளது . அதாவது , " -ன் மதிப்பு மாறினாலும் , h- ன் 
மதிப்பு மாறினாலும் , -ன் மதிப்பு மாறுந்தன்மையுடையது என்று 
பொருளாகும் . இங்கு - யை இருமாறிச் சார்பு என்கிறோம் . 


கன 


பொதுவாக , y எனும் மாறியின் மதிப்பு : என்ற மாறியைச் 
சார்ந்திருக்குமானால் , y = f ( x ) என்று 

குறிப்பிடுவதுண்டு . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


இங்கு , ( x ) என்ற குறியீடு -ன் சார்பு எனும் சொற்றொடரைக் 
குறிக்கும் . இதேபோன்று ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட சார்புகள் 
கொடுக்கப்படின் , அவற்றைக் குறிப்பிட f ( x ) , g ( x ) , - ( x ) 
எனும் அடையாளங்களையோ , அல்லது f ( x ), f ( x ) , f3 ( x ) ...... 
என்ற அடையாளங்களையோ பயன்படுத்துதல் வழக்கம் . 


குறிப்பாக , y = 3x - 5x + 2 எனில் , f ( x ) = 

, 3x - 5x + 2 
என்று அறிகிறோம் . x = 4 எனும்போது கிடைக்கப்பெறும் y- ன் 
மதிப்பை f ( 4 ) என்றும் குறிப்பிடலாம் . 
... f ( 4 ) = 3 ( 42 ) - 5 ( 4 ) +2 

3 ( 42 ) - 5 ( 4 ) +2 = 30 என்று அறியவும் 
இதேபோன்று , 


f 


( -1) -3(-3 ) - 5 ( - 3 )+ 2- * 


65 
4 ) 


என்றும் பெறலாம் . 


1.2 . பல்வகைச் சார்புகள் 

சார்புகளின் படி முதலியனவற்றைப் பொறுத்து , அவற்றைப் 
பலவகைகளாகப் பிரித்துள்ளனர் . அவற்றை இங்கு காண்போம் . 


( அ ) பல்லுறுப்புக் கோவை ( Polynomial ) 

n என்பது ஒரு மிகை முழு எண்ணாகவும் , as , ay , ay , ... at 
என்பன மாறிலிகளாகவும் இருக்குமானால் , 


y = aox + ayxn - 1 + a.xn - 2 + ..... + a , -1.x + an என்ற x- ன் 
சார்பை ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை என்று கூறுகிறோம் . இங்கு 
x- ன் மீப்பெரும்படியான n என்பது 

பல்லுறுப்புக்கோவையின் 
படி என்றும் , மற்றும் அக்கோவை 11 படிக்கோவை என்றும் 
கூறப்படும் . 


குறிப்பாக n = 1 எனும்போது , அப் பல்லுறுப்புக் கோவை ஒரு 
படிச் சார்பு என்றும் ; n = 2 என்றால் , அது ஒரு இருபடிச் சார்பு 
என்றும் ; n = 3 என்றால் , அது ஒரு முப்படிச் சார்பு என்றும் வரை 
யறுக்கப்படும் . இதேபோன்று ஏனைய படிகளுக்கும் பல்லுறுப்புக் 
கோவையை வரையறுக்க முடியும் . 


மேலும் , இத்தகைய சார்புகளில் y என்ற மாறியின் மதிப்பு: 
x- ன் மூலம் தெளிவாகக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் , இவற்றை 
வெளிபடுச் சார்புகள் அல்லது தெளிவுச் சார்புகள் ( Explicit 
functions ) என்கிறோம் . 


சார்பின் எல்லை 
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( ஆ ) உட்படுச்சார்பு ( Implicit function ) : y- ன் மதிப்பை 
3 மூலம் தெளிவாகக் கொடுக்காமல் ; x , y இம்மாறிகளுக்கிடையே 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஏதேனும் ஒரு தொடர்பு மூலம் அறிய 
வேண்டியிருக்குமானால் , அத்தகைய 

x , V- ல் அமைந்துள்ள 
சார்பை உட்படுச்சார்பு என்று கூறுகிறோம் . பின்வருவன உட்படு 
சார்புகளாகும் : 


( i ) 3x - 5 xy + 7y = 0 
( ii ) ax : + bxy + cyx + dye + kxyz = 0 
( iii ) 5 ( a + y ) - 9 ( x + y ) + 10 = 0 
( iv ) a ( x2 + ye ) + bxy + c ( x + y ) + d = 0 


( இ ) சமபடித்தான சார்பும் , சமச்சீர் சார்பும் ( Homogeneou s 

function and Symmetric function ) 
இரண்டு அல்லது இரண்டுக்குமேற்பட்ட மாறிகளில் அமைந் 
துள்ள ஒரு கோவையின் எல்லா உறுப்புகளின் படிகளும் சமமாக 
இருக்குமானால் , அக்கோவையை சமபடித்தான சார்பு 
கூறுகிறோம் . மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள எடுத்துக்காட்டுகளில் 
( i ) , ( ii ) - ன் இடது புறக் கோவைகள் சமபடித்தான சார்புகளாகும் . 


என்று . 


ஆனால் , இரண்டு அல்லது இரண்டுக்குமேற்பட்ட மாறிகளால் 
ஆன ஒரு கேவையில் , இரண்டுமாறிகளை ஒன்றுக்குப் பதிலாக 
மற்றொன்றை மாற்றுவதால் கோவையின் அமைப்பு மாறாமல் 
இருக்குமானால் , அக்கோவை அந்த இரண்டு மாறிகளிலும் சமச் 
சீருடையது என்கிறோம் . மேலே உள்ள எடுத்துக்காட்டுகள் 
( iii ) , ( iv ) - ன் இடது பக்கக் கோவைகள் x , J- ல் சமச்சீருடையன 
வாகும் . 


மேலும் , , y , z ஆகிய 3 மாறிகளின் சார்பு ஒன்றில் X- க்குப் 
பதிலாக y , y- க்குப் பதிலாக 2 , 2 - க்குப் பதிலாக x என்று ஒரு 
ஒழுங்குமுறையில் மாறிகளை மாற்றும்போது அச்சார்பின் மதிப்பு 
மாறாமல் இருக்குமானால் , பின் அச்சார்பு வட்ட சமச்சீர் சார்பு 
எனப்படும் . [ a (xy + y z + Ex ) --- bxsz + c ( x + y + z ) + d ) 
என்பது ஒரு வட்டசமச்சீர் சார்பாகும் . 


( ஈ ) சார்பின் சார்பு ( Function of a function ) 

u என்ற மாறி y- ன் சார்பாகவும் , y என்பது x- ன் சார்பாகவும் 
இருக்குமானால் , இறுதியாக u- வை ஒரு x- ன் சார்பாகப் பெற 
முடியும் . இங்கு , ப என்பது ஒரு சார்பின் சார்பு எனப்படும் 
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எடுத்துக்காட்டாக , u = log y என்றும் , y = ( 3x " -5x + 7 ) என்றும் 
கொடுக்கப்பட்டால் , u ஒரு சார்பின் சார்பாகும் . 


( உ ) ஒற்றைச்சார்பும் , இரட்டைக்சார்பும் ( Odd function and 

even function ) 
f ( x ) எனும் x- ன் சார்பில் , x- க்குப் பதிலாக ( -x ) என்றிட 
கிடைக்கப் பெறும் மதிப்பு , அடையாளத்தில் மட்டும் மாறுபட்டு , 
எண்ணளவில் f ( x ) - க்குச் சமமாக இருக்குமானால் , f ( x) - ஐ 
ஒற்றைச்சார்பு என்றும் ; அம்மதிப்பு f ( x ) - க்குச்சமமானால் , f ( x) - ஐ 
இரட்டைச் சார்பு என்றும் கூறுகிறோம் . அதாவது f ( -x ) = - f ( x ) 
என்றால் , f ( x ) ஒரு ஒற்றைச் சார்பாகும் ; மாறாக f ( -x ) = f ( x ) 
எனில் , f ( x ) ஒரு இரட்டைச் சார்பாகும் . எடுத்துக்காட்டாக 
y = cos x என்பது இரட்டைச் சார்பு என்றும் , y = 

sin x என்பது 
ஒற்றைச் சார்பு என்றும் தெரியும் . 


குறிப்பு : 

( i ) எந்த ஒரு x- ன் சார்பும் ஒற்றைச் சார்பாகவோ அல்லது 
இரட்டைச் சார்பாகவோ இருக்க வேண்டியது அவசியமில்லை . 

எடுத்துக்காட்டாக y = log x , y = 2x3 + 5x - 7x + 2 
என்பன இத்தகைய சார்புகளாகும் . 

( ii ) f ( x ) = 3x + - 5x8 + 2x + 8 என்ற பல்லுறுப்புக் 
கோவையை எடுத்துக் கொள்வோமானால் , x- ன் 

எல்லா மெய் 
யெண் மதிப்புகளுக்கும் ஒப்ப , f ( x ) - க்கு பல்வேறு மதிப்புகள் 
கிடைக்கும் என்று அறிகிறோம் . அதாவது y = f ( x )) எனும் 
தொடர்பு x- ன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கும் 


உண்மையாகும் என்று அறிகிறோம் . எனவே ( 2 ). / ( - ; ) 
( 1 ) 


f 


போன்ற மதிப்புகளைக் கொடுக்கப்பட்ட சார்பிலிருந்து 


பெற முடியும் . 


8 
* 


( iii ) ஆனால் , f ( x ) = 


- 1 

எனும் சார்பை எடுத்துக் கொண் 
x - 1 


டால் , இங்கு x என்ற சாராமாறி எல்லா மெய்யெண் மதிப்பு 
களையும் ஏற்க முடியாது . ஏனெனில் 

1 

என்றிட , 
0 
f ( x ) 

என்று கிடைக்கும் . இம்மதிப்பு திட்ட வட்டமாக 
0 
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தீர்மானிக்க . 

முடியாததொன்றாகும் . அதாவது , எந்த ஒரு முடி 
வுடைய எண்ணையும் பூஜ்யத்தால் வகுக்கும் செயல் இதுகாறும் 
வரையறுக்கப்படாத ஒன்றாகும் . எனவே பூஜ்யத்தை , பூஜ்யத் 
தால் வகுத்தல் என்பதும் பொருளுடையதன்று . இத்தகைய 
அமைப்பை தீர்மானிக்கப்படாத அமைப்பு ( Indeterminate form ) 
என்று கூறுவதுண்டு . 


இந்த எடுத்துக்காட்டில் f ( 1 ) எனும் மதிப்பை வரையறுக்க 
முடியாவிடினும் . X சான்ற மாறி ஒன்றை அணுகும்போது , 
அதாவது ஒன்றுக்கு மிக நெருக்கமாக உடைய ஒவ்வொரு மதிப் 
பையும் ஏற்கும் போது , f ( x ) என்ற கொடுக்கப்பட்ட சார்பு . 
ஒரு முடிவுடைய எண்ணை நெருங்கும் என்பதை நாம் நிறுவமுடியும் . 
இதைப்பின் வரும் விளக்கங்களிலிருந்து நன்கு அறிய முடியும் . 


1.3 சார்பின் எல்லை ( Limit of tl function ) 

1 
இப்பொழுது y = f ( x ) = 

எனும் சார்பை எடுத் . 

1 
துக்கொள்வோம் . x- ன் மதிப்பு ஒன்றை அணுகும் போது y- ன் 
எல்லையைக் காணும் முறையைப் பார்ப்போம் . இங்கு , ஒன்றுக்கு 
அருகிலுள்ள பல்வேறு மதிப்புகளை : ஏற்கும்போது அவற்றிற் 
கொப்ப y- ன் மதிப்புகளைக் கணக்கிட்டு , அட்டவணைப்படுத்தப் 
பட்டுள்ளன . அவை பின் வருமாறு : 


0 . 


x 


0.7 


0 


0.910.99 0.999 


08 


y 


1.75 2.19 2.44 2.71 2.97 2.997 


| 


1.3 


1.5 


1.002 1.01 1.1 

3 


1.6 


1008 


y 


3.006 3.03 3.313.994.755.16 


இந்த அட்டவணையிலிருந்து , x என்ற மாறி ஒன்றைவிடக் 
குறைவான மதிப்புகள் வழியே ஒன்றை அணுகும்போதும் , மற்றும் 
ஒன்றைவிட, அதிகமான மதிப்புகள் வழியே ஒன்றை அணுகும் 
போதும் , y எனும் சார்புடை மாறி 3 என்ற நிலையான எண்ணை 
நோக்கிக் குவிகிறது என்று கண்டு கொள்வோம் . தவிர , y- க்கும் . 
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- 


. 


3 - க்கு மிடையே உள்ள வேறுபாட்டை , எவ்வளவுக்கெவ்வளவு 
குறைவாம் இருக்கவேண்டுமென்று விரும்புகிறோமோ அதற் 
கேற்ப , x- க்கும் ஒன்றுக்குமிடையே 

உள்ள வேறுபாட்டை . 
அமைக்க முடியும் என்று அறிகிறோம் . இவ்வாறு கிடைக்கப் 
பெறும் 3 என்ற எண்ணை , x- ஒன்றை அனுகும் போது y- ன் எல்லை 
-என்று வரையறுக்கிறோம் . இதைக் குறிப்பிட , x + 0 எனும் 
போது , - 3 என்று 

எழுதுவதுண்டு . ( இங்கு + எனும் 
அடையாளம் நெருங்குகிறது அல்லது அணுகுகிறது என்ற 
பொருளைத் தருமாறுப் பயன்படுத்தப் பட்டுள்ளது ) இதை மேலும் 
சுருக்கமான குறியீட்டு முறையில் , 

Lt y = 3 , என்றோ, அல்லது Lt f ( x ) == 3 என்றோ 
x+ 1 

x + 1 
குறிப்பிடுவது வழக்கமாகும் . 
குறிப்பு : 
( i ) மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள விளக்கத்திலிருந்து x = 

1 
எனும் போது ) -ன் மதிப்பு வரையறுக்கப்படாவிடினும் , x என்ற 
மாறி ஒன்றுக்கு மிக , மிக அருகிலுள்ள மதிப்புகள் வழியே ஒன்றை 
நெருங்கும் போது, y எனும் x- ன் சார்பு 3 என்ற மெய்யெண்ணை 
அணுகும் என்பதை உய்த்தறிதல் வேண்டும் . அதாவது x 
என்ற புள்ளியில் , -ன் மதிப்பு வரையறுக்கப்பட்டிருந்தாலும் . 
அல்லது வரையறுக்கப்படாவிடினும் , x ஒன்றை அணுகும்போது 
y- ன் எல்லை உளதாயிருக்கும் என்றும் , அதன் மதிப்பு 3 - தான் 
என்றும் , நன்கு புரிந்துகொள்ளுதல் வேண்டும் . 
( ii ) இங்கு f ( 1 ) என்பது x = 1 எனும்போது f ( x )- ன் 

Lt 
மதிப்பு என்றுத் தெரியும் . எனவே , f ( 1 ) என்பதும் 

f ( x ) 

) 


( 


x + 1 


(3 ) 


என்பதும் வேறுபட்டன ; அல்லது வெவ்வேறு கருத்தில் பயன் 
படுத்தப்பட்டுள்ளன என்பதை அறியவும் . 

இனி , பொதுவாக எந்த ஒரு x- ன் சார்பும் கொடுக்கப் 
பட்டால் , x என்ற மாறி ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பை அணுகும் 
போது அச்சார்பின் எல்லையை வரையறுப்போம் . இங்கு a , b 
என்ற இரண்டு எண்களுக்கிடையே உள்ள வேறுபாட்டைக் 
குறிப்பிட | a - h | [ Modulus ( a - b ) ] என்ற அடையாளத்தைப் 
பயன்படுத்துகிறோம் என்பதை அறியவும் . 


1.3.1 . வரையறை : 

y = f ( x ) என்பது ஒரு கொடுக்கப்பட்ட x- ன் சார்பாகவும் ,, 
மற்றும் aa எனும் மதிப்பை x அணுகும் போது f ( x ) என்ற 
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சார்பிற்கு ஒரு குறிப்பிட்ட எல்லை இருப்பதாகவும் கொள்வோம் . 
பின் , f ( x ) - க்கும் ! எனும் ஒரு முடிவுடைய எண்ணுக்குமிடையே 
உள்ள வேறுபாடு மிகச்சிறியதாக இருக்குமாறு ; x , a இவற்றிற் 
கிடையே உள்ள வேறுபாட்டைச் சிறியதாக அமைக்கமுடியு 
மானால் , 1 என்பது X என்ற மாறி a- ஐ அணுகும்போது கிடைக்கப் 
பெறும் [ ( x ) . ன் எல்லை எனப்படும் . இதைப் 

பின் வருமாறு 
வரையறுப்பது மரபாகும் . 


E ( எப்சிலான் ) என்பது கொடுக்கப்பட்ட ஒரு மிகச்சிறிய 
மிகை எண்ணாகவும் . அதற்குத் தகுந்தாற்போல் , 8 ( டெல்டா ) 
எனும் பிறிதொரு மிகை எண் , 0 < / x - a | < 8 எனும் போது , 
| f ( x ) -1 | < E என்றிருக்குமாறு அமையுமானால் , 
1 என்பது X என்ற மாறி a- ஐஅணுகும்போது f ( x ) - ன் எல்லை 
என்று வரையறுக்கப்படும் . 


பின் , 


இதை , 


| 


Li f ( x ) = 1 


என்று குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . 


x + a 


குறிப்பு : 

( i ) / என்பது பூஜ்யமாகவோ அல்லது ஏதேனும் ஒரு முடி 
வுடைய எண்ணாகவோ இருந்தால்தான் , அதை f ( x ) - ன் எல்லை 

கூறுகிறோம் . !-ன் மதிப்பு முடிவிலியாக ( அதாவது 
முடிவற்றதாக ) இருக்குமானால் , அது ஒரு சார்பின் எல்லையாக 
இருக்க முடியாது . 


என்று 


( ii ) ஆனால் , x முடிவிலியை அணுகும்போது , அதாவது 
x- ன் மதிப்பு எல்லையில்லாது அதிகரித்துக்கொண்டு செல்லும் 
போது , f ( x ) எனும் சார்பு ஒரு முடிவுடைய எண்ணை ( 1 ) எல்லை 
யாகப் பெற்றிருக்கக்கூடும் . இதை பின்வருமாறு எழுதுகிறோம் .. 

Itf ( x ) = 1 


இங்கு - எனும் குறியீடு x என்பது முடிவில்லாது அதிகரித் 
துக்கொண்டே செல்லும் நிலை யைக் குறிக்கப் பயன்படுகிறதே 
தவிர , அது 

ஒரு எண் அல்ல என்பதைப் புரிந்து கொள்ளல் 
வேண்டும் . 


இதேபோன்று , x என்ற மாறி ( -0 )-ஐ அணுகும் போதும் 
f ( x ) எனும் ஒரு சார்புக்கு I எனும் ஒரு எல்லை இருக்கலாம் . 
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இதைக் குறிப்பிட , 

Lt f ( x ) = 1 என்று எழுத வேண்டும் . 

x - > ( - ) 
( iii ) x - a எனும் போது f ( x ) - ன் எல்லையை எளிதாகக் 
கணக்கிட f ( x ) - ல் x = a + h என்ற மாற்றம் செய்து , முடிந்தவரை 
அச்சார்பை சுருக்கிய பின் h – 0 என்றிடுதல் வேண்டும் . 

1 
இதேபோன்று , x + 0 எனும் போது , f ( x ) - ல் .: = h 
என்றிட்டு சுருக்கம் செய்தபின் h > 0 என்றிடவேண்டும் . 

இனி சார்பின் எல்லையின் வரையறையைப் பயன்படுத்திப் 
பெறப்படும் ஒருசில அடிப்படை விதிகளை மட்டும் எடுத்துக் கூறிய 
பின் , சில முக்கியமான சார்புகளின் எல்லைகளையும் காண்போம் . 
1.3.2 அடிப்படை விதிகள் : 
x என்ற சார்பிலா மாறி a எனும் 

ஒரு மெய்யெண்ணை 
அணுகும்போது . f ( x ) , g ( x ) என்ற x- ன் சார்புகள் முறையே 
1 , m எனும் எல்லைகளை அடைவதாகக் கொள்வோம் . 

அதாவது , Lt f ( x ) = / என்றும் , 


X- > a 


Lt g ( x ) = 11 


என்றும் எடுத்துள்ளோம் . 


xa 


பின் வரும் விதிகளை எல்லையின் வரையறையைப்பயன்படுத்தி 
நிறுவமுடியும் . ஆனால் , இங்கு அவற்றை நிரூபிக்காமல் , விதிகளை 
மட்டும் எடுத்துக்கூறியுள்ளோம் . 
1. Lt [ f ( x ) + g ( x ) ] 1 + m = Lr f ( x ) + Lig ( x ) 

xma 
2 Li [ f ( x ) - g ( x ) ] = 1 - m = Lif ( x ) - Lrg ( x ) 

x- > a 


X - a 


X - ma 


2 
. 


X - a 


a 


3 . 


x- > d 


L [f(x) (3)] = Im = ( LI (s ) ( LS ( )) 

( L ( s ) 
( Li 8(* ) 


1 


|| 


4. Lt 

2 - a 


f ( x ) 
g ( x ) 


m 


> a 


( இங்கு m + 0 என்றிருத்தல் வேண்டும் ) 


5 . 


L ( 4 (1)) - 1 ( 14 ge:) ) 
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குறிப்பு : 

முதல் மூன்று விதிகளையும் விரித்து , இரண்டுக்கும் அதிகமான 
சார்புகளுக்கும் கூறமுடியும் . 

நான்காவது விதியில் m பூஜ்யமல்லாத ஏதேனும் ஒரு முடிவு 
டைய எண்ணாக இருக்க வேண்டியதன் அவசியத்தை உணர 
வேண்டும் . 


. 


1.3.3 திட்டவடிவச் சார்புகளின் எல்லைகள் 


1 . 


1 என்பது ஒரு மிகை முழு எண் எனில் , 


** 


L ( 1-3 ) 


mal - 1 


நிரூபணம் : 


f ( x ) 


( = ") 


என்க . 


இதில் x = a + h என்றிடுவோமானால் , - எனில் - 
என்றிருக்கவேண்டும் . 

( a + li ) r - ar 
. f ( x ) = 

( a + h ) 


1 


[ ( a " + " dy ar -1h + " c , a - 3 + ...... + h ) - ] 


= 


* [ cy ar- h + " C , a-- h " + .......... 


+ hr ] 


+ hn- ] 


( " cy ah - 1 + " c , ar - 2 h + 
எனவே , Li f ( x ) 


x + a 


Li [ cy an - 1 + " c , ar - 51 + 
h + 0 


... + -1 ] 


" ci an - 1 


= n ar - 1 


i.e. 


Lt 


[* ] 


nan - 1 


க . ஓ , அ . - 33 


514 


கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


குறிப்பு : 

இம்முடிவு , n- ன் மிசை முழு எண் மதிப்பிற்கு மட்டும் நிறுவப் 
பட்ட போதிலும் , எல்லா மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கும் அது 
உண்மையாகும் என்று நிறுவ முடியும் என்பதை அறியவும் . 


2 
. 


( * ) 


4 


இவ் 


sing 
. Lt 

G 
9 + 0 

= 1 ( இங்கு 8 மிகச் சிறிய கோண 
மாதலின் , அதை ஆரையன் அளவாகக் கொள்ளவேண்டும் ) 
நிரூபணம் : 

T 

இங்கு , 0 எனும் புள்ளியை 

மையமாகவும் , 7 அலகு ஆரமும் 
B 
உடைய 

ஒரு 

வட்டத்தை 
எடுத்துக் கொள்வோம் . 
வட்டத்திலுள்ள AB என்ற வில் 

வட்டமையத்தில் 9 ஆரயன் 
A களை உண்டாக்கட்டும் . மேலும் , 
A என்ற 

புள்ளியில் வட்டத் 
திற்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடு OB- ன் நீட்சியை T- ல் 
சந்திக்கட்டும் . இப் படத்தி 

லிருந்து பின் வரும் சமனின்மை 
படம் 3 . 

களைப் பெறலாம் . 
A0AB- ன் பரப்பு < வட்டக்கோணப்பகுதி 0AB- ன் பரப்பு 
< AOAT- ன் பரப்பு . 


0 


O 


1 


i.e. 


1 
2 . 


OA.OB sing < 


26 


1 
2 


O A.AT 


2 


1 


i.e. 


r sin 0 < 


ல 


2 


1 
39 < 

r tane 
2 
( :: AT = 0A tan a ) 


i.e. 


sine < 0 < tan e 


9 

1 
i.e. 

1 -. 
sin 9 

cose 
0 - ன் மதிப்பு பூஜ்யத்தை அணுகும் போது இச்சமனின்மை 
களின் எல்லைகள் காண , 

9 

1 
1 < Lt 

Lt 
sin 0 
9-0 

9-10 

cOS 0 


. 
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i.e. 


1 - 


< 


( 


பி 
sing 


Lt 
e + 0 


1 


( :: ( cos 0 = 1 ) 


" ) 


எனவே , 


1 


04 ( 2 ) 

04. (" " ) -1 


i.e. 


குறிப்பு : 

இம்முடிவிலிருந்து , 


Lt 
e + 0 


( 2 ) 


tan 0 

a 


5 


cose 


sing 
Lt 
9 + 00 
1.1 

1 


3 . 


4.( 1++)" 
.. 


n 


நிரூபணம் 
n என்பது முடிவிலியை அணுகுவதால் , அது மிகப் பெரிய 

1 
எண்ணாகும் . ஆகையால் , மிகச்சிறிய மதிப்பாக இருக்கும் . 

1 
அதாவது , < 1 என்றமையும் . எனவே , ஈருறுப்புக்கோவை த 
தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி விரித்தெழுத , 
1 

1 n ( n - 1 ) 
1 + = 1 + 

+ 


T 


2 


+ 


+ ... முடிவிலி வரை . 


1+ 


m(n- 1) (g - 3 ) ( H ) + 
1+ 1 (1-4 ) 

+ + 1 (1-1) (1-2 ) 


+ 


+ 
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1 


பூஜ்யத்தை அனுகும் என்று 


m 


இங்கு n + m எனும் போது , 
தெரியும் . 


n முடிவிலியை அணுகும் போது எல்லை கரண , 


L ( 1 ++ ) = L [ +++ E (1 - + ) 

+ 12 ( 1 - + ) ( 1 - ? ) -1 
1 +++ - ( 1-0) ( 1 - 0) 


+ 


+ ....... 


-0 


1 


= 1 + 


( 1- 0 ) + 


+ 


- 


1 


1 


1 


1+ 


+ 


+ 


-- 


+ 


11 


வலது புற முடிவிலாத்தொடர் ஒரு முடிவுடைய எண்ணை 
நோக்கிக் குவியும் என்று நிறுவ 

முடியும் . இத்தொடரின் 
எல்லையை ( அதாவது கூடுதலை ) e எனும் எழுத்தால் குறிப்பிடுதல் 
வழக்கமாகும் . இவ்வாறு , 


Lt 


( 1 + ) 


= e 


என்று கிடைக்கும் . 


71- 


குறிப்பு : 


1 


1 


3 


( j ) e = 1 + + + + 

முடிவிலி 
1 
வரை என்பதால் , e- ன் மதிப்பு 2 - க்கும் 3 - க்கும் இடையே 
அமையும் என்றும் , மற்றும் அது ஒரு விகிதமுறா எண் என்றும் 
நிறுவ முடியும் . 

அதாவது , 2 < e < 3 என்றிருக்கும் . 
மேலும் , e- ன் தோராய மதிப்பு = 2.718 . 


1 


( ii ) 


Lt ( 1 + m ) n = e என்றும் நிறுவலாம் . 
n + 0 
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- 


1 


ஏனெனில் , 


Lt 


( 


1 + 


+ ) - 


= e என்ற முடிவில் , 1 = 


என்றிடுவோம் . 


1 


m 


.. 


m = 


என்றாகும் ; மேலும் 


எனும்போது , 


i- > 0 


n 


m + 0 என்றாகும் . 


Li ( 1 + m ) * என்று 


எனவே , 


(1+ )" 

H - 


Lt 


m + 0 


கிடைக்கும் . 


ப் 


அதாவது , e = 

: 
m - 10 


4 . 


Lt 
x + 0 


( = ) 


1 


நிருபணம் 


x- ன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கும் , 


X 


* 8 


ex = 1+ + 

11 


+ 


x 
( 2 ) 


+ 


+ 


13 


என்று தெரியும் . 


x3 


* 8 


ex - 1 


1 = 


+ 


- + 0 


12 


+ + 

13 


i.e. 


+ 


எனவே , Lt 

x + 0 


( ) - ++++ 
( = ) - [ 1 + 1 + 5 

- ] 


Lt 
T + 0 


+ 


1 


= 1 + 0 + .... 


- 


i.e. 


Lt 
x + 0 


( = ) - 1 
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ஏதேனும் ஒரு மெய் 


குறிப்பு : இம்முடிவிலிருந்து , a என்பது 
யெண்ணாயின் , 


= logea என்று நிறுவலாம் . 


x + 0 


L.( = ) 
L ( 

x | 

] 


1 


5 . 


loge ( 1 + x ) 


== 


: 1 


Lt 
x + 0 


. 


நிரூபணம் 
இப்பொழுது , 

1 


-! 


loge ( 1 + x ) = loge 


[( 1 +3) 4 ) 


என்று மாற்றியமைக்கலாம் 


எனவே , 


x- + 0 


L [ log.(1+ )) - u los . [(1 + 3) :) 

( 


= 


== 


loga 

Lt ( 1 + x ) 

+0 

( சார்பின் சார்பு விதிப்படி ) 

logs [ e ] = 1 

1 
i.e. Lt 

loge ( 1 + x ) 1 
* + 0 
குறிப்பு : 
இம்முடிவைப் பயன்படுத்தி , 

1 
Lt loga ( 1 + x ) 

என்று நிறுவமுடியும் . 
x- + 0 

log, a 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள எல்லைகளின் மதிப்புகளைக் 
கண்டுபிடி : 

27 
1 .. 

x + 
Lt 

Lt 
- 3x 
x - 3 

x - * - 1 

x +1 


8 


x 


( 
ii 
) 


3 ) 


2 


( +1 ) 


( iii ) Lt 


( x + 1 ) ( 2x -1) 

( x +3) 


. 
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தீர்வு : 


( i ) f ( x ) 


== 


( * -27 ) என் 


என்க . 


இதில் x = 3 + h என்றிடுவோமானால் , x + 3 எனும்போது 
h - 0 என்றாகும் . 


இப்பொழுது , 


f ( x ) 


( 3 + h ) - 27 
( 3 + h ) - 3 ( 3 + h ) 
27 + 27h + 9hs + h * - 27 

( 9 + 6h + h ) - ( 9 + 3h ) 


= 


27 + 9h + h " 

3+ h 


|| 


Lt f ( x ) 


Lt 
h + 0 


27 + 9 + he 

3 + h 


* + 3 


- 


27 


= 


9 


T 


பிறிதொரு முறை : 


f ( x ) = 


x 
x2 


27 
- 3x 


- 


|| 


x 

27 
x ( x - 3 ) 


* + 3 


4 ,7(s) = 4 [ H ( * - 3 ) ) 

-4 , (4 ), 4 ( 3 ) 
= 


( 3.32 ) = 9 


( ii ) f ( x ) = 


x + 1 
x + 1 


என்க . 


* f ( x ) = ( 
( + ) ( + 1) 
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8 


x – ( -1 ) ) x - ! - 1 ) 

X 
x - ( -1 ) 

x - ( -1) 
x - ( -1 ) 
x - ( - 1 ) 
x – 1 ) ^ 

x - ( - 1 ) 
எனவே , 

x ( -1 ) 
Lt 

x - ( -1 
Lt f ( x ) = 

x - ( -1 ) 
x + ( - 1 ) 

x " - ( -1 ) 
Lt 
x + ( -1 ) 

x - ( -1 ) 
3 ( -1 ) 8-1 3 

5 ( -1 ) -1 5 
( iii ) f ( x ) ( x + 1 ) ( 2x - 1 ) 

எனக் கொள்வோம் . 
( x +3 ) 


( -1 ) 


5 


( 


1 
இதில் x = என்றிடுவோம் . ஆகையால் x முடிவிலியை 

P 
அணுகும் போது , y பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று அறியலாம் . 
இப்பொழுது , 
- 

- 1 ) 
( x + 3 ) 


( +1) ( 2 -1 ) 

[ ( H ) + 3] 
( 1+ ) ( 2- ) 

( 1+ ) 


( 1 + y ) ( 2 - y ) 

( 1 + 3y ) 
Lt f ( x ) 

( 1 + y ) ( 2 - y ) 
Lt 
y + 0 

( 1 + 3y ) 


ஃ . 


1.2 
1 


= 2 
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2 
. 


பின்வருவனவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க ; 


( i ) 


Lt 
00 


( 51969 ) (1 ) 


LI 
00 


o [ 


sin 40 - sin 20 

sin 30 


2 ] 


தீர்வு : 


( i ) 


( since ) - [ since.o] 

) 


8 Lt 


40 (sing 


sin 60 
60 


8.1 = 6 


11 


( ii ) இப்பொழுது , 


sin 40 - sin 20. = 2 cos 


( 494 99 ) sin ( 1979 ) 


2 cos 30 sin 8 


Lt 


sin 40 - sin & 

sin 80 


10 ) 


00 


LI 
070 


2 cos 30 sing 

sin 80 


= 2 Lt ( cos 30 ) 

0 0 


Lt 

sina 
0-0 ( sin 30 


ll 


2.1 Lt 


1 


[ (***. ) ***** se )] 

1500 ) 

I 
- ; [ + ] 


2 . 


LI 
00 


sin 30 
80 


2 
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3. கீழ் காண்பவைகளை நிறுவுக : 

cosec x cot x 
( i ) Lt 

2x 


1 
4 


x + 0 


[ 
( 


] 
) = 


( ii ) 


Lt 
xx1 


1 t cOS RX 

tanax 


தீர்வு : 


cosec X 


cot x 


1 


1 


COS X 


( i ) 


[ a 


2 x 


2x 


sin x 


sin x 


-COS X 


1 
2x 


sin x 


2x 


X 


X 


2 sinna 
( 

2 sin 
- g ( tan ) 


COS 


2 


tan 


1 
2 


X 


tan 


QU 


- 4 


1 
4 


nols 


tan 


cosec x 


cotx 


2 


Lt 
X - 70 


[ co 


1 
4 


2x 


* ] 


Lt 
X - 70 


xjou 


4 


1 


- 


4 . 


Al 


1 
4 


1 + cosax 
( ii ) f ( x ) 

tan 

BRx 
இதில் x = 1 to OT BOTOL , X.+ | Toof , 0 + 0 ST SO OP 
தெரியும் . 
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.. 


fix ) = 


1 + cos * ( 1 + 0 ) 

tan ? ( ( 1 + 0 ) 7 ] 


1 * cos ( a + no ) 
tan ? ( +80 ) 


--COSTA 
tan® по 


எனவே , 


Lt 


Lt f ( x ) 
x 1 


cos no 
tan * RO 


2 sin 2 


Kla 


들이 


Lt 
X -70 


sin 2 


по 
COS ? * 

RO 


L 


cos2R sin 


l 


2 Lt 
0-0 


mo 
2sin - Acos 


9 


0 


0 ) 


1 


2 


11 


0 


(4 ) |COB** f cosa 5 
į [ 1. 4 ] 


= 


பயிற்சி 


1 . 


கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளனவற்றை நிறுவுக : 


( i ) 


= 12 


Lt 
x - 2 


(* =- ) - 
[ f 


25 


( ii ) 


! 


Lt 


( 3x + 1 ) + 2x + 4 ) 
(( x + 1 ) ( x - 7 ) 


1 


X - 8 


( iii ) 


Lt 
X2 


4x + 3x + 1 

* + 2 


** ") . 
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ஓர் அறிமுகம் 


2 . 


X- ன் மதிப்பு முடிவிலியை அணுகும்போது பின் வருவன 
வற்றின் எல்லை மதிப்பு காண்க . 
4x + 8 

3x3 + 4x + 1 

( ii ) 
3x - 7 

2x * + 3x +1 


( 
i 
) 


( iii ) 


( 
** ) ( x + x + 1- >8 ) 


( iv ) 


x- ன் மதிப்பு பூஜ்யத்தை அணுகும் நிலையில் கீழ்க்காணும் 
கோவைகள் எம்மதிப்பை அணுகும் ? 


( i ) 


2x 4.x + 1 
4x2 + 6x + 5 


( ii ) 


3x8 4x 
8x * + 11x? 


( iii ) 


N1 
+ x - 1 


( 1 + x ) - 1 
( 1 + x ) - 1 


4 . 


பின் வரும் எல்லைகளின் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி . 


tan m x 


COS X 


( i ) 


Lt 


( ii ) Lt 

* - + 0 


( - ) 


X 


1 


( iii ) 


Lt 
e - 0 


( H 


sin mo 
tan no 


8 ) liv ) 


Lt 
9 + 0 


( 


cos ma ) 
cos n e 


cot X 


( v ) 


Lt 


( secx 


tan x ) ( vi ) Lt 


[ 


klou 


* 
2 


- ) 


2 


X - + 


* 


விடைகள் 


2. ( i ) 


( ii ) O 


( iii ) 0 


(iv ) | 


3. ( i ) 


1 
5 


( ii ) 


( iii ) ) 


11 


( iv ) 2 


4. ( i ) 


( ii ) ) 


ms 


( iii ) 


( 


( iv ) 


( v ) O 


( vi ) 1 


ஒரு x- ன் 


2. வகைக்கெழுக்காணுதல் அல்லது 

வகையிடல் 

( Differentiation )) 
2. 1 

x- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக்கெழுக்காணுதல் 
y = f ( x ) என்பது கொடுக்கப்பட்ட 

x- ன் சார்பாக 
இருக்கட்டும் . இங்கு , 3 என்ற சார்பிலாமாறி ஏற்கும் வெவ்வேறு 
மதிப்புகளுக்கும் ஏற்ப y எனும் சார்புடை மாறி பல்வேறு 
மதிப்புகளை அடையும் என்று தெரியும் . அதாவது x- ல் ஏற்படும் 
ஒவ்வொரு சிறிய மாற்றத்திற்குத் தகுந்தவாறு y எனும் சார்பிலும் 
மாற்றம் 

ஏற்படக்கூடும் என்பது . பொருளாகும் . இவ்வாறு 
கிடைக் தம் இந்த மாறிகளின் மாற்றங்களின் விகிதம் , சில சமயங் 
களில் , ஒரு முடிவுடைய எண்ணை நோக்கிக் குவியும் , இத்தகைய 
எண்களைப் ( அதாவது எல்லை மதிப்புகளை ) பற்றி இனி பார்ப்போம் . 

பொதுவாக , x-ல் ஏற்படும் சிறிய மாற்றத்தை : என்று 
குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . இம்மாற்றத்தை x- ன் கூடுந்தொகை 
( Increment in x ) என்பர் . x- ல் ஏற்படும் AX எனும் மாற்றத்திற்கு 
ஒப்ப , ) எனும் x- ன் சார்பு அடையும் மாற்றத்தை , அதாவது 
y- ன் கூடுந்தொகையை , y என்று குறிப்பிடுவோம் . ஆகையால் , 
Ax பூஜ்யத்தை அணுகினால் , Ay- ம் பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று 

எனினும் , Ax பூஜ்யத்தை அணுகும் போது 
Ay 
A * 

என்ற விகிதம் ஒரு முடிவுடைய எண்ணை அணுகுமானால் , 
அந்த முடிவுடைய எண்ணை ( எல்லையை ) x- ஐச் சார்ந்த y- ன் 
வகைக்கெழு என்று வரையறுக்கிறோம் . அதாவது Ax - 0 எனும் 

Ay 

-ன் எல்லை உளதாயிருக்குமானால் அந்த எல்லை 

Δx 
யைத்தான் x- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக் கெழு என்கிறோம் . 

dy 
எனும் அடையாளம் 

பயன் 
dx 
dy 

Lt Ay 
படுத்தப்படுகிறது . 

Ax40 


தெரிகிறது . 


போது , 


( 4 ) 


இவ்வாறு , de 


என்று 


, 


அறிகிறோம் . 
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2.1.2 . வகைக்கெழுவை கணக்கிடும் முறை 


கொடுக்கப்பட்ட சார்பு y = f ( x ) என்க . 


கையால் , 


y + Ay = f ( x + Ax ) என்றாகும் . 


அதாவது , 


Ay = f ( x + Ax ) - y 

= f ( x + Ax ) - f ( x ) 


எனவே , 


Ay 
Ax | 


f ( x + Ax) - f ( x ) 

Δx 


இப்பொழுது , Ax- ஐப் பூஜ்யத்தை அணுகச் செய்வோமானால் , 

Lt 4y 

Lt ( x + Ax ) - f ( x ) 
Ax + 0 Ax 

Ax + 0 


அதாவது , 


dy 
dx 


4. [ { - 

if (x + Ax) f(x ) 


Ax > 0 


( 2 ) 


குறிப்பு : 

dy 
( i ) இங்கு 

என்பது , Ax + 0 எனும்போது என்ற 
dx 

Ax 
விகிதத்தின் எல்லையைக் குறிக் தம் அடையாளமே தவிர ; dy , dx 
ஆகியவற்றின் விகிதம் அல்ல என்பதை நன்கு புரிந்துகொள்ள 
வேண்டும் . அதாவது , 

dy ! 

( v ) = D ( v ) என்பதாகும் . 
dx 

dx 
d 
இங்கு ‘ D = 

dx எனும் குறியீடு x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு 

dy 
காணும் செயலைக் குறிப்பதாகும் . மேலும் , 

-ஐ I l , y , f ( 3 ) 

dx 
என்றும் ( றிப்பிடுவதுண்டு . 


dy 
( ii ) 
dx 

-ஐ y- ன் வகைக்கெழு ( Derivative of y ) என்றும் 
கூறுவர் . வகைக்கெழு காணும் செயலை வகையிடுதல் , அல்லது 
வகைக்கெழு காணுதல் ( Differentiation ) என்பர் . இவ்வாறு , 
ஒரு விகிதத்தின் எல்லை மதிப்பாக வகைக்கெழு காண்பதை , 
முதல் தத்துவத்திலிருந்து வகையிடுதல் என்று கூறப்படும் . 


( iii ) வகைக்கெழு காணும் முறையை நன்கு புரிந்துகொள்ள 
பின் வரும் எடுத்துக்காட்டு உதவியாக இருக்கும் . 
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y = 2x எனும் சார்பின் வகைக்கெழு காண்பதாகக் 
கொள்வோம் . 

இங்கு x- ன் கூடுந்தொகையை Ax என்றும் , 
அதற்கொப்ப அமையும் y- ன் கூடுந்தொகையை Ay என்றும் 
குறிப்பிடுவோம் . ஆகையால் , 


y = 2x8 


. 


y + Ay = 2 ( x + Ax ) : 
Ay = 2 ( x + Ax) - y 

2 ( x + Ax) -2.x3 


|| 


2 [ x : + 3x ( Ax ) + 3x (ax ) 

+ ( Ax) - ] 
= 2 [ 3x " ( Ax ) + 3x ( Ax ) " + ( Ax ) ] 
= 2 Ax [ 3x3 + 3x ( Ax ) + ( Ax) ] 


i.e. 


Ay 


2 [ 3x + 3x ( Ax ) + ( AX ) ] 


Ax பூஜ்யத்தை அணுகும் போது எல்லை காண . 


Lt 
Ax + 0 


2 [ 3x + 3x [ Ax ) + ( Ax ) " ] 


a24 . ( A ) - 


i.e. 


dy 
dx 


LI ( 33 ) + Lt ( 3xAX ) 
Ax - O 

Ax + 0 


to Lt 
Ax0 


( Ax) 7 


] 


== 


2 [ 3x3 + 3x.0 + 0 ] 


= xே ? 


i.e. 


4. ( 2x " ) 


6x2 


2.2 அடிப்படைத்தேற்றங்கள் 

( அ ) கூட்டல் விதி ( Addition formula ) 

u , V என்பன இரண்டு x- ன் சார்புகளாகவும் , அவற்றின் 
வகைக்கெழுக்கள் உளதாயிருப்பதாகவும் கொள்வோம் . மேலும் , 
y என்பது இச்சார்புகளின் கூட்டுத்தொகையைக் குறிக்கட்டும் . 
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பின் , y = u + Y என்பதால் , ) -ன் வகைக்கெழுவும் உளதாயிருத்தல் 

du dy 
வேண்டும் . அதாவது , 

என்பன இருக்கின்றன எனக் 
dx dx 

dy 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் , -ம் இருத்தல் வேண்டும் . 

dx 


இங்கு X என்ற சார்பிலா மாறி ஏற்கும் கூடுந்தொகையை 
ax என்றும் , அதற்கொப்ப u , v , y ஆகிய மாறிகளில் ஏற்படும் 
மாற்றங்களை ( அதாவது , கூடுந்தொகைகளை ) முறையே Au , Av . 
Ay என்றும் குறிப்பிடுவோம் . பின் Ax - 0 எனில் , A1 , AV , Ay 
இவை ஒவ்வொன்றும் பூஜ்யத்தை அணுகும் 


இவ்வாறு , y = 1 - v என்பதால் , 

y + Ay = ( u + Au ) + ( 1 + Av ) என்றாகும் . 

( u + Au ) + ( v -- Av ) - y 
( u + Au ) + ( v + Av ) - ( u + y ) 


Ay 


i.e. oy 


au + Ay 


Δy 
Δx 


Au Δν 

+ 
Ax Δx 


இப்பொழுது , Ax - 0 எனும் நிலையில் எல்லை காண , 

Au 
Δy 

Δν 
Lt 

Lt 

+ 
x 

Ax 
Ax + 0 

Ax + 0 
dy 

Δν 
i.e. 

Lt 

+ 

Lt 
dx 

Δx Ax + 0 

AR 
xA + 0 


dy 
dx 


du 
dx 


+ 


dy 
dx 


i.e. 


i.e. 


y = u + y 


துணை முடிவுகள் : 

y = u - v என்று கொடுக்கப்பட்டால் , 
dy du dy 

என்று பெறலாம் . 
dx dx 

dx 


( i ) y 
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( ii ) y = u + y + w + 


என்றால் , 


= 


du 
dx 


+ 


dy 

dx 
கூறலாம் . 


dy 
dx 


+ 


dw 
dx 


+ 


என்று விரித்துக் 


இங்கு u , v , w 

என்பன x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக் 
களையுடைய x- ன் சார்புகளாகும் . இந்த முடிவைச் சுருக்கி பின் 
வருமாறும் குறிப்பிடலாம் . 


அதாவது , y = u = y + w + 


எனில் , 


y = u + V s w .... 


என்பதாகும் . 


. 


( ஆ ) பெருக்கல் விதி ( Product formula ) 

u , v என்பன x- ஐச்சார்ந்த வகைக் கெழுக்களைக் கொண்டுள்ள 
இருவேறு x- ன் சார்புகளாகவும் , y = uv என்றும் இருக்கட்டும் . 

dy 

--ம் இருக்க வேண்டும் என அறிகிறோம் . 
de 


பின் , 


இப்பொழுது x- ன்கூடுந்தொகையை Ax- என்றும் , அதற்குத் 
தகுந்தாற்போல் அமையும் u , v.y- ன் கூடுந்தொகைகளை முறையே 
Au , Av , Ay என்றும் கொள்வோம் . என வே Ar + 0 என்றால் 
Au , AvAy ஆகிய ஒவ்வொன்றும் பூஜ்யத்தை அணுகும் . 


ஃ y + Ay = ( u + Au ) ( v + Ay) 


= uv + uAv + VAu + AuAV 
= u Av + VAu + AuAv 


i.e. 


Ay 


ay 
Ax 


11 


Av 

AN 
+ V + Δν 
Ax 

A Ac Δx 


இப்பொழுது x + 0 எனும் போது இரண்டு பக்கங்களின் 
எல்லை மதிப்புகளைக் கணக்கிட , 


Lt 
Ax + 0 


( A ) 


Lt 
Ax + 0 


i.e. 


dy 
dx 


= 


u Lt 
Ax- + 0 


[ * 4 + ra * + Ara ) 

( A ) (23 ) 
+ . 4. ( Ara ) 


+ y Lt 

Ax0 


க . ஓ . அ . 


-34 
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i.e. 


= u 


Jv 
dc 


+ V 


du 
dx 


+ 


dx 


+ 


Au 
Δα 


Lt 
Ax + 0 


X 


Lt ( Av ) 
A + 0 


= 1 


dy 
dx 


tv 


du 
dic 


+ 


du 
dx 


x 0 


i.e. 


du 
dx 


dy 
= 1 + y 

dx 


du 
dx 


; i.e. 


y = u v + vu 


துணை முடிவு 

( i ) இவ் விதியை பல சார்.களின் பெருக்குத் தொகைக்கும் 
விரித்துக் கூறலாம் . 


இவ்வாறு , 

y = 
= u v w எனில் , ( u , v , w என்பன -ன் சார்புகள் ) 
dy div du 

dy 
( uv ) + ( vw ) + ( wu ) என்று கிடைக்கும் . 
dx dx dr 

dx 


* 


( இ ) வகுத்தல் விதி ; ( Quotient formula )) 


11 


Y 


y = என்றும் ; u , v என்பன இரண்டு x- ன் சார்புகள் 
என்றும் , மற்றும் அவற்றின் வகைக்கெழுக்கள் உளதாயிருக்கும் 
என்றும் கொள்வோம் . மேலும் , x- ன் கூடுந்தொகையை 8 
என்றும் . u . v , y ஆகியவற்றின் கூடுந்தொகைகளை முறையே AU , 
Av , Ay என்றும் எடுத் துக் கொள்வோம் . எனவே , Ax + O 
எனும்போது , Au_0 , Av - 0 , Ay + 0 என்று அறியவும் . 


1 


y 


என்பதால் , 


y 


u + A 


y + y 

2 = 


என்றாகும் . 


V + AV 


u 


i.e. 


ay 


y 


u + Au 
v + Av 
vlu + Au ) - u ( v + Av ) 

( v + Av ) y 
( v Au - u Av ) 
v ( v + Av ) 


= 
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[ 


Ay | 

Au 

Ay 
Δx V [ v + AV ) 

Δx 

Δx 
Ax 0 எனும்போது இருபுறமும் எல்லை காண , 

Au Δν 
Lt Δν 

AY 

Lt 
Ax - 0 

Ax Ax0 

y ( + Av ) 


al 


Au 


Δν 


( 


Y 


AX 


Lt 
+ 

Lt 
A + O 


( v [ v + Av ) ] 


u Li 


Δν 
A.x 


( A 


Δι 
Δx 

Ax - 0 
v ( y + 0 ) 


dy 


1.e. 


dx 


he # = ( # -- #) 


uy 


i.e. 


y 


val 

ve 


குறிப்பு : 
இம் முடிவை பின் வரும் அமைப்பிலும் எழுதுவதுண்டு . 

y 

u y 
அதாவது , 

என்பதாகும் . 
y 


1 


( ஈ ) K என்பது ஒரு கொடுக்கப்பட்ட மாறிலியாகவும் , 
ய எனும் -ன் சார்பு -ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுவை உடைய 
தாகவும் கொள்வோம் . 


மேலும் y = Ku என்றும் Ax எனும் x- ன் கூடுந்தொகைக்கு 
ஒப்ப அமையும் u , ) -ன் கூடுந்தொகைகள் முறையே Au , Ay 
என்றும் இருக்கட்டும் . 

இங்கு , y = Ku என்பதால் , 
y + Ay = K ( u + Au ) என்றாகும் . 
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i.e. 


ay = K ( u + Au ) -- Ku 


KAu 


Au 
= K 
Ax 

Ax 


Ax70 எனும்போது எல்லை மதிப்பைக் கணக்கிடுவோமானால் , 


a : - . ( 2 ) 


Li 
K 

Ax0 


( 23 ) 


i.e. 


dy 
dx 


K 


du 
dx 


; 


i.e 


y = Ku 


-ம் 


( உ ) சார்பின் சார்பு விதி : ( Function of function rule ) 
y = f ( u ) என்றும் , u = g ( x ) என்றும் கொடுக்கப்பட்டிருப்ப 
du 

dy 
தாகக் கொள்வோம் . மேலும் உளதாயிருக்குமானால் , 

dx 

dx 
இருத்தல் வேண்டும் என்பது நன்கு விளங்கும் . முன் போலவே , 
Ax எனும் u- ன் கூடுந்தொகைக்குத் தகுந்தாற்போல் ஏற்படும் , 
u . y அகியவற்றின் கூடுந்தொகைகளை முறையே Au , Ay என்க . 
எனவே , Ax - 0 எனும்போது , Au , Ay இவை ஒவ்வொன்றும் 
பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று தெரிகிறது . 
இப்பொழுது , Ay Δy Δ 

என்று அமைக் கமுடியும் 

Ax 
மேலும் , AX பூஜ்யத்தை அனுமதிக்கும் போது , 


al 


Au 


Lt 


Lt 
Ax + 0 


( 2 ) 


Ax + O 


Δy Δu " 
Lu Ax 


Lt 
Ax + 0 


Ay 


Lt 
X 
au ) 

Ax + 0 


( 2 % ) 


i.e. 


dy 
dx 


dy 
du 


X 


du 
dx 


குறிப்பு : 

இங்கு ப - வைச் சார்ந்த y- ன் வகைக்கெழுவும் , x- ஐச் சார்ந்த 
u- ன் வகைக்கெழுவும் உளதாயிருப்பதாகக் கொண்டுள்ளதைக் 
கவனிக்கவேண்டும் . 
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துனை முடிவு : 

y = f ( u ), u = g ( v ) , v = } ( x ) என்று 
கொடுக்கப்பட்டிருக்குமானால் , 


அடுத்தடுத்துக் 


dy 
dx 


dy 
du 


du 
dy 


dy 
dx 


என்று கிடைக்கும் . 


( ஊ ) நேர்மாறுச் சார்புகள் ( Inverse functions ) 


3.1 . வரையறை 

y = f ( x ) என்பது ஏதேனும் ஒரு x- ன் ஒருமதிப்புச் சார்பாக 
இருக்கட்டும் . இத்தொடர்பிருந்து . x- எனும் சார்பிலாமாறியை 
ஓ எனும் சார்புடை மாறி மூலம் எழுத முடியுமானால் , அத்தகைய 
y- ன் சார்பை கொடுக்கப்பட்ட சார்பின் நேர்மாறுச் சார்பு 
என்கிறோம் . இதைக் குறிப்பிட , 

x = f - 1 ( y ) என்ற குறியீடு பயன்படுத்தப்படுகிறது . 


1 


எடுத்துக்காட்டாக , 


3x 1 


(5 * + 2 ) என்று கொடுக்கப்பட்டிருக்கட்டும் . 

2 ) 


1 - 21 
இதிலிருந்து , x = 

என்று பெற முடியும் . இச் 

5 - 3 
சார்பை முதல்சார்பின் நேர்மாறுச் சார்பு என்கிறோம் . 


logs y 


இதே போன்று , y = ex எனும் சார்பின் நேர்மாறுச் சார்பு 

என்பதாகும் . sin x . cos x , tan x ஆகியவற்றின் 
நேர்மாறுச் சார்புகளை முறையே sin - 1 ( y ) , cos - 1 ( y ) . tan- ( y ) 
என்று குறிப்பிடுகிறோம் . மேலும் . f ( x )- ன் நேர்மாறுச் சார் / y ) 
என்றால் , ( y ) - ன் நேர்மாறுச் சார்பு f ( x ) என்றும் கூறுகிறோம் . 


4 


இனி நேர்மாறுச் சார்பின் வகைக்கெழு காணும் முறையை 
விளக்குவோம் . x = ¢ ( y ) எனும் சார்பு கொடுக்கப்பட்டிருப்ப 

dy 
தாகக் கொள்வோம் . இத்தொடர்பிலிருந்து . 

--ன் மதிப்பைப் 
பின்வருமாறு பெறலாம் . 


இங்கு . , y என்ற மாறிகளில் ஏற்படும் கூடுந்தொகைகளை 
முறையே Ax , Ay என்க . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


இப்பொழுது , 


Dy 
Dx 


என்று தெரியும் . 


|| 


( 
3 
) 


1 


Li 


( 43 ) 


Ax + 01Ax 


* 


Ay + 0 


( A ) 


dy 


1 


== 


i.e. 


dx 


( * ) 


dx 
dy 


( 
: 


dx 
dy 


உளதாயிருக்கும் எனக் கொள்கிறோம் . 


) 


இவ்வாறு , x- ஐச் சார்ந்க y- ன் வகைக்கெழுவானது , ) -ஐச் 
சார்ந்த ) -ன் ( அதாவத -ன் நேர்மாறுச் சார்பின் ) வகைக்கெழு 
வின் தலை கீழ் மதிப்பிற்குச் சமமாகும் . 


2.3 திட்ட அமைப்புச் சார்புகளின் வகைக்கெழு காணுதல் 

( 1 ) மாறிலியின் வகைக்கெழு 

இங்கு y = c என்பது ஏதேனும் ஒரு மாறிலியாக இருக்கட்டும் . 
அதாவது , x- ல் ஏற்படும் எந்த மாற்றத்தினாலும் J- ன் மதிப்பு 
மாறாது என்று பொருளாகும் . எனவே , -ன் கூடுந் தொகை 
Ax எனில் , அதற்கொப்ப அமையும் y- ன் கூடுநதொகை Ay எனக் 
கொள் வோமானால் , 


i.e. 


y = c , y + ay = c என்று கிடைக்கும் . 

Ay = 0 
Ay 

0 
Ax 


i.e. 


0 


V 
Lt 
Ay + 0 

AR 


d 
dx 


dy 
dx 


i.e. 


O 


( c ) 


i.e. 


= 0 ; 
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( 2 ) x- ன் வகைக்கெழு . ( n என்பது ஏதேனும் ஒரு மெய் 
யெண்ணாதம் ) 


y = x எனக் கொள்வோம் . 


பின் , y + Ay = ( x + Ax ) " 


i.e. 


Ay = ( x + Ax ) " - y 


( x + Ax ) " - xn 


ay 


ஃ 


( x + Ax ) " - xn 

Ax 


// 


( x + Ax } n - 21 

( 4 + 4x ) -x 
இங்கு , X = x + Ax என்று பிரதியிடுவோம் . 


எனவே Ax + 0 எனும் போது , x + x என்பது தெளி 
வாகும் . 


இவ்வாறு , 


2:24 . ( 27 ) - , ( - ) 


அதாவது , 


dy 
dx 


x - ar 


= 


1 xn - 1 


( 


LI 


: 


= nan - 1 


) 


i.e. 


d 
dx 


( an ) 

= nxi - 1 


( 3 ) sin x- ன் வகைக்கெழு 


y = sin x என்க . 


ஃ y + y = sin ( x + AX ) 
i.e. Ay = sin ( x + Ax ) - y 

sin ( x + AX ) - sin x 


5ge 


கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


! 


2 cOS 


2 cos 


[ {** 4 *3 ** ] sin [(x + 4x) =-] 
cos ( x + 4 **) sin ( 4 ") 
- ( x)cos ( x +44) sin (21) 

( ** ) 
= cos ( x + 

( * 


( sin 


i.e. 


Ay 
AX 


இப்பொழுது , Ax- ஐ பூஜ்யத்தை 
& T 600T Curi . 


அணுகச்செய்து எல்லை 


Lt 
AX - 0 


r 


Lt 
Ax70 


COS 


sin ( 

0 ) 
( 


Д.c 


2 


i.e. 


dy 
dx 


$ 


Lt 
Ax + 0 


cos 


( x + 4 ) 


Lt 
Δx 
50 


sin ( m ) 
( 4 ) 

- 1 ) 


sino 


[ cos ( x + 0 ) ] [ 1 ] 


1 
110: 


Lt 
00 


0 


i.e. 


dy 
dx 


11 


COS X. 


i.e. 


d 
dx 


( sin x ) 


COS X 


வகைக்கெழுக் காணுதல் அல்லது வகையிடல் 
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( 4 ) cos X - ET aussáQa49 . 


Y = COS X 


6T FOTO . 


.. 


y + Ay = cos ( x + AX ) 


i.e. 


Ay 


= cos ( x + Ax ) – COS X 


- 2 sin 


dy 


i.e. 


sin [**** sin ( 4 *) 
Aka- ( ox Jain ( x + 47) sin ( 1 ) 
de 5 

• ( A1 ) 
otho [ ( ** ) sin(* 14 " ) sin(9 )] 

sin ( 4 ) 
1 - (x + 4 ) 


Lt 
AX + 0 


sin 


Δx 


L 


A 
sin x + 

2 


[ - sin x ). [ 1 ] 


| 


j.e. 


dy 
dx 


sin x 


d 


i.e. 


ax 


( cosx ) = > sin x 


( 5 ) tan x - só aum.Q54 . 

y = 

= tan x 6T FT . 
i . y + Ay = tan ( x + Ax ) 
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கணிதம் ஓர் - அறிமுகம் 


i.e. 


Ay == tan ( x + AX ) – tau x 


sin x 


sin ( x + Ax ) 

CUS , * + Ax ) COS X 
i.e Ay = sin ( x to Ax ) cos x cos ( x + x ) sin x 

COS ( x + x ) cos x 


sin ( x + AX - x ) 
CUS ( ATAX , COS X 


= 


sin Ax 
Cus ( X + AX ) COS X 


Ay 
AX 


sin Ax 
Xcos ( * + AX , COS X 

1 
cos ( x + AX ) 


1 


COS X 


இப்பொழுது , 


dy 
dic 


Lt 
AX - 0 


- ( 102 ) 

( A1 ) 
1. [ -2.14) cos (x + ars) com ] 
( ) [ coscator 

) (cos -)] 
( 1058 ) ( 605x) 


Lt 
Ax + 0 


= 


1 x 


1 
cos3 


i.e. 


dy 

= sec ? x 
dx 


d 


i.e. 


( tan x ) = sec x 


) = ? * 


dx 


குறிப்பு : 
பிறிதொரு முறையிலும் இதை நிறுவலாம் . 

sin x 
y = tan x 

cos x 


1 


1 
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1 


dy 
dx 


COS X 


d 

d 
( sin x ) -sin x 

( cos x ) 
dx 

dx 
( Cus x ) 

( வகுத்தல் விதிப்படி ) 
1 

[ cos x cos x – sin x ( - sin x ) ] 
cose x 


1 
cos x 


( cos x + sin x ] 


1 
cos x 


( 1 ) 


= sec8 x 


( 8 ) secx- ன் வகைக்கெழு 


y 

= sec X 6T GÖT . 


... 


y + Ay = sec ( x + AX ) 

Ay = sec ( x + Ar ) – sec x 


i.e. 


1 


1 


cos ( x + AX ) 


cosx 


COS X cns ( x + Ar 
i.e. Ay = 

cos ( x + AJC S x 


2 sin 


sin ( 


( x + 44 ) sin ( 4 ) 


= 


COS ( x of Ai , Cos x 


sin ( * + **) sin (-4 ) 


ДУ 


2 
Δx 


Ax 


cos ( x + Ax ) cos x 


sin (x + ) 


1 
x 

COS X 


Х 


sin ( 

( 4 ) 
( 4 ) 


cos ( x + Ax ) 


இப்பொழுது , 


. 


dy 
- dx 


4. A :) 


Δx -50 ( Δx 


. 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


Δτ , 


sin 


sin ( 


Ar 
x + 

2 


Lt 


1 


x 


뜰 
( ) 


Ax70 


x 


cos ( x + AX ) 


COS X 


1 


Х 


sin x + 
Lt 
Ax + 0 Lcos ( x + Ax ) ; 


COS X 


rsin 


sin (44 ) 


x 


* 


Lt 
Ax- 0 


AX 
2 


L 


1 


sin x 


Х 


X 1 
COS X 


COS X 


j.e. 


dy 
dx 


tan x . sec X 


i.e. 


( secx ) 


secx.tana 


7 ) cosec X - sr ausn 254 : 


y = cosec x 


.. = 

y + Ay = cosec ( x + Ax ) 
i.e. Ay = cosec ( x + Axi - 


cosec X 


1 


1 
sin ( x + AX ) 


sin X 


sin x – sin ( x + Ax ) 

sın ( x + Ax ) sin x 
sin ( x + Ax ) - sin x 

sin x sin ( x + Ax ) 


0 


- [ 


PEST ] 
52 cos ( x +43 ) sin ( 


Ax 


0 


SIN X 


1 


sin ( x + Ax ) . 


: 


வகைக் கெழுக் காணுதல் அல்லது வகையிடல் 
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COS 


* ( **** ) sin (4 ) 


2 


AL 
AX 


An - * ) 


sin x ) Ax 


sin ( x + Ax ) 


6T GOT Cou . 


COS 


Lt 
AX + 0 


AX 
2 


.Lt 


sin x 


AX - 70 


Ć SIO ( x + 4x ) 


(A * ) ( 

( x + 
( * ) ; 
( **) 


sin 


LI 
X Δx = 0 


அதாவது . 


dy 
dx 


( sin ? ) * (som * ) 


X 1 


cosec x cotx 


j.e. 


d 
dx 


( cosec x ) 


cosec X. cot x 


( 8 ) cot x - hot am 4 : 


J = cotx 


... 


i.e. 


y + Ay = cot ( x + 2x ) 
Ay = cot ( x + Ax ) – cot x 

cos ( x + Ax ) COS X 
sin ( x + Ax ) 


sin x 


cos ( x + Ax ) sin x - cosx sin ( x + 2x ) 

sin ( x + Ax ) sin x 
– sin [ ( x + Ax) - x ] 

sin ( x + Ax ) sin x 


sin Ax 
sin ( x to Ax ) Sex 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


Ay 
Ax 


|| 


sin Ax 
Ax sin x Sill ( x + Ax ) 


1 


) ( 22 ) n(x + A+) 


எனவே , 


Ax + 0 


- ( H 
4. (A : ) - (at ) al.. ( 18+ ) 

[ 

] 
( sin ) 


1 


Lt 
Ax > 


sin ( x + Ax) 


அதாவது , 


dy 
dx 


X ( 1 ) X 


sin x 


== 


cosec ? x 


d 


i.e. 


dx (cot x ) 


( cot x ) = - - cosec ? x 


( 9 ) ex- ன் வகைக்கெழு 

( x 

என்க . 
மேலும் , சார்பிலா மாறி x- ன் கூடுந்தொகையை Ax என்றும் , 
அதற்கொப்ப ஏற்படும் சார்புடை மாறி y- ன் கூடுந்தொகையை 
Ay என்றும் கொள்வோம் . 


x + AX 
y + y = e 

x + Ax 


i.e. 


Ay = e + Ax_ * 


* Ax - x 


X 


x 
e 


( eAx - 


== 


1 ) 


Ay 
Ax 


= " ( 4-1 ) 


எனவே , Ax + 0 எனும் போது எல்லை காண , 


( 2 ) 


Lt 
Ax - O 


.. ( * -* - 1 ) 


Ax + O 


X 


2250 ( -4-1) 


வகைக் கெழுக் காணுதல் அல்லது வகையிடல் 
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i.e. 


= ex . 
dx 


ex . 1 


( 4 (" T ) - 1) 


er 


i.e. 


d 

( e ) = ex 
dx 


( 10 ) a- ன் வகைக்கெழு 


X 


y = a * என்று எடுத்துக்கொள் வோம் . 

x + AX 
y + Ay = a 

x + AX 
Ay = a 


i.e. 


X 
a 


Ax 
= a ( a 


1 ) 


.. 


AN 


dy 
dx 


== 


Ax + 0 


( 4--1 ) 

( A ) 
AH ! [ " ( --- )] 

L. ( --1) 


X 
a 


Ax0 


as logs a 


d 


j.e. 


lax 


( a ) = a logaa 


( 11 ) logex- ன் வகைக்கெமு ( x > 0 ) 

y Jog x என்க . 
y + Ay = log ( x + Ax )) 
i.e. Ay = log ( x + AX ) - logx 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


X 


! 


Δν 
Ax 


108 (*+4+ ) 
log (1 +45) 
- log ( 1 +45 ) 
- = [ # 105 (1 +4+)] 
- 1 ( 108 (1+4,95 ] 


1 
A.r 


இப்பொழுது , 


dy 
dx 


Lt 
AX + 0 


Δν 
Δx 


17 


1 
Ax0 x 


log ( 1+ 


(1+ 47) * 


Дх 


17 


Δx = 0 


} 


* 74 ( 
- (0443 
--- (1-4 )* 

... 


800든 


X 


r 


1 


log [ e ] 


.. 


Lt 


( 1 m ) 


X 


0MA 


: 
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1 


1 


11 


.1 , 


X 


1 


i.e. 


d 
dx 


( log x ) 


- 


x 


( 12 ) Ιoga x - στ οι σD &&&& up ( x > 0 ) 

y = logo και στσστ τσάι. ιο . 
.. y + Δy = log . ( x + Δx ) 
i.e. Δy logo (x + Δx ) -- logat 


loga 


= loga 


( + Δ ) 

( 1 + 4 ) 
: Α ! - ιοε. ( 1 + 4 ) 

- ( Α ) ( 4 ) 1ου.(1 + 4 ) 


எனவே , 


α. 


dy 
dx 


Η 


Δx = 0 Δx 


- ( :) | 
-- = y 
( ! ) ... (1-4 ) 
- ( 5 ) [ .. 
(1-4) 


- 


X 


1 


Δx 


4. 0 , 9 .-. 85 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


- ( + ) lose 
- ( H ) a ( 


log ba = 


4 ) 


1 
logob 


dy 


1 
x loga 


dx 


1 


i.e. 


d 

( logax ) = 
dx 


x log a 


( 13 ) sin -1x- ன் வகைக்கெழு 


d 


1 


( sin - lx ) = 


dx 


ſi_x² 


( 14 ) cos - 1x- ன் வகைக்கெழு 


. 


d 

( cos - 1x ) = 
dx 


x2 


குறிப்பு : 

sin - 1x , cos - 1x இவற்றின் வகைக்கெழுக்கள் எண்ணளவில் 
சமம் என்பதை அறியவும் . இதேபோன்று tan - 1x , cot -1x 
இவற்றின் வகைக்கெழுக்களுக்கும் , sec - 1x , cosec - 1x இவற்றின் 
வகைக்கெழுக்களுக்கும் அடையாளத்தில் மட்டும் மாறுபட் 
டிருக்கும் என்பதைக் கண்டு கொள்ளலாம் . 
இதற்கு காரணம் 
sin - 1x + cos - 1x = * 

2 


சு 


.. 


(5in- x = d : sind = = 

( 1 ) 


* 


COS 


= x ; cos - 1x = 


- 


al 


] 


2 


2 


. 


| 
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இதேபோல , 


tan - 1x + cot - 1x 


கல் 


sec - 1x + cosec - 1x = 


2 


( 15 ) tan - 1x- ன் வகைக்கெழு 


# ( an - s) - ( 3 ) 


( 16 ) cot -1x- ன் வகைக்கெழு 


d 


i.e. 


. ( cot- x)= - ( 


1 
( 1+ ) 


| 


( 17 ) sec - 1x- ன் வகைக்கெழு 


1 


i.e. 


d 
dx 


( sec - 13 ) 


xx - 1 


( 18 ) cosec - 1 x- ன் வகைக்கெழு 


1 


i.e. 


d 
dx 


( cosec - 1 x ) = 


x - 1 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள சார்புகளின் x- ஐச் சார்ந்த 
வகைக்கெழு காண்க . 


3 


x2 + ex 


( ii ) 7x - Scos x + 2x 


- 


( iii ) 9 sin x +2 ve 


| 


1 
5 


+ log x 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


தீர்வு : 

( i ) y = t ex 6750T 8 . 


3 


i.e. 


y = ex + 3x - 2 


... 


X - 838 Firt $ 160 && 044 86T 600T , 
dy 

d 
dx dx 

[ ex + 3x - 2 ] 


d 
dx 


( ex ) + ( 87-9 ) 


11 


ex + 3 


d 

( x - 2 ) 
dx 


8 


ex + 3 (-2 ) 


i.e. 


dy 
dx 


( ii ) 


y = 7x8 – 8 cos x + 2x 6T607 68 roh Gord . 

dy d 
dx dr ( 7x ^ -8 cosx + 2x ) 


d d 

d 
( 7x® ) – 
dx 

( 9 cos x ) + 
dx 

dx 

( 2x ) 
d 
74 ( 

d 
dx (x8) -8 

( cosx ) + 2 
- 7 ( 8x® ) – 8 ( -sin x ) + 2.1 


- dx 


dx (x ) 


i.e. 


dy 
dx 


= 21x + 3sin x + 2 


1 


( iii ) y = 9 sin x + 2x 


+ log x 6T ST . 


X5 


d 


dy 


dy 
da 


d 
9 

dx 


( sin x ) + 2 


dx (VA ) 


) - 


d 
dx 


+ 


d 
dx 


( logx ) 
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ம 


9 ( cos x ) + 2 ( 

( * ) - ( - 5 ) ( x ) + ( ) 

+++++ 


9 cosx + 


+ 


2 . பின்வருவனவற்றின் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக்களைக் 
கண்டுபிடி . 
( i ) ( x + 6 ) (3-5x ) ,, ( ii ) ( 23 +33 - 8 ) sin x , 

x2 - 7 
( iii ) 5ex tanx log x , ( iv ) 

5x + 2 


( v ) 


x2 + x + 1 
x2 

x + 1 


2 


( vi ) 


( x + 1 ) ex 

Sinx 


தீர்வு : 

( i ) y = ( x +6 ) ( 3 - 5x ) என்க . 

இங்கு , பெருக்கல் விதியைப் பயன்படுத்தி x- ஐச் சார்ந்த 
வகைக்கெழு காண , 

d 
ay = ( x + 6 ) 

( 3-5x ) + ( 3-5x ) A. (x + 6 ) 
dx 

dx 
என்று கிடைக்கும் . 


i.e. 


dy 
dx 


( x + 6 ) ( 0 - 5.1 ) + ( 3 - 5x ) ( 23 + 0 ) 


II 


( x + 6 ) ( - 5 ) + ( 3 - 5x ) ( 23 ) 

- 15x3 + xே - 30 
= - 3 ( 5x " - 2x + 10 ) 


( ii ) 


y = ( 233 + 3x - 8 ) ( sin x ) 
dy 

d 
dx 

dx 

( sinx ) 
d 

( 232 + 33 - 8 ) 


+ ( sin x ) ax 


( 2x3 + 3x - 8 ) ( cos x ) + ( sin x ) ( 4x + 8 ) 
( 2x2 + 3x - 8 ) cos x + ( 4x + 3 ) sin x . 


== 


] 


( x - 7 ) - ( x2-7 ) ax 
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( iii ) y = 5ex tan x log x 
dy 

d 

5 ( ex tanx logx ) 
dx dx 
d 

d 
( 
5 ex tan x ax (log x ) + ( tan x log x ) ( e ) 

dx 

d 
+ ( log x ( * ) 

dx 

( tan x) 
= 5 ex tan x 

+ tan x log x ( ex ) 

+ log x ex ( secºx ) 
tan x 
5ex 

+ tanx logx + secºx logx 
x2 7 
( iv ) y = 

5x + 2 
இங்கு வகுத்தல் விதியைப் பயன் படுத்தி , வகைக்கெழு 
காண்போம் . 

d 

d 
dy 

( 5x + 2 ) 
dx 
dx 

( 5x + 2 ) 
1 

[ ( 5x + 2 ) ( 2x ) - ( x2 - 7 ) ( 5 ) ] 
( 5x + 2 ) 


) 
bgs) 


|| 


( 22 


| 


+ 


1 


== 


(5x + 2 ) [ ( 10x * + 4x ) - ( 5x - 35 ) } 


1 


(5x + 2 ): [ 5x + 4x + 35 ) 


( v ) y 


x + x + 1 
x2 x + 

1 


dy 
dx 


( x - x + 1 ) 


d 

( x + x + 1 ) - ( + x + 1 ) 
dx 

( x2 - x + 1 ) 


d 

( x - x + 1 ) 
dx 


6.கைக்கெழுக் காணுதல் அல்லது வகையிடல் 


551 


= 


1 


( x - x + 1yz [ (4 - x + 1 ) { 2x + 1 ) - ( x + x + 1 ) ( 2x - 1 ) ) 

* ( 
(x_x + 1}= [ (2x3-2x + 2.x + x - x + 1) 

( 2x + 2x + 2x - x - x - 1 ) ] 
212 + 2 
( x 2 - x + 1 ) 
2 ( 1 - x ) 
( x - x + 1 ) 


3 


== 


2 


( iv ) 


( x + 1 ) 
y = 

sin x 


sin x 


d 
dx 


dy 
dx 


d 
[ ( x + 1 ] ex ] - ( x + 1 ) es ( sin x ) 

dx 
( sin x ) 


1 


// 


( sin x )? { ( sin x ) [ ( x + 1 ) ( er ) + e ( 2x ) ] 

- ( x + 1 ) ex ( cos x ) } 
- ( 5 ) 

) ( ) 

[ ( x + 2x + 1 ) sin x- ( x + 1 ) cos x ] 


3. கீழ்க்காண்பனவற்றின் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக் 
களைக் காண்க . 


( i ) ( * -4x + 1 ) 


( ii ) ( 4-7x8 , * 


( iii ) : cos 5x 


தீர்வு : 


( i ) y = ( x2 - 4x + 1 ) * 

இங்கு y- என்பது சார் பின் சார்பாகக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
தால் , சார்பின் சார்பு விதியைப் பயன்படுத்தவேண்டும் . 

எனவே , u = x2 - 4x + 1 என்றிடுவோம் . 
: y = us என்றாகும் . 
இப்பொழுது , u- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


dy 
du 


Su ? என்று கிடைக்கும் . 
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மேலும் , u = ( x - 4x + 1 ) என்பதால் , 
du 

( 23 - 4 ) என்று பெறலாம் . 
dx 

dy dy du 
ஆனால் , 

dx du 

= 3u ( 2x - 4 ) 
= 3 ( x 2 4x + 1 ) ( 2x - 4 ) 


dx 


( ii ) 

y = ( 4 - 7x ) என்க . 
மேலும் , u = 4 - 7x என்று கொள்வோம் . 

du 
எனவே , 

dx 

-7 ( 3x2 ) = - 21x2 


இப்பொழுது , y = u * என்றாகும் . 

dy 
ஆகையால் , 

4u 
du 


8 


ஆனால் , 


dy 
dx 


dy 
du 


du 
dx 


4u : ( - 21x ) 

- 84x2 ( 4 – 7x * ) 8 
( iii ) 

y = cos ? 5x என்க . 
இங்கு , = , 

u = cos 5 % என்றிட , y = u என்றாகும் . 
dy 

2u , மற்றும் 
du 


du 
dx 


d 
dx 


( cos 5x ) 


== 


( 5 ) 


d 
sin 5x 

dx 
sin 5x 5 


- 5 sin 5x 


எனவே , 


ay 


dy 

du 
dx du dx 

= 20 ( - 5 sin 5x ) 
= ( 2 cos 5x ) ( -5 sin 5x ) 

10 sin 5x cos 5x 
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4 . 

பின்வருவனவற்றின் x- ஐச் சார்ந்த 
களைக் காண்க . 


வகைக்கெழுக் 


( i ) 


1 
( 5x + 4 , 


( ii ) ( 2x + 1 ) Vx2 + 5 


(ii ) esin x 


a + bx 
a - bx 


( v ) coss ( 7 - 8x ) 


தீர்வு : 


1 


( i ) y = ( 5x + 4 ) 


என்க . 


2 


i.e. y = ( 5x + 4 ) -3 


dy 


d 
dx 


[ ( 5x + 4 ) -2 ] 


dx 


8 


- 2 ( 5x + 4 ) 


d 
dx 


( 5x + 4 ) 


= -2 ( 5x + 4 ) -3 ( 5 ) 
= -10 ( 5x + 4 ) - : 

10 
( 5x + 4 ) 


( ii ) y = ( 2x + 1 ) + 5 எனக் கொள்வோம் . 

இங்கு , u = ( 2x +1 ) என்றும் , v = x + 5 
என்றும் குறிப்பிடுவோம் . 
பின் , y = UV என்றாகும் . 


dy 


du 


:: dx 


- 1 


dv 
dx 


+ y 


dx 


இப்பொழுது , u = 

u = ( 2x + 1 ) 
du 

d 
2 ( 2x + 1 ) ( 2x + 1 ) 
dx 

dx 


= 2 ( 2x + 1 ) 2 


= 4 ( 2x + 1 ) 
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இதேபோன்று , V = Vx + 5 என்பதால் , 


dx 


1 


d 


dy 
dx 


17 15 de ( x2 + 5 ) 


1 
2 Va ? +5 


( 2.x ) 


X 


Vx2 + 5 


6T 607 Coou , 
dy 
( 2x + 1 ) 

+ V x2 +5 4 ( 2x + 1 ) 
dx 

√xºt 
x ( 2x + 1 ) 2 + 4 ( 2x + 1 ) ( xº + 5 ) 


√ x 


2 
X 


+ 5 


( 2x + 1 ( x ( 2x + 1 ) + 4 ( x2 +5 ) ] 

V x² + 5 
( 2x + 1 ) 

( x2 + x + 20 ) 


- 


V x2 +5 


( iii ) 


** 
) 


.. 


sina x 
y = e 

6T GÖT . 
dy d 

sinox 
dx 

da ( e 
sin ? 

d 
e 

( sin ? x ) 

dx 
sin 

d 
e ( 2sinx ) 

( sin x ) 
dx 


: 


esinex 


11 


sinº x 
eе 

2sin x COS X 


sina x 
2e sin x COS X 


a + bx 


( iv ) y = log 


a 


6.2 


01 


dy 
dx 


ll 


log ( a - bx ) - log ( a - bx ) 
1 d 

1 
( a + bx ) 
( a + bx ) dx 

( a - bx ) 
d 

( a - bx ) 
dx 
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- ( - + an ) - ( = ) 

b ( a + ka + - ) 


= 


-- 


a - bx + a + bx 
( a + bx) ( a - bx ) 


== 


2ab 
( a - b2x2 ) 


( v ) y = cos ( 7 - 3x ) என்க . 

மேலும் , u = cos ( 7 - 3x) என்றும் , 
என்றும் கொள்வோம் . 


y = 7 - Sx 


y = u , u = cos , y = ( 7 - 3x ) என்றாகும் . 
இப்பொழுது , 

dy 

3 u = 3 cos " ( 7 - 3x ) , 
du 


= 


du 
dy 


sin y = 


sin (7- 3x ) , 


- 


மற்றும் , 


dy 
dx 


- 3 . 


எனவே , 


dy 
dx 


dy 
du 


du 
dy 


dy 
dx 


= 


3 cos ( 7-31 ) [ - sin ( 7-3x ) ] ( - 3 ) 

9 sin ( 7-3x ) cos " ( 7 - 3x ) 
குறிப்பு : 

இதுகாறும் கண்ட கணக்குகளில் சிலவற்றுள் u , Y எனும் 
மாறிகளைக் கொண்டுவராமலேயே , y- ன் x- ஐச் சார்ந்த வகைக் 
கெழுக்களைப் பெற முடியும் என்பதை அறியவும் . 
2.4 உட்படுச் சார்புகளின் வகைக்கெழு காணுதல் 

இதுவரை , y என்ற சார்புடை மாறியை , x எனும் சாரா 
மாறியின் மூலம் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , அதாவது , y- ன் 
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மதிப்பை x- ன் சார்பாக தெளி வாகக் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 
பின் x- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக் கெழுவை காணும் பல்வேறு 
முறைகளைப்பற்றி ஆராய்ந்தோம் . இனி , y- ஐ x- ன் சார்பாக வெளிப் 
படையாகக் கூறாமல் , x , y ஆகிய மாறிகளுக்கிடையே உள்ள 
ஏதேனும் ஒரு தொடர்பு கொடுக்கப்பட்டால் , x- ஐச் சார்ந்த 
y- ன் வகைக்கெழு காண்பது எவ்வாறு என்பதை இங்கு பார்ப் 
போம் . x , y என்ற மாறிகளுக்கிடையே கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
தொடர்பிலிருந்து , y- ன் மதிப்பை x- ன் சார்பாகப் பெற முடியும் 
என்று கருதி , y- ன் வகைக் கெழுக் காணவேண்டும் . இங்கு y- ன் 
மதிப்பு , x- ன் சார்பாக வெளிப்படையாகக் கொடுக்கப்படவில்லை 
யாதலால் , இத்தகைய சார்பு உட்படு சார்பு ( Implicit function ) 
என்று கூறப்படும் . 


உட்பாடு சார்புகளின் வெவ்வேறு அமைப்புகளுக் கேற்ப , 
வகைக்கெழு காணும் முறையை பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் 
மூலம் விளக்குவோம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
5. பின்வரும் தொடர்புகளிலிருந்து , 12 - ன் 


மதிப்புகளைக் 


கண்டுபிடி . 


( i ) 2x - 3y = 6 ( ii ) x + 3x y = 10y : 
( iii ) 2xy + y = 3x + y - 5 

( iv ) 7x " - 5xy + y = 6x - 7y + 4 
தீர்வு : 

( i ) 2x - 3y = 6 
இருபுறமும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 

dy 
2.1 - 3 

என்று பெறலாம் . 
dx 


i.e. 


2 = 3 


dy 
dx 


2 


i.e. 


dy 
dx 


II 


( ii ) x + 3x2y = 10ys 

இங்கு , y- ஐ X- ன் சார்பாக எழுதமுடியும் என்று கொள்வோம். 
எனவே , x- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 
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d 

( 38 + 3xy ) = 10 * ( ** ) என்றாகும் . 


dx 


i.e. 3x + 3 


dy 


( 


* 2 


ax + y 2x )) 


10 ( 3y " ) 


dy 


i.e. 


dy 
dx 


( x2 


10y ) = 


( x + 2xy ) 


dy 


( x + 2xy ) 
(x- 10y ) 


dx 


( iii ) 2xy + y * = 3x + y - 5 

இரண்டு பக்கங்களும் X- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 
2 ( dy dy 

dy 
1y + x + ( 2y ) 

3.1+ 
dx 

dx 


( 1 ) 
i.e. (2x + 2y - 1) 


dy 
dx 


= (3-2y ) 


. 


dy 

( 3-2y ) 
i.e. 

dx ( 23+ 2y - 1 ) 
( iv ) 7x - 5xy + y : 

5xy + y = 6x - 7y + 4 
இருபுறமும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 

dy 

dy 
7 ( 23 ) - 5 1y + x + 2y 

dx 

dx 


dy 
6.1 - 7as 


( 6 + 5y - 14x ) 


i... ( 2y - 5x + 7 ) * 

* 


i.e. 


dy 
dx 


( 6 + 5y - 14x ) 
( 7 + 2y - 5x ) 


dy 
6. கீழ்க்காணும் தொடர்புகளிலிருந்து , - ன் மதிப்பைக் 

dx 


காண்க . 


* 


( i ) 


y 
be 


as + 


( ii ) x_cot y + y = 0 


(ii ) , - t los ( + ) 
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தீர்வு : 


ta 


32 


( 
i 
) 


+ 

be 


= 1 


a2 X 


.. 


i.e. 


(ex) + Convento 
( 6 ) -- ( ) 

de = ( - ) 6 ) 


i.e. 


( ii ) x cot y + y 0 

dy 
... 1 cot y + x - cosec ? y ) 

dx 


dy 
+ 

dx 


= 0 


i.e. 


dy 
( 1 - x cosecy) 

dx 


cot y 


i.e. 


dy 
da 


-coty 
1 - X cosecay 


cot y 


( 
x cosecºy 1 


( iii ) y = x log 


y 
a + bx 


) 


x [ log y - log ( a + bx ) ] 


,, 


dx 


dy 
dx 


= 1. ( log y - log ( a + bx ) ] + x 


* [ ( ) 

- (a + bx) () ] 
los ( atbx ) + ( -) - ( * ) 
( 1-5 ) enero – Joel afbx ) - ( 4 ) 

[:: * --108 ( atbx )] 


bx 


y 
X 


(a t - bx ) 
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== 


y ( a + bx ) - bx 

x ( a + bx ) 


i.c. ( ) * 
* = ( -s ) (2th ex ) 

- ( ? ) [ " F- % a + s ) 


14 , Y 


2.5 ஒரு சார்பைப் பொறுத்த மற்றொருச்சார்பின் வகைக்கெழு 
காணுதல் 

என்பன ஏதேனும் இரண்டு x- ன் சார்புகளாக இருக் 
கட்டும் . 

பின் , x- ஐச் சார்ந்த u , v எனும் மாறிகளின் வகைக் 
கெழுக்களைக் காணமுடியும் . எனவே , x- ல் ஏற்படும் A : எனும் 
கூடுந்தொகைக்குத் தகுந்தாற்போல் , u , v இவற்றில் ஏற்படும் 
கூடுந்தொகைகள் AU , AV என்றிருக்கட்டும் . 


9. இப்பொழுது , 


Au 


Au Ax 
Δx Δν 


Δν 


( 


Δu 
Δx 


= 


( 
4 
) 


Δν 
Ax 


மேலும் , Ax பூஜ்யத்தை 

அணுகும் போது , Au , AY 
இரண்டுமே பூஜ்யத்தை ஆணுகுமாதலால் , Ax - 0 எனும்போது 
எல்லை காண , 


Au 


L 


Lt 


AU 


// 


Ax - O 


Lt 
Ax - O 


Δν 


A ! 


Lt 


2 ) 


i.e. 


Lt 


== 


Δν -40 Δν 


Ax + of AR 

AV 
Ax + o | Ax 


LI 


. 


. 
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du 
dx 


i.e. 


du 
dy 


( 10 ) 


இங்கு வலது புறத்திலுள்ள தொகுதி , பகுதியில் காணப்படும் 
எல்லைகள் இரண்டும் உளதாயிருப்பதால் , இடதுபுற எல்லையும் 
இருக்கவேண்டும் என அறிகிறோம் . அதாவது , v- ஐச் சார்ந்த 

du dy 
u- ன் வகைக்கெழு இருக்கும் என்றும் , அதன் மதிப்பு 

dx dx 
இவற்றின் விகிதத்திற்குச் சமம் என்றும் தெரிகிறது . 
குறிப்பு : 
இதேபோன்று , x , y என்ற மாறிகளை வேறு ஏதேனும் ஒரு 

dy 
சாராமாறியின் மூலம் கொடுக்கப்படினும் , -ன் மதிப்பை அச் 

dx 
சாரா மாறி மூலம் காண முடியும் , எடுத்துக்காட்டாக , 

4 ( t ) , y = V ( 1 ) 
என்று கொடுக்கப்பட்டால் , t- ஐச் சார்ந்த x , y ஆகிய மாறி 
களின் வகைக் கெழுக்களைப் பெறலாம் . பின் y- ன் வகைக்கெழு , 


( 


dy 
dt 


) 


dy 
dx 


dx 
dt 


என்ற தொடர்பிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும் . 

இங்கு , t எனும் சாரமாறி துணை அலகு ( Parameter ) எனப் 
படும் . வட்டம் , பரவளையம் , நீள் வளையம் போன்ற வளை வரை 
களின் மீதுள்ள எந்த ஒரு புள்ளியையும் இத்தகைய துணை 
அலகின் மூலம் குறிப்பிடுதல் வழக்கமாகும் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
7. கீழேக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர்புகளிலிருந்து v- ஐச் 
சார்ந்த u- ன் வகைக்கெழு காண்க . 


sin x 


( i ) u = a 


; 


V = COS X 


( ii ) u = tan 


tan- ( ) ; 


y = sec - 1 


1 
2x2 
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தீர்வு : 


sin x 


( i ) u = a 


x- ஐச் சார்ந்த வகைக் கெழு காண , 
du 

d 

log a ( sin x ) 
dx 

dx 


sin x 


sin x 


log a cos x 


இதேபோன்று , 


v = COS என்பதால் . 


dy 
dx 


sin x 


இப்பொழுது , 


du 
dy 


== 


du 
dx 
dv 
dx 


( 2 ) 


sin x 
a log a cos x 

sin x 


sin x 


log a cotxa 


( ii ) 


11 = tan - 1 


( 5 ) 


du 
dx 


( + ) ( + ) 


i.e. 


du 
dx 


1 
1 - x + x 
1- x 


2 


( 1-3 ( 1 ) - 20-23 ) 


( 1-3 ) 


க.ஓ. அ . - 36 
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( 1 - x ) -- x2 

VI - x2 


1 


1-3 


2 


y = sec - 1 


( 28 


1 
23 - 1 


* EM- - ( 5 ) 

[ ] ( 4 ) 


== 


- 1 
( 2x - 1 ) 


2 


( 2x - 1 ) 

( 2x2 - 1 ) 
( 2x - 1 ) 


V 


2 


3 


== 


( 282 - 1 ) ( -4x ) 
4x2 - 4x+ ( 2x - 1 ) 


2 


// 


- 4x 
2 : 1-2 


2 


= 


01 


x2 


எனவே , 


du 
dy 


1 


( * ) ( - ) 
( * ) ( - ) 


2 


குறிப்பு : 


மேலே கொடுக்கப்பட்ட சார்புகளில் ஒரு துணையலகை 

du 
அறிமுகப்படுத்துவதன் மூலம் -ன் 

dy 

மதிப்பை எளிதில் பெற 
முடியும் என்பதைப் பின்வரும் விளக்கத்திலிருந்து அறியக்கூடும் . 
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u = tan - 1 


( - ) 
( * ) 


V 


sec - 1 


இவ்விரண்டிலும் x = cos G என்றிடுவோம் . 


.. u = 
= 


tan - 1 


cos 0 
1- cos 9 


( 
( S 


cose 


== 


tan - 1 


sing 





tan - 1 ( cot 0 ) 


tan - 1 


i.e. 


t = 


என்று கிடைக்கும் . 


(1an ( + - )] 
( * -0 ) 

( - ) 
( 203-1 ) 


இதேபோன்று , v = 


sec - 1 


sec - 1 


1 


== 


Sec - 1 


cos 20 ) 


sec - 1 ( sec 22 ) 


i.e. 


y = 28 என்றாகும் . 


இப்பொழுது u , v இரண்டும் 9 - ன் சார்புகளாக உள்ளன . 
எனவே , 8 - ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


du 

dy 
= ( -1 ) , = 2 என்று கிடைக்கும் . 
do 

do 


du 
de 


du 
dy 


( 
( 2 


( -1 ) 


என்று தெரிகிறது . 


dy 


da 
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dy 
பின் வரும் .y- ன் மதிப்புகளிலிருந்து ax 

-ன் மதிப்பைக் 


8 . 


கணக்கிடு . 


( i ) x = 

x = a cose , y = b sin a 
( ii ) x = ate , 

y = 2at 
( iii ) x = ( 3sin t - sint) , y = ( 3 cos t - coset) 


தீர்வு : 
( i ) - 

= b sin a 
9- வைச் சார்ந்த வகைக்கெழுகாண , 
dy 

- = b cosa என்று கிடைக்கும் . 
de 


இதேபோல , x = a cos ) என்பதால் , 


dx 
do 


II 


a sin a 


என்றாகும் . 


இப்பொழுது . 


dy 
dx 


= 


( 2 ) 
( 45 ) 


i.e. 


dy 
dx 


b cos 9 

a sin 


( 


( - ) ot 9 


( ii ) y = 2 at ; 


dy 
dt 


2a.1 = 2a .( t- ஐப் பொறுத்து 


வகையிட ) 


x = at ? ; 


dx 
dt 


= a ( 21 ) = 2 at 


dy 
இப்பொழுது , de 


( * ) 
( 4 ) 

- 


i.e. 


dy 
ds 


2a 
2at 
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( iii ) y 

= 3 cost - cost 
இருபுறமும் 1 - ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


dy 


3 ( - sin t ) - 3 cos " t ( - sin t ) 


dt 


3 sint + 3 sint cost 


- 3 sint ( 1 - cost) 


3 Sint sinet 


== 


3 sinst 


3 sint 


sint 


dx 
dt 


/ 


3 cos t - 3 sin i ( cos I ) 


= 


3 cost ( 1 


sins t ) 


= 


3 cos t ( cos " t ) 


== 


3 coss t 


இப்பொழுது , 


2 


dy 
da 


( * ) 
( 4 ) 


== 


3 sinst 
S coss 1 


tant 


= uy 


2.6 மடக்கையைப் பயன்படுத்தி வகைக்கெழு காணுதல் 

y = என்றும் , u , V என்பன வகைக் கெழுக்களையுடைய 
இரண்டு x- ன் சார்புகளாகவும் கொடுக்கப்பட்டிருப்பதாகக் 
கொள் வோம் . இங்கு , ஒரு 

சார்பின் 

படியும் x- ன் சார்பாக 
உள்ளது . எனவே இத்தகைய சார்புகள் , இதுவரைப் பார்த்துள்ள 
எந்த அமைப்பிலும் இல்லை என்பது நன்குவிளங்கும் . ஆகையால் , 
இவற்றின் வகைக்கெழு காண்பதற்குமுன் , மடக்கை எடுப்பதன் 
மூலம் தெரிந்த அமைப்புக்கு இச்சார்பை மாற்ற முடியும் . அதன் 
பின்னர் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுவைப் பெற வேண்டும் . 
இவ்வாறு ,, 


y = u என்பதால் , 


log y = 


= y log u என்றாகும் . 
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இப்பொழுது , x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுகாண , 
1 dy 


y dx 


( log u ) 


= ( 4 ) 

) log u + ( H * ) 

( 3 ) + * ( ) 
* * = > [[log # ) ( # ) + : ( * ) ) 

[ ( log un)( * ) + * ( 1 ) ) 


u 


குறிப்பு : 

இவ்வாறு , முதலில் மடக்கை எடுத்து , பின் வகைக் கெழு 
காண்பதன் மூலம் , மிகவும் கடினமான பல சார்புகளின் வகைக் 
கெழுக்களைக்கூட எளிய முறையில் பெற முடியும் . எடுத்துக் 
காட்டாக , பல கடினமான சார்புகளின் பெருக்குத்தொகை , ஈஷ 
இவற்றால் அமையப்பெறும் சார்புகள் , மாறிகளின்படி கடினமான 
மூலங்களாக அமைந்துள்ள சார்புகள் ஆகியவற்றின் வகைக் 
கெழுக்களை இம்முறையில் எளிதில் காண முடியும் . 

பின் வரும் 
எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் இம்முறை நன்கு விளக்கப்பட்டுள்ளது . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
9 . பின்வருவனவற்றின் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக்களைக் 
கண்டுபிடி . 


ex 


cot x 
( i ) ( 1 + x ) * ( ii ) ( tan x ) cot 

( 212 - 1 ) * ex 
( iii ) X 

( iv ) 

( x +7 
தீர்வு : 
( i ) y = ( 1 + x ) x எனக் கொள்வோம் . 
இரு புறமும் மடக்கை எடுக்க , 

= x log ( 1 + x ) என்று பெறலாம் 
x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


. 


iog y 


1 dy 


** 


( 1 ) log ( 1 + x ) + x 


( + ) 


y dx 


1 + x 
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dy 
d.x 


log (! + x) + ( 

+ ( + 1) 
» [105 (1 (*** )] 

x ) [ log (1 + + ( 1 + x ) ] 


log ( 1 + x ) + 


= ( 1 + x ) * log ( 1 + x ) + 


cotx 
( ii ) y = ( tan x ) 6T GOT . 


.. 


log y = cot x log tan x 
x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


1 dy 


1 
= cot x 

tan x 


sec x + log tan x ( -cosecx 


y dx 


= cosecax 

cosecºx log tan x 
= cosecºx ( 1 - log tan x ) 


dy 

= y cosecºx ( 1 – log tan x ) 


dx 


cotx 
( tan x ) cosecºx ( 1 – log tan x) 


cotx 


ex 


( iii ) 


V = x TOOT . 


ex 


... 


log y = log ( x ) 


= ex log x 


x- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 


+ ( ex ) log x 


g -- ( - ) + 

* ) ) 
= « ( + log x)) 
in = ye ( + log 

*** ( + log x) 


+ log x 
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== 


- 


log 


[ * 


" ) 


( 2x " -1 ) * ex 
( iv ) y 

( x + 7 ) 
எனவே , 

( ( 2x - 1 ) * e + 
log y = 

( x + 7 ) 
log [ ( 2x " -1 ) * e1x ) - log [ ( x + 7 8 ] 
log( 2x - 1 ) * + -log( ex) -8log ( x + 7 ) 

5 log ( 2x ? - 1 ) | 4x log e - 8 log ( x + 7 ) 

x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 
1 dy 1 

1 
5 

8 
y dx 

2x2 - 1 


= 


( ) 

x + 7 
+ 4- ( 7 ) 


20x 
( 2x2 - 1 ) 


( log e = 1 ) 


20x ( x + 7 ) +4 ( 2x2 - 1 ) ( x + 7 ) - 8 ( 2x - 1 ) 

( 23 - 1 ) ( x + 7 ) 
4 ( 2x8 + 15x2 + 34x - 5 

( 23 - 1 ) ( x + 7 ) 


dy 
dx 


= y 


4 ( 2x8 + 15x + 34x - 5 ) 

( 2x ? - 1 ) { x + 7 ) 


( 2x2 - 1 ) ex 4 ( 2x + 150 + 34x - 5 ) 
( x + 7 ) 

( 2x ” -1) ( x + 7 ) 
4e4x ( 212-1) 

( 2x : + 15x2 + 34x- 5 ) 
( x + 7 ) 


dy 

-ன் 
10. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர்புகளிலிருந்து , 

ds 


மதிப்பைக் காண்க . 


( i ) yx = aY 


( cos x ) ... to a 


( ii ) y = (cos x ) ( cosx ) 


தீர்வு : 


( i ) yx = xY 

x log y = y log x 
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அடுத்து x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


1 dy 


- 


1 


1.log y + x 


dy 

log x + y 
dx 


y da 


i.e. 


logy 


( * - logx) * = ? 
( - > los *) * = ( -logy ) 


i.e. 


y 


dy 
dx 


x log y 
x - ylog x 


3 ) 


8 


( cos 


( cos x ) .... 

( cos x ) 
(( ii ) y = ( cos x ) 

இங்கு cos x- ன் படி முடிவிலி வரை செல்வதால் , cos x- ன் 
படியையே y எனக் கொள்ளலாம் என்பது கொடுக்கப்பட்ட 
தொடர்பிலிருந்து நன்கு விளங்கும் . ஆகையால் ,, 


y = cosx ) என்றாகும் . 
இருபுறமும் மடக்கை காண , 
log y = y log ( cos x ) என்று கிடைக்கும் . 
x- ஐப் பொறுத்து வகையிடுவோமானால் , 
1 dy dy 

1 
log cos x + y ( -sin x ) 

dx 
y 

dx 


* 


( 2 


COS X 


1 


i.e. 


) 
( ) * 
( 1-1}ps cos ) 


log cos x 


- y tan x 


y 


dy 


i.e. 


-ỳ tanx 


dx 


i.e. 


dy 
dx 


== 


yatan x 
( 1 - y log cos x ) 


1 . 


பயிற்சி 
அடிப்படைக் கோட்பாட்டிலிருந்து , பின்வரும் சார்பு 
களின் வகைக்கெழுக்களைக் கண்டுபிடி . 

VE 
( i ) 33 

( ii ) amx ( iii ) e 
( iv ) cot 30 ( v ) sec ( 2x- 3 ) ( vi ) tan ( xº ) 
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2 . 


கீழ்க்காணும் சார்புகளின் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுக் 
களைக் கணக்கிடு . 


3 


. 


1 


( i ) 6x9 


2x + 


( iii ) ( x2 

( x2 - 3 ) ( 2x + 1 ) 


( ii ) ( 

( -- *) 

(- + + + ) 
( vi ) ( x ^ -2x ) (x -- ) 


( iv ) 


| 


( v ) 


( * = *) 


பின்வருவனவற்றை x- ஐப் பொருத்து வகையிடுக . 


1 


( i ) > e - x + 2 ( ii ) - logx + 5e * 


( iii ) 3 log x - ex - 7 cos x 


( iv ) 2 sin x + 4x5 


+ 5 cotx 


4 


( v ) ( ax ) " + r log x + tan x 
( vi ) 4x2 3 cos x + e + 2 cosec x 


4. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சார்புகளை x- ஐப் பொறுத்து 

வகையிடுக . 

( i ) ( 1 + x2 ) ( 1 - 211 ) ( ii ) x2 sin x 
( iii ) cosx log x 

( iv ) 2x cosx – xº sinx 
( v ) xex sin x ( vi ) ( 2x 1 ) ( 3x + 7 ) ( 4x2 - 3 ) 


sin x 


+ 2 


( vii ) 


( viii ) 


1 + y 
1- 2 


( ix ) 


3 cosec x 
7 + 3 cot x 


X 


( x ) 


x4 - 6 + x - 3 
2x - 1 + x - 1 ) 


( xi ) 


ex + sin x 
secx - X 


5 


( xii ) 


( x - 1 ) ( x - 2 ) 
( x + 1 ) ( x + 2 ) 


5. பின் வரும் சார்புகளின் x- ஐச் சார்ந்த வகைக் கெழுக் 

களைக் காண்க . 


( i ) ( ax + bx + c) ( ii ) sin ( a + bxn ) ( iii ) cosecsx 


வகைக்கெழு காணுதல் அல்லதுவ கையிடல் 
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( iv ) ✓tan x 

( v ) cos ( log x ) ( vi ) sinº 8x 
( vii ) ( 2x + 1 ) ! ( rº – 1 ) ( viii ) ( 8x + 5 ) 4 7x - 1 

) 


х 


( ix ) 


✓2x - 1 


( x ) cosa 3x sec 5x 


( xi ) log ( 


1 + cos x 
1 


sin x 


) 


( xii ) x8 e8x sin 8x .. 


. 


dy 
8. கீழ்க்காணும் y -ன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் ஒப்ப உன் 

dx 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 


3x - 1 


( i ) sin - 1 


( 842 ) 


( ii ) Vi * ?. cos -ix 


( iii ) tan - ( eex ) 


( iv ) sec - 1 ( log x) 


( v) tan 


( vi ) sin- ( 2xV 1 - x2) 


) tan-(3 ) 
( vii) tant ( Fe ) 

* -- 


( viii ) sin- (3x - 4x ) 


7. y எனும் மாறியின் மதிப்பு பின்வருமாறு இருக்குமானால் 
dy 

-ன் மதிப்பு காண்க . 
dx 


( i ) x6 + sinx 


( ii ) sinx . sin 2x . sin8 x . sin4x 


( iii ) 


x8 V2 + 3x 
( 2 + x ) ( 1 - x ) 


( iv ) * 


( v ) ( log x ) * 


( vi ) 10 18x - 1 ) 


x . 8x8 + 4 
( vii ) 

√4x² 7 


x * 


( viii ) 


logx 
( tan x ) 


( ix ) 


ex2 . tan -ir 
Natxo 


( x ) 


sinx 
( xi ) x log xe 


log logx 
( xii ) x 
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3. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள x , y என்ற மாறிகளுக் 

கிடையே உள்ள தொடர்புகளிலிருந்து உன் 


பைக் காண்க . 


( i ) x2 + y2 


= a2 


( ii ) x2 + y3 + 2gx + 2fy + c = 0 


2 


( iii ) ya 


= 4ax 


( iv ) xy = c 


2 


y2 


( 


( v ) 


x2 
a2 


== 


1 


b2 


( vi ) ax + 2hxy + by + gx + 2fy + c = 0 
( vii ) x + y 

3 Saxy ( viii ) ( x + y ) = a ( x - y " ) 
( ix ) 27ay2 4 ( x - 2a ) 
( x ) ( ax ) * + (by ; 

) 


( a ) - be 


9. x , y- ன் மதிப்புகளை துணையலகின் மூலம் பின் வருமாறு 

கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , x- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக் 
கெழுவைக் கண்டுபிடி . 


C 


( i ) x = ct , y = 

= 

t 
( ii ) x = a sEC 8 , y = b tane . 

b a 
( iii ) x = a cos : 6 , y = b sin : 0 . 
( iv ) x = 2 sin t , 

y = cos 2t . 
( v ) 

9 
cos G + log tan 

2 


2 ) , 


y = a sin e . 


( vi ) x = a ( a + sin a ) , y = a ( 1 - cos 9 ) . 


Sat 


( vii ) x = 


1 + 13 , y = 


Sat2 
1 + 18 


( viii ) x = a ( 2 cos 9 + cos 28 ) , 


y = a ( 2 sin 9 + sin 28 ) . 


10. ( i ) ( x- ஐச் சார்ந்த ex- ன் வகைக்கெழு காண்க . 

( ii ) x -ஐச் சார்ந்த + 1 - ன் வகைக்கெழு காண்க . 


. 
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2 


- 1 


- 


( iii ) tan - 1x- ஐச் சார்ந்த tan - 1 

- * ( V + 


) 


ன் 


X 


வகைக்கெழுவைக் கண்டுபிடி . 
( iv ) x- ஐச் சார்ந்த logiox- ன் வகைக்கெழு என்ன ? 

sin - 1x 
( v ) sin - lx- ஐப் பொறுத்து e -ஐ வகையீடு செய்க . 
2x 

2x 
( vi ) sin - 1 1 + x ) -ஐப் பொறுத்து , tan - 1 

1 
வகையீடு செய்க . 


-)- ஐ 


) - 


* 3 ஐ 


dy 
x = * -5 என்றால் , 

dx 


11 . 


== 


log 
( 1 + log x ) 


என்று 


நிறுவுக . 


COS Y 

COS X 
12. ( sin x ) 

( sin y ) 

என்றால் , 

( cos x cot y 
dy 
+ siny log sinx ) = ( cot y cot x + sin x log siny ) 

dx 
எனக் காட்டு . 


xx 
13. y = * 


........ to o 


என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 


2 


dy 
dx 


என்று நிரூபி . 
x ( 1 - y logx ) 


14. 11 - x + 11-12 


= a ( x - y ) என்றால் , 


dy 
dx 


1 - y 


என்று நிறுவுக . 


1 


dy 
15. xmy " = ( x + y ) m + P எனில் , x 

dx 


= y என்று காட்டு . 


dy 
dx 


16. y = xtan > என்றால் , 


x + sinx 
1 + cosx 


என்று 


நிரூபிக்கவும் . 


x + 3x 


17.y 


y = 


e 


என்று கொடுக்கப்ட்டால் , 


dy 

= ( 1 + 6x ) y என நிறுவுக . 
dx 
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18 . 


dy 
பின் வரும் தொடர்புகளிலிருந்து 18 


ன் 


மதிப்பைக் 


கணக்கிடு . 


1 


( i ) y = x + x 


( ii ) x y + y Vx = x - Vy 

sin x 
( iii ) y = x 

+ ( sin x ) * 
( iv ) ( x + y ) 4a ( x + y ) 


2 


y 


( v ) 


( sin x ) 


( x + y ) 


விடைகள் 


1 


1 . 


( i ) 


3 


mx 
( ii ) ma log a 


3x 


e 1 


( iii ) 


241 


( iv ) - 3 cosec 30 


( v ) 2 sec ( 2x - 3 ) tan ( 2x - 3 ) 


( vi ) 2x sec ( x ) 


2 
. 


( i ) 54x : - 2 - 


1 
x2 


3 


8 


( ii ) 


3- 312 + 


- 


-- 


2 


4 
2 


( iii ) 6x2 + 2x - 6 . 


( iv ) ( 1-3 ) 


( v ) 


162 
x 


270 
x8 


+ 


144 
15 


24 
x4 


( vi ) 


2V x + 


43 . 


{ x 


2 


( i ) 


mm - 1 


( ii ) 


| 


+ 5ex 


2 


3x 


3 


( iii ) 


ex + 7 sin x 
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12 
( iv ) v 2 cos x + 20x * + 


-5 cosecx 


to 


hn 


( v ) nanin - 1 + 


of secs x 


X 


( vi ) 8x + 3 sin x + ex 


2 cosecx cot x 


4 
. 


( i ) - 2x ( 1 + 4x ) 


( ii ) x2 cos x + 2x sin x 


COS X 


( iii ) 


- sinx log x ( iv ) ( 2 -- * % ) cos x - 4x sinx 


x 


( v ) e * ( sin x + x sin x + xcos x ) 
( vi ) 96x8 + 192x % - 92x 

38 


4x 


( vii ) 


1 
.x2 

2-1 x cosx 


sin ) ( viii ) 


( 1 - ** ) 


( ix ) 


Scusec x ( 2cosec x - 7 cot x + 3 ) 

( 7 + 3 cot x ) * 
6x - 4x8 + 5x + 12x5 - xs - ex ? + 8x - 2 

* 8 ( 2x - x + 1 ) * 
ex [ 5x4 - x ) + sec x ( 1 - tan x ) ] 

( sec X -- X ) 
6 ( 

x2) 
( x + 1 ) ( x + 2 ) 


( xi ) 


( xii ) 


5. ( i ) 8 ( ax ? + bx + c ) ( 2ax + b ) 

( ii ) nbxn - 1 cos ( a + bx " ) 
( iii ) - 3 cot x cosec x 


secax 


( iv ) 


22 v tan x 


1 


( v ) 


sin ( log x ) 


1 


X 


( vi ) 6 sin 3x cos 3x 
( vii ) 2 ( x® 1 ) ( 2x + 1 ) ( 11x + 4x - 3 ) 

( 3x + 5 % ( 15x + 5x - 12 ) 
( viii ) 

V x – 1 
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( ix ) 


( x - 1 ) 
( 2x - 1 ) 


ACCO 


( 
x 
) 


sec ô x ( 5 cosa 3x tan 5x 


3 sin 6x ) 


( 1 - sin x + cos x ) 
( xi ) 

(( 1 + cosx ) = sinx ) 
( xii ) x ^ c8 * ( 8x cos 8x + 3x sin 8x + 8 sin 1x ) 


8 
. 


( i ) 


3 
✓ T5 +-6x -- 9x ? 


x cos - 1 x 
1 + 

Vi x2 


+ * 


хеах 


( iii ) 


( 1 telox ) 


( iv ) 


1 
x log xv ( log x ; * - 1 . 


( v ) 


3 
1 + x2 


( vi ) 


2 
71-72 


3 
71-72 


( vii ) ( viii) 
[ ® + 


7. ( i ) 


( i ) ( 5 + sinx ) 


( 6 + sin x ) 


+ cos x log x 


] 


X 


( ii ) sin x.sin 2x.sin 3x.sin 4.x [ cot x + 2 cot ex 

+ 3 cot 3x + 4 cot 4x ) 
* 8 2 + 3x 

3 

3 
( iii ) 

+ 
( 2 + x ) ( 1 - x ) L * 

1 - X 
2 (2+ 
3x ) 

1 
2 + x 


ol 


+ 


( iv ) ** ( 1 + log x ) 


( v ) ( log x ) * 


» [ log 


1 
log x 


+ log ( log x ) 


] 


2x 


( vi ) 108x - 1 log 10 
x * .31214 4 

4x 
( vii ) + 3 G * +4) - ( 4x2—7 ) 

] 
V4x * —7 

X 
log x 

log tan x ] 
sin x cos x 


x 


1 


( viii ) ( tanx ) log * 


[ 


+ 
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2 
X 
e 


( ix ) 


tan-- x 
V1 + x 


2x + 


1 
( 1 + x® ) tan - ix 


9 


( x ) . 


x - 1 . 

+ log x ( i + log x ) x 


( xi ) esin 


1 

niet 
*** ( ** -) **] 
sin • [ 

[ + los log ] 
(ii) - ( *** ) (iii 

vi 


1 + log x + x log x cos x 


ܫ 


log ( log x ) i + log log x 
( xii ) or 


1 


X 


8. ( i ) 


20 


or 


у 


y 


8 
/ 
a 
a 
la 


2 


( iv ) 


( v ) 


69x 
ay 


x² 


( vi ) 


ax + hy + 8 
hx + by + f 


( vii ) 


ay - x 

- ax 


x ( aº - 2x – 2y8 ) 
y ( as + 2x + 2y ) 


COME ) ( vii ) 
( ix ) $ ( -a) - ( $ ) ( ) * 
9, ( ) - ( ii ) 

( ii ) 5 c 


) ( ) 


cosec ( iii ) 


b 

tan 
a 


lo 
Olav 


( iv ) - 2 sint 


( v ) tano 


( vi ) tan 


2 


( vii ) 


2t - 14 
( 1-21 ) 


( viii ) 


cot 


( 99 ) 


10. ( i ) 2 VX ex 


( ii ) 


4xVx + 1 


( iii) 


1 
2 


log 10 € 


( iv ) 


sin 1 


2x 


( v ) e 


( vi ) 1 


. B. 91. - 37 
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11. ( i ) 1 + x 


$ -2 ) ce - logy 
[ 


sin x [ cos 


sin x 


( ii ) xsin x 


cos x log x + 


х 


+ ( sin x ) * [ log ( sin x ) + x cot x ] 


( iii ) 


- 


to y = 50 ) 


x + y2 

3ax 
x + y - Say 


X 


( iv ) 


x - ( x + y ) y cot x 
( x + y) log sin x – 1 


( 
v 
) 


) 


VI Curvy 


1 - y - xy 
1 + x + xy 


3. தொடர்ந்த வகைக்கெழுக் 

காணுதல் 
( Successive differentiation ) 


3.1 


வரையறை 


y = f ( x ) 

f ( x ) எனும் தொடர்ச்சியான சார்பை ஒரு முறை 

dy 
வகையிட dix 

எனும் y- ன் வகைக்கெழு கிடைக்கும் . பொதுவாக , 
dy 

என்ற வகைக்கெழுவும் ஒரு x- ன் சார்பாக இருக்கும் . இதை 
dx 
X- ஐச் 

சார்ந்த -ன் முதல் வகைக்கெழு என்றும் கூறுவர் . 
dy 

என்ற x- ன் சார்பும் வகையிடத்தக்கதாக இருக்குமானால் , 
dx 

d dy 
இதன் வகைக் கெழுவாகிய 

-ஐ y- ன் இரண்டாம் 
dx dx 

* 
வகைக்கெழு என்கிறோம் . இந்த வகைக்கெழுவைக் குறிப்பிட , 

dey 

dxt > y " , } ,, D ? ( y ) 
எனும் அடையாளங்களில் ஏதேனும் ஒன்றைப் பயன்படுத்துதல் 
வழக்கமாகும் . 


) -ஐ ன் 


1 


d y 
இதேபோன்று , -ம் 


ஒரு 


x- ன் 


சார்பாக 


இருக்கக் 


dx2 


கூடுமாதலால் , அது 

வகையிடத்தக்கதாக இருக்குமானால் , 
அதன் வகைக்கெழுவை y- ன் மூன்றாம் வகைக்கெழு என்பர் . 
அந்த வகைக்கெழுவை , 


9 


dy 


dey 


d 
dx 


( 


) 


D * ( y ) , y , ys 


என்ற குறியீடு 


dx 2 


ds 


களினால் குறிப்பிடுகிறோம் . 


t 


இவ்வாறு , ஒரு கொடுக்கப்பட்ட x- ன் சார்பு அடுத்தடுத்து 
வகையிடத்தக்கதாக இருக்குமானால் , அதன் தொடர்ந்த வகைக் 


( 
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கெழுக்களைப் பெற முடியும் . பொதுவாக , y என்ற x- ன் சார்பிற்கு, 
x- ஐச் சார்ந்த ( n - 1 ) - ஆம் வகைக்கெழு உளதாயிருந்து , மற் 
றும் அது வகையிடத்தக்கதாகவும் இருக்குமானால் , அதன் வகைக் 
கெழுவை y- ன் n- ஆம்வகைக்கெழு என்று அழைக்கிறோம் . n- ஆம் 

dny 
வகைக்கெழுவைக் குறிப்பிட , xn , 

Dா ( y ) , y " , y . எனும் குறியீ 
டுகள் பயன்படுத்தப்படுகின்றன . 


இம்மாதிரி கிடைக்கப்பெறும் X- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக் 
கெழுக்களாகிய yl , y2 , ys 

........ ya என்பனவற்றை y- ன் 
தொடர்ந்த வகைக்கெழுக்கள் அல்லது அடுத்தடுத்த வகைக் 
கெழுக்கள் என்று கூறுகிறோம் . 


குறிப்பு : 

இங்கு , y = ( u + v ) , அல்லது ( u - v ) என்றிருந்து , u , v எனும் 
x- ன் சார்புகளுக்கு n- ஆம் வகைக் கெழுக்கள் உளதாயிருக்கு , 
மானால் , y- ன் n- ஆம் வகைக்கெழுவும் இருக்கும் என்றும் , மற்றும் , 


yn = ( ua + vn ) , அல்லது ( un - va ) என்பதாகும் என்றும் 
கொள்வோம் . இது ஒரு அடிப்படை முடிவாகும் . 
3.2 சில திட்ட அமைப்புச் சார்புகளின் n- ஆம் வகைக்கெழு 

காணுதல் 
1. y = ( ax + b ) m என்றால் , yn = arm ( m 

arm ( m - 1 ) ( m - 2 ) 

( m - n + 1 ) ( ax + b ) m - R 
நிரூபணம் 


ர = ( ax + b ) m 


ஒரு முறை X- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 
dy 

d 
= m ( ax + b ) m - 1 ( ax + b ) என்று பெறமுடியும் 
dx 

dx 


i.e. y = m ( ax + b ) m - 1 a 

= am ( ax + b.m - 1 


day 


மேலும் , 


d 
dx 


dy 
dx 


dx2 


( 2 


d 
dxs 


[ am ( ax + b ) m - 1 ] 
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= am ( m - 1 ) ( ax + b ) m - 2 a 

= a m ( m - 1 ) ( ax + b ) m - 3 
இதேபோன்று , ys = a m ( m - 1 ) ( m- 2 ) ( ax + b ) m - 8 
என்று நிறுவலாம் . 


இவ்வாறு , அடுத்தடுத்த வகைக்கெழு காண்போமானால் , 
இறுதியாக , yn = ar m ( m - 1 ) ( m - 2 ) ......... ( m - n + 1 ) 
( ax + b ) m - 1 என்று உய்த்தறிகிறோம் . 


துணை முடிவு : 

ர = ( ax + b ) " என்று கொடுக்கப்பட்டால் , பின் 
yn = ar | n என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


2 . 


y = 


= ex என்றால் , y = areax 


நிரூபணம் 


y 


= eax 


இச்சார்பை -ஐப் பொறுத்து அடுத்தடுத்து வகையிட , 

d 
y 

dx 

( ax ) = eax a என்றும் , 


= eax 


y 


d 

( eax a ) = a ( eax a ) = a eax என்றும் , 
dx 


d 
J3 (aea ) 
dx 

a ( eox a ) = aseax என்றும் கிடைக்கும் 
என்பது நன்கு விளங்கும் . 

இவ்வாறு தொடர்ந்து செல்வோமானால் , 


yr = ar eax என்றிருக்கும் என அறிகிறோம் . 


3 . 


y 


1 

எனில் , ya 
( ax + b ) 


( - 1 ) | n a 
( ax + b ) +1 


நிரூபணம் 


y 


== 


1 
a x + b 


( ax + b ) -1 


Yı 


( - 1 ) ( ax + b ) -3 


d 

( ax + b ) 
dx 
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i.e. y = 


( -1 ) ( ax + b ) -2 ( a ) = ( - 1 ) a ( ax + b ) -3. 

d 
( -1 ) a dx 

( a x + b ) -- 


மீண்டும் , y2 = 


( -1 ) a [ ( - 2 ) ( a x + b ) -3 a ) 
( - 1 ) ( - 2 ) a ( ax + b ) -3 


இதேபோன்று , 

13 = ( - 1 ) ( - 2 ) ( - 3 ) as ( ax + b ) -4 
என்று கிடைக்கும் . 
இவ்வாறு அடுத்தடுத்த வகைக்கெழுக்களைக் காண்போமானால் , 

yn = ( - 1 ) ( - 2 ) ( - 3 ) ... ( -n ) ar ( a x + b , - ( n + 1 ) ; 
என்று அறியலாம் . 


i.e. yn 


== 


( -1 ) 1 ( -1) 2 ( -1) 3 .... 

( - 1 ] n ah ( a x + b )-n + 1} 
( -1) ( 1,2,3 

n ) an 
( ux + b + . 

( -1) " mar 
i.e. yn 

( ax + b ) +1 
குறிப்பு : 

இம்முடிவை பிறிதொரு முறையிலும் பெறலாம் . அதாவது 
முடிவு ( 1 ) -ல் m = -1 என்றிடுவோமானால் , 

1 
y = ( ax + b ) -1 

என்றாகும் . 

ax + b 
எனவே , n = ( - 1 ) ( - 2 ) ( - 3 ) .......... ( -1 -n +1 ) 

ar ( ax + b ) -1-1 என்று அறிகிறோம் . 
அதாவது , yn = ( - 1 ) ( - 2 ) ( - 3 ) 

( - njan ( ax + b ) - ( n + 1 ) 
( -1 ) | nar 
( a x + bn+ 1 

( -1 ) -1 In - 1 an 
4. y = log (ax + b ) எனில் , Jா = 

( ax + b ) 
நிரூபணம் 

y = log ( ax + b ) 


= 


. 
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x- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 


dy 
- dx 


1 
( ax + b ) 


d 
dx 


( ax + b ) 


1 
( ax + b ) 


a 


i.e. 


y1 


( + ) 


ax + b 


இப்பொழுது , 


yo 


dry 
dxa 


= 


dn - 1 
dxn - 1 


dy 
dx 


== 


dn - 1 
dxn - 1 


ax + b 


== 


a 


da - 1 
dxn - 1 


1 
ax + b 


= 


A 


( ( -1 ) n - 1 | n - 1 al - 1 
( ax + b ) 

( முடிவு ( 3 ) - லிருந்து ) 


- 


அதாவது , 


yn = 


( - ) - 1 | n - 1 an 

( ax + b ) " 


5 . 


( i ) y = cos ( ax + b ) எனும்போது , 


Yn = an cos 


(" + 


+ ax + b 


) 


( ii ) y = sin ( ax + b ) எனும்போது , 


In = an sin 


( " 


2 

+ ax + b 


+5 ) 


நிரூபணம் 


( i ) y = cos ( ax + b ) 
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V 


= 


sin ( ax + b ) 


d 

( ax + b ) 
dx 


sin ( ax + b ) a 


i.e. 


yı = a cos 


( 


M 

+ ax + b 
2 


x + b ) 


இதேபோன்று , 

dey 
dx2 


ya 


4 


d 
dx 


[ - a sin ( ax + b ) ) 


a cos ( ax + b ) a 
a . [ - cos ( ax + b ) ] 
= a [ cos ( * + ax + b ) ] 


i.e. 


y , 


a2 cos 


( 


* 
2 + ax + b 

+ b 
2 


இதேபோன்று , மீண்டும் , y , - ஐ வகையிட , 


m 


y3 = a cos 


( 


3 


2 


+ ax + b 


) 


என்று பெறக்கூடும் . 


இவ்வாறு தொடர்ந்து வகைக்கெழு காண , 


> 


yo 

= an cos 


( 


n 


2 


+ ax + b 


5 ) 


என்று கிடைக்கப்பெறும் . 


இந்த முறையில் sin ( ax + b ) - ன் n- ஆம் வகைக்கெழுவை 
யும் கணக்கிட முடியும் . 


6 . 


( i ) y = eax cos bx என்றால் , 


yo 


( a + b2 ) 2 


eax cosbx + n tan - 1 


ဖေး 


( a )] 


( ii ) y = eax sinbx என்றால் , 


yn 


(a + be ) " cax sin ſbx + n tan - 1 

( 2 ) ] 
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நிரூபணம் : 

y = ex cos bx 
x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 
dy 

( a eax ) cos bx + eax ( - b sin bx ) 
dx 


eax ( a cos bx - b sin bx ) 
அடுத்த வகைக்கெழு காணும் முன்பு , இதை ஒரு திட்ட 
அமைப்பில் எழுதவேண்டும் . எனவே , இதில் a = r cos c , 
b = r sind என்றிடுவோம் . பின் , 
a + ந r2 cosed + r sindu 

= r " ( cosed + sind ) 
i.e. a + b = r " 
i.e. r = Va + 2 ( இங்கு மிகை மதிப்பை மட்டும் 

எடுத்துள்ளோம் ) 
b r sind 
மேலும் , 

= tand 
r cos d 


= 


a 


d = 

= tan - 1 


( 4 ) 


t 


இப்பொழுது , 


dy 
dx 


ea ( r cosd cos bx - rsind sin bx ) 


= reax ( cosa cos bx - sindsin bx ) 


= reax cos ( bx + d ) 


எனவே , 


dey 


d 
dx 


[ reax cos ( bx + d ) ] 


dx2 


. 


= / [ ( aear ) cos ( bx + ) - b sin ( bx + d ) e ] 
= ear [ a cos (bx + d ) - b sin ( bx + d ] 
= r ear [ rcos x cos (bx + d ) -rsind sin ( bx + d ) ] 
= reax cos ( a + bx + d ) 
= reax cos ( bx + 2a ) 
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இவ்வாறு , y = eax cos bx என்றால் , 

y = reox cos ( bx - d ) என்றும் , 

y , = re eax cos ( bx + 2d ) என்றும் அறிகிறோம் . 
இதேபோன்று , 

y3 | = rs eax cos ( bx + 3d ) என்று நிறுவ முடியும் . 
இவ்வாறு , அடுத்தடுத்து வகைக்கெழுக்களைக் காண்போமானால் 
yn = rr eax cos ( bx + na ) என்று பெறமுடியும் . 

b 
i.e. y . = ( a2 + be ) 2 car cos 

bx + ntan - 1 
இதேபோன்று , y = ( ax sin bx எனில் , 


( 


) 


a 


. 


y = 


= (a + be) " ed * sin ( bx + m 


bx + n tan - 1 


- ) 


என்று நிறுவிக் காட்டலாம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழ்க்காணும் x- ன் சார்புகளின் இரண்டாம் வகைக் 
கெழுக்களைக் கணக்கிடு . 

( i ) y = x cos x ( ii ) ex log x ( iii ) cot x . 
தீர்வு : 

y = x cos x எனக் குறிப்பிடுவோம் . 
இருபுறமும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


d 


dy 
dx 


== X 


( cos x ) + cos x 


d 
dx 


dx 


( x ) 


i.e. 


dy 
dx 


= x 

x ( - sin x ) + cos x 


== cos : 


x in x 
மீண்டும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண்போமானால் , 


* ( ie ) - 4: ( cos x ) - 


d 
dx 


( x sin x ) 


day 


i.e. 


sin x - [ 1. sin x + x cos x ] 


de2 2 


i.e. 


y , 


- ( 2 sin x + x cos x ) 
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( ii ) y = ex log x எனக்கொள்வோம் . 


முதல் வகைக்கெழு காண , 


dy 
dx 


ex 


A ( log x ) + log : A ) 


1 


== 


ex 


+ logxex 


=* ( * + log x ) 


மேலும் , அடுத்து வகையிட , 


1.e. 


* ( * ) - + [ " ( + + loss ) ] 
* == * ( + log x ) + ( +logs ) * (e ) 

+ c ( 7 + + ) + ( ++ ) 
* (log x + * - + ) 


= cx 


+ 


+ logx 


i.e. 


ye 


( iii ) y = cot x என்க . 
dy 

cosecl x 
dx 


d 
மேலும் , 

dx 


d 


dy 
dx 


- 


as ( cosece ) 


[ 2 cosec x ] 


d 
dx 


( cosec x ) 


2 cosec x ( - cosec x cot x ) 


== 


2 coseca x cot x 


2 . 

X , y- ன் மதிப்புகளை துணையலகின் மூலம் பின்வருமாறு 
கொடுக்கப்பட்டிருந்பதால் , x- ஐச் 

X- ஐச் சார்ந்த y- ன் இரண்டாம் 
வகைக்கெழுவைக் கண்டுபிடி . 
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с 


( ) 


ct , y = 


( ii ) x = a cos80 , y = a sin o 
( iii ) x = a ( 0+ sin o ) , y = a ( 1 – cos ) 


தீர்வு : 


( 1 ) » - , : - ( - ) -- ( - - ) 


х 


= 


ct 


.. 


dx 
dt 


= 0.1 


= C. 


இப்பொழுது ,, 


2 


dy 
dx 


( ) 
( dx ) 


( - ) 


0 


с 


மேலும் , 


dạy 


S 


dx ? 


0 


d 
dx 


de ( dx ) 
che 

( -5 ) 
( - ) 

( ) 


d 
dt 


dt 
dx 


- 


( -1 ) ( --2-8 ) 


1 


2 
13 


11 


ܝ|- 


с 


2 


12 


11 


C18 
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( ii ) y = a sin : 


dy 
do 


d 
a 8 sino 

do 


( sin o ) 


= 


3 a sin ? ( cos O ) 


= 


3 a sin cos 0 


இதேபோல , 


X 


a cos8 0 6T GOT STO , 


dx 

= a ( 3 cos 0 ) ( - sin o ) 
do 


- 3 a cosa sino 


இப்பொழுது , 


dy 
dx 


dy 
do 

dx 
do 


( 


3 a sin cos o 
- Sacos sino 


- tan 0 . 


மேலும் , 


dºy 
dx² 


d 
dx 


( - tan o ) 


d 


do (-tan ) 


do 
dx 


i.e. yg = 


seco 


1 


1 
dx 
do 


( -seca 0 ) 


1 
(-3a cos sin o ) 


1 

sect coseco 
3a 
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( iii ) 


y = a ( 1 – cos ) 


dy 
do 


a [ O - ( - sin O ) )] 


= a sin 0 
x = a ( a + sin o ) 


dx 

= a ( 1 + cos 0 ) 
do 


dy 
de 


6T 607 Cu ,, 


dy 
dx 


= 


( 


dx 
do 


a sin ) 
a ( 1 + cos ) 


2 sin 


0 
2 


COS 


0 
2 


2 cosa 


0 
2 


= tan 


0 
2 


இப்பொழுது , 


day 


d 
dx 


tan 


dx2 


2 


do 
dx 


( 9 ) 
( tan ) 
= ( se 
( sece en 

( auto 
or블 


1 


) 


lou 


1 


i.e. 


ya 


ܘ- 


l 


seca 


o 

1 
2 a ( 1 + cos 0 ) 


1 


1 


sece 


0 


са 


2 cosa 


9 ) 


1 
4a 


sect 


ola 
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y - aemx + be - mx 67 KOT 30 , y , 


9 . 
காட்டு . 


mºy = 0 என்று 


தீர்வு : 


y 


= aemx + be - mx 


dy 
dx 


d 
a 

( emx , + b 
dx 


d 
dx 


( e - mx ) 


= a ( memx ) + b ( - me - mx ) 


dy 


mx 


i.e. 


m ( ae 


be - mx ) 


dx 


dº y 


d 


மேலும் , 


= m 


( aemx 


be - mx ) 


dx8 


dx 


= m ( a (memx ) - b - me - mx ) ] 
= mº [ aemx + be - mx ] 


i.e. 


Yg = my 

m²y = 0 


i.e. 


ys 


4. y = x2 cos x TOT DI 6810.5uULLTO , 
xºy , 

4xy + ( x * + 6 ) y = 0 6 SỔI D Ent64 % . 


தீர்வு - 


y = xº cos x 


.. 


dy 
dx 


( 2x ) cos x + x ( - sin x ) 


i.e. 


Yı 


( 2x cos x - x sin x ) 


day 


அடுத்து , 


d 

( 2x cos x - xº sinx ) 
dx 


dxa 


d 


2 


( x.cos x ) 


d 
dx 


( x® sin x ) 


dx 


= 2 [ ( 1 ) ( cos x ) + x ( sin x ) ] 

[ (2x) sin x + x * ( COS X ) ] 
( 2 cos x 4x sin x 

** cos x ) 


i.e. 


11 


2 
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இப்பொழுது , 


xy , 

4xy + ( x + 6 ) y 
= x2 ( 2 cos x 4x sin x - x cos x ) 

4x ( 2x : os x .x2 sin x ) 
+ ( x2 + 6 ) ** cos x 
2x2 cos x 4xº sin x — x cos x – 8xºcosx 

+ 4.2-8 sin x + x4 cos x + 6x2 cos x 
- O 


NI 


m - 1 


5. y = ( x + V x2 - 1 ) 6760T 360 , ( x2 – 1 ) y + xy ı = møy 
என்று நிரூபிக்கவும் . 

y = (x + 1 ) m 
dy 

d 
= m ( x + V x2 - 1 ) ( x + 7.72-1 ) 
dx 

dx 
i.e. yı = 

m ( x + V72–1 ) " ( 1 + 2 , 2x ) 
= m (x + vx* – 1,m -1 ( V ** — 1 + x) 

V x2 - 1 


m - 1 


т 


( x + V x - 1 ) 
✓ x² – 1 
i.e. I √ x² = 1 = niy [ : y = ( x + x ^ -1 ) ] 
இச்சமன்பாட்டின் இருபுறமும் x- ஐப் பொருத்து வகையிட , 
d 

dy 
dx ( Vi vx : -1 ) 

1 = m 

dx 


i.e. Nx ? I ax 


d 


d 


( 71 ) +91 do 


dx (Wx² - 1 ) 


myi 


i.c. 12-16 )+ax 

[v- 
] (x+12-1) ] 


= m 


2 


m² 


? 


( x - 1 ) y , + .xyı 
ie . 

: 
V21 
i.e. ( x - 

( x - 1 ) ya + xyı 


Porn Vids ( V ) 


may . 


! 
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6. x 


x = y - a siny என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , y , - ன் 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 


x = y - a sin y 


இங்கு x- ன் மதிப்பு y- ன் மூலம் கொடுக்கப்பட்டிருந்த 
போதிலும் , y என்ற மாறியை x- ன் சார்பாகக் கருதி x- ஐப் 
பொறுத்து வகையிடுவோமானால் , 


1 = 
= 


dy 
dx 


a cos y 


dy 
dx 


(1- a cosy ) 


dy 
dx 


1 


i.e. 


dy 
dx 


== 


( 1 - a cos y ) 


அடுத்து வகையிட , 


* = 4 ( i - deos ) 


== 


-1 
( 1 -a 

- a cos y )) 


d 
dx 


( 1 - a cos y ) 


== 


- 1 
(1- acosy ) 


8 


a sin y 


( a sinly ) 2 

( -tos ) 
a sin y 


( 1- a cosy ) 


i.e. , 


= 


- 


( 1 = a cos y ) 


7. பின்வரும் சார்புகளின் 

சார்புகளின் 7 - ஆம் வகைக்கெழுக்களைக் 
கண்டுபிடி . 


1 
( i ) ( 4x " + 8x + 3 ) 

( ii ) log ( 4-3 ) 
( iii ) sins x ( iv ) sinx cosex ( v ) e4x sinex . 
க . ஓ . அ . - 38 


* 


594 


கணிதம் ஒர் 


அறிமுகம் 


தீர்வு : 


( i ) 


y 


1 
4x2 + 5x + 3 


என்க . 


இப்பொழுது , 


4x + 8x + 3 = 4x2 + 2x + - 6x + 3 

2x ( 2x + 1 ) + 3 ( 2.x + 1 ) 


( 2x + 1 ) ( 2x + 3 ) 


1 
4x2 + 8x +3 


= 


1 
( 2x + 1 ) ( 2x + 3 ) 


என்றாகும் . 


மேலும் , 


1 
4x2 + 8x + 3 


= 


A 
2x + 1 


B 
+ 

2x + 3 


என்க . 


இங்கு , A , B எனும் மாறிலிகளின் மதிப்புக்களைக் கணக்கிட 
வேண்டும் . மேலே உள்ள முற்றொருமையிலிருந்து , 


1. = A ( 2x + 3 ) + B ( 2x + 1 ) என்று கிடைக்கும் . 


இதில் , 2x + 1 = 0 


(i.. 


i.e.x = 


- ) 


என்றிட , 


* 1 = A ( -1 + 3 ) என்றாகும் . 


i.e. 


A = 


1 
2 


இதேபோன்று , 


2x + 3 = 0 


( i.c. 


i.e. x 


2 ) 


என்றிட , 


1 


B ( - 3 + 1 ) என்றாகும் . 


1 


i.e. B = 


19 


எனவே , 


( 2 ) 


( 2 ) 


- 


y 


|| 


( 2x + 11 ) 


2 
( 2x + 3 ) 

என்று அறிகிறோம் . 
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da 

1 
dxn 2x + 1 


11 


1 ( -1) n . 2n 

1 
2 ( 2x + 1 ) +1 

2 

1 
: = ( -1 ) " in 2n - 1 

( 2x + 1 ) * 71 


(-1) n . 20 
( 2x + 3 ) +1 

1 
( 2x + 3 ) n + 1 


( ii ) y 


log ( 4 - x ) 6T SOT & 685 6 uri . 
log [ ( 2 - x ) ( 2 + x ) ] 
log ( 2 - x ) + log ( 2 + x ) 
dn 

dn 
den [ log ( 2 - x ) ] + 

dxn 

[ log ( 2 + x ) ] 


Yn 


11 


( -1 ) -1 | n - 1 (-1)" 

( 2 - x ) " 


+ 


( -1 ) -1 | n - 1.14 

( 2 + x ) " 


= 


In-- 


( -1) -1 
( 2 + x ) " 


.1 
( 2 - x )" 


- ] 


( iii ) y = sinºX GT SOT * . 


1 


11 


( 3 sin x - 


sin 8x ) 


4 


[ :: sin 3x = 8 sin x- 4 sin8 x ] 
3 

1 
4 

sin 3x 


sin x 


4 


3 dn 


.. 


ya = 4 dan 


( sin x) 


1 an 

( sin 8x ) 
4 dxn 


[ .sin ( " * + x ) ] - [ s*sin (" + 8x )] 

che ) ( " * + 8x )] 


3 
4 


sin 


tox 


gn - i sin 


1 


( iv ) y = sinºx cos® X 6T GUT srarGori . 
i.e. y = ( sinºx cos®x ) Cosx 

-as 

( 2 sin x cos .x ) * cos x 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


5 


= 


. 


* ( 


( sin 2x ) 2 cos x 


4 


11 


1 

sin ? 2x cos x 
4 


1 -cos 2 ( 2x ) 

2 


11 


COS X 


4 [ 
[ 1 - c0 

( 2x)] cos 
- [ cos x - cos 4x cos x ] 

5 cos x 


1 


cos 5x + cos 3x 


ll 


100 


2 


be 


11 


1 

cos x 
8 


je 


1 

cos 3x 
16 


1 
16 


cos 5 x 


1 dn 


1 


do 


.. 


Yo = 


8 dxi ( cos x ) 


18 dxn ( cos 3x ) 


1 


do 


16 dxn ( cos 5x ) 


1 


gn cos 


+ 3x 


16 


5n cos 


- 19 cos (no 
on + x ) 

le 
- to [ ecos (" * + x) - 


( 129 8x ) 
( na + 5 * ) 

+ ) 
( * ) ] 


gn cos 


no 
2 


+ 3x 


nos 


5n cos 


21+ 5x 


( v ) y = e ** sinºx 


= e4x 


**** ( 1- сos 24 ) 
( ** ) – ( exx cos 2 x ) 


= 
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dn 


yn 


1 
2 


da 
dxn 


- 


dxn (etx 


( e4x 

cos 2x ) 


를 


( 

23 ) 
- + ( * * (4°+2 + 

( - )] 
( ( as + n tar- } ) ] 


24x cos 


2x + n tan - 1 


n 


믈 


COS 


பயிற்சி 


2 . 


ax இவற்றின் மதிப்பு 


கீழ்க்காணும் சார்புகளின் இரண்டாம் வகைக்கெழுக் 
களைக் கணக்கிடு . 
( i ) x log x ; ( ii ) x ex log x , ( iii ) ( x + 45 ) ( x - 12 ) 
X ,, y- ன் மதிப்புகளை துணையலகின் மூலம் பின்வருமாறு 

dy 
கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் 

dey 

dx 
களைக் காண்க . 
( 1 ) x = ats . 

y = 2at 
( ii ) x = a cos G , y = b sin a 

( iii ) x = a ( t - sin t ) , y = a ( 1 + cos t ) 
3. y = 4ax எனில் , ( 1 + y ) -ன் 

மதிப்பைக் 


2 


காண்க . 


4. y = sin ( log x ) என்றால் , xy, + xyx + y = 0 என்று 

காட்டு . 


1 


5. y = 


( a cos kx + b sin kx ) என்றால் , 


X 


y , + 


2 

y1 + key = 0 என்று நிறுவுக . 
x 


8 . tan - lx எனும்போது , ( 1 + x ) y , + 2x y1 = 0 

என்று நிரூபி . 
7. y = e - x cos x என்றால் , y4 + 4y = 0 என்றிருக்கு 

மெனக் காட்டு . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


y = sin ( m sin - lx ) எனில் , ( 1 - x ) } , - xy1 + n y = 0 . 
என்பது உண்மையென நிறுவுக . 


9. Ky 


X 


b 
xy = ax2 + 

என்ற 

தொடர்பிலிருந்து , 
xºy , + 2 ( xy : - y) = 0 எனும் சமன்பாடு உண்மை 
யெனக் காட்டு . 


dey 


- x* ) 


10 . = sint , y = 

= sin pt என்று கொடுக்கப்பட்டால் , 

dy 
( 1 

+ pl = 0 என்பது உண்மை 
dx2 dx 
யாகும் என நிரூபி . 
11. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சார்புகளின் 11 - ஆம் வகைக் 
கெழுக்களைக் கண்டுபிடி . 
3 

1 
( i ) 

( ii ) 
( x + 1 ) ( 2x - 1 ) 

( 4x2 - 1 ) 
1 
) 

( iv ) 
{ 

( x - 1 ) 

( x - 2 ) 
x2 
( v ) 

( x - a ) ( x - b ) ( x - C ) 


14 


12 . 


பின்வருவனவற்றின் n- ஆம் வகைக்கெழுக்கள் காண்க 
( i ) cos * x ( ii ) sinsx cos * x ( iii ) sin x sin 2x sin 3x 
( iv ) ex sin x sin 2x 

( v ) ex sin ax . 


விடைகள் 


1 


1 . 


( 
i 
) 


( ii ) ex [ ( x2 + 4x + 2 ) logx + ( 2x + 3 ] ] 


X 


( iii ) 6 ( x - 4 ) 


2 .. 


(i) - 


1 
2a13 


b 


b 


( ii ) 


( 
) 


cot 9 , 


| 


cos :ce 


a 


a2 


( iii ) 


cot 


cosec4 


( 2 ) 


( A ). 4 
- * (x + 2) 


, 


3 . 
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Įi . 


( i ) (-1) 


( iii ) 


( iv ) ( -1 ) " In 


a8 


( v ) ( -1 ) " in 

( 


( 4-0 ) ( a – c ) ( x - a ) " + 1 


12 . 


( i ) 220-2 


COS 


+ 2n - l cos 


( ii ) 


[ ( + 3port ] 
( ii ) ( -2 ) in lex + 1jat1 

[ text ! - ( x - 1) ] 
( " [ ampi - ( +4)** ] 
(-1 10 [ 63–2 . - (x = 131] 

- E [ (a−b) ca -op : ] 
( 4x + 5 ) 

( 2x + ) 
* [ sºsinx ( 8x +" * ) 
+ 2.8 " sin ( 8x + » ) +4 *** sin (( 4x ++ ** ) 

( mm ] 
(ii) 4 [4 

4osin ( 4x + n ) 

sin (es + n ) - 8 » sin ( 6x + " ") ] 
(iv ) $ [ 25 cos(x+ " ) 

- 102 cos ( 8x + n tan - 18 ) ] 
w ** {8( 26 + »* sin [ 
[ a ( :) ] 

[ sax+ n tan- ( * ) ]} 


- 6.2n sin 2x + 


+ 2n sin ( 2.0 t n 


axbn tan - 1 


1 


( 25 + 9a2 ) sin 


4. வகைக்கெழுவிற்கு வரைகணித 

விளக்கம் காணுதல் 
( Geometrical interpretation of the derivative ) 
4.1 . வகைக்கெழுவும் , தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதமும் 

y = f ( x ) என்பது ஒரு கொடுக்கப்பட்ட x- ன் சார்பாக இருக் 
கட்டும் . இச்சார்பின் முதல் வகைக்கெழு உளதாயிருப்பதாகக் 
கொள்வோம் . பின் , இச் சமன்பாட்டினால் குறிக்கப்படும் வளை வரை 
தொடர்ச்சியானதாக இருக்க வேண்டும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 
இவ்வளைவரையின் ஒரு பகுதியை படத்தில் காட்டியுள்ள வாறு 
எடுத்துக்கொள்வோம் . வளைவரையின் மீதுள்ள A என்பது ஒரு 
நிலையான புள்ளியாகவும் , P என்பது ஒரு நகரும் புள்ளியாகவும் 
இருக்கட்டும் . மேலும் , P- க்கு மிக அருகில் Q எனும் புள்ளியை 


YA 


14 


7 
. 


L M 


+ 


படம் -2 


எடுத்துக்கொள்வோம் . இவ்வளை வரைக்கு P- ல் வரையப்படும் 
தொடுகோடு X- அச்சை T- ல் வெட்டட்டும் . மேலும் P. Q என்ற 
புள்ளிகளிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் X 
அச்சை முறையே , L , M எனும் புள்ளிகளில் வெட்டுவதாகக் 
காள்வோம் . P- யிலிருந்து QM- க்குச் செங்குத்தாக PR என்ற 
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கோட்டை வரைவோம் . X- அச்சுடன் PQ என்ற நாண் உண் 
டாக்கும் கோணத்தை 9 என்றும் , PT எனும் தொடுகோடு உண் 
டாக்கும் கோணத்தை என்றும் குறிப்பிடுவோம் . 


இப்பொழுது , P , என்பன வளைவரையின் மீது மிக அருகில் 
அமைந்துள்ள இரண்டு புள்ளிகளாதலின் , அவற்றின் ஆயக் 
கூறுகளை முறையே ( x , I ) , ( x + Ax , y + Ay ) என்று எடுத்துக் 
கொள்ளலாம் . இங்கு Ax , Ay என்பன மிகச் சிறிய மதிப்புகள் 
என்பது நன்கு விளங்கும் . இப்படத்திலிருந்து , 

OL = x , LP = y , OM = x + Ax , MQ = y + Ay 
என்று தெரியும் . 


மேலும் , PR = LM = OM - OL = Ax என்றும் , 

RQ = MQ - MR = MQ - LP = Ay என்றும் அறிகிறோம் 


எனவே , செங்கோண முக்கோணம் PRQ- லிருந்து , 


tan RPo - Ro 


RQ 

; 

tan 0 = 
PR 


Ay 

என்று பெறலாம் . 
Ax 


இப்பொழுது , Q எனும் புள்ளி P என்ற புள்ளியை நோக்கி 
வளை வரையின் மீது நகருவதாகக் கருதுவோமானால் , QP என்ற 
நாண் X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணமாகிய 9 - ன் மதிப்பு 
மாறிக்கொண்டே செல்லும் என்பது விளங்கும் . இறுதியாக 

என்ற புள்ளி P- ஐ வந்தடையும் எல்லை நிலையில் , 9 - ன் மதிப்பு 
V- க்குச் சமமாகும் . ஏனெனில் , இந்நிலையில் , QP என்ற நாண் 
PT எனும் தொடுகோட்டுடன் சேரும் . மேலும் , இந்நிலையில் 
AX , A என்பன பூஜ்யத்தை அணுகும் என்று தெரிகிறது .. 
எனவே Ax - 0 எனும்போது எல்லை காண்போமானால் , 


Ay 
Ax 


Lt tan = Lt 
Ax- + 0 Ax0 


என்று பெறக்கூடும் . 


i.e. 


Lt tang 
- 


dy 
dx 


i ... 


tan y 


dy 
dx 


டா 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


ஆனால் . tan V என்பது / = f ( x ) எனும் வளை வரையின் 
மீதுள்ள P என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சாய்வு விகிதமாகும். ( அல்லது சரிவு எனப்படும் ) . எனவே , P எனும் 

dv 
புள்ளியில் பெறப்படும் --ன் மதிப்பும் , P- ல் வரையப்படும் 

dx 
தொடுகோட்டின் சரிவும் சமமாகும் என்பது நன்கு விளங்கும் . 
இவ்வாறு , ஒரு கொடுக்கப்பட்ட வளை வரையின் மீதுள்ள 
ஏதேனும் ஒரு புள்ளியில் காணப்படும் வகைக்கெழுவின் மதிப்பு 
அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சாய்வு வி கிதத் 
திற்குச் சமம் என்று அறிகிறோம் . 
வளை வரையின் மீதுள்ள எந்த 

ஒரு புள்ளியிலும் வரையப் 
படும் தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதத்தை அறிய இம்முடிவு 
பயன்படுத்தப்படுகிறது . 
குறிப்பு : 
( i ) மேலே கண்ட முடிவை பின் வருமாறு குறிப்பிடுதல் 

வழக்கமாகும் . 
y = f ( x ) எனும் வளை வரையின் மீதுள்ள 

dy 
P என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு 

dix 

P 
கோட்டின் சாய்வு விகிதம் 


( ii ) P- ல் வரையப்படும் தொடுகோடு X அச் சுக்கு இணையாக 
இருக்குமானால் , // = 0 என்று தெரியும் . 

ஆகையால் , 
dv 

= tan | = tan 0 ° = 0 என்றாகும் . 
dx 

P 
இவ்வாறு , வளை வரையின்மீதுள்ள எந்த ஒரு புள்ளியிலும் 
dy 
dx 

-ன் மதிப்பு பூஜ்யமானால் அப்புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடுகோடு X- அச்சுக்கு இணையாக 
வேண்டும் . 


இருக்க 


தொடுகோடு 


( iii ) இதேபோன்று ,, P- ல் 

வரையப்படும் 
X- அச்சுக்கு செங்குத்தாக இருக் குமானால் , 4 = 90 ° 
என்று கிடைக்கும் . எனவே 


dy 
dx 


= tan 90 ° = > என்று தெரியும் . 


P 


அதாவது , 


= 0 என்றாகும் 


1 
dy 
dx 
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காணப்படும் 


இவ்வாறு , வளைவரையிலுள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியில் 

( 
காணப்படும் -ன் தலைகீழ் மதிப்பு பூஜ்யமாக இருந் 

dx 
தால் , அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு 
Y- அச்சுக்கு இணையாக இருக்கவேண்டும் 
அறிகிறோம் . 


என்று 


. 


4.2 . y = f ( x ) எனும் வளைவரையின் மீதுள்ள P ( x1 , y1 ) என்ற 

புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு ஆகிய 
வற்றின் சமன்பாடுகள் காணுதல் 
P ( x , yx ) என்பது y = f ( x ) என்ற வளை வரையின்மீதுள்ள 
ஒரு புள்ளி என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் 

dy 
p- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 


என்று தெரியும் . 


* 


ஆனால் , m என்பது ஒரு நேர் கோட்டின் சாய்வு விகித 
மாகவும் , ( x , y ) என்பது அக்கோட்டின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி 
யாகவும் இருக்குமானால் , அக்கோட்டின் சமன்பாடு . 

( p - y ) = n ( x - x ) என்று கிடைக்கும் . 
என வே . P என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு பின் வருமாறு . 


( y - } ) = 


x ) = ( 2 ) ( x - X ) 


மேலும் , P- ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சரிவு , தொடு 
கோட்டின் சரிவின் தலைகீழ் குறை மதிப்பிற்குச் சமம் என்று 
தெரியுமா தலால் . செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 


1 


y – yi 


( x - x1 ) என்பதாகும் . 


P 


( 2 ) 
1 1 ( 2) 

( 2 ) 


அதாவது , ( x - x ) + ( y - y ) 


= 


P 


4.3 இரண்டு வளைவரைகளுக்கிடையே உள்ள கோணம் 

காணுதல் 
v = f ( x ) , y f . ( x ) என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட 
சார்புகளாக இருக்கட்டும் . மேலும் அவற்றின் X- ஐச் சார்ந்த 


- 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


முதல் வகைக்கெழுக்கள் உளதாயிருக்கும் எனக் கொள்வோம் . 
எனவே , இவ்விரு சமன்பாடுகளால் குறிக்கப்படும் வளை வரைகள் 
தொடர்ச்சியானவையாக இருக்கவேண்டும் . இந்தவளை வரைகள் 
CI , C , இரண்டும் P எனும் புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்ளட்டும் . 


Y 


C 


ci 


W 


2 


| T , 


OX 


همه 
مرد 


T 


AX 


படம் 17 


அப்புள்ளியில் வளை வரைகளுக்கு வரையப்படும் தொடுகள் 
X- அச்சை T. , T , எனும் புள்ளிகளில் சந்திக்கட்டும் . பின் PT ,, 
PT , என்ற தொடுகோடுகளுக்கு இடை.யே உள்ள கோணத்தையே 
இரண்டு வளை வரைகளும் வெட்டிக்கொள்ளும் கோணம் என்று 
கூறுகிறோம் . இக் கோணத்தை .9 என்றும் , தொடுகோடுகள் 
PT1 , PT , என்பன X- அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணங்களை 
V1 , , என்றும் குறிப்பிடுவோம் .. 


ml , m2 

என்பன முறையே PTI , PT, எனும் தொடுகோடு 
களின் சாய்வு விகிதங்களாயின் , பின் , 
y = f ( x ) என்ற வளைவரைக்கு , m = tan V. 

dy 

என்பதும் , 

dx P 
y == f , ( x ) என்ற வளை வரைக்கு , m , = tan + , 

dy 

என்பதும் 


= 


( ) 


( 2 ) 


உண்மையாகும் என்று தெரியும் . 


கணித விளக்கம் காணுதல் 
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மேலும் , AT PT , - யிலிருந்து , 


வெளிக்கோணம் , / = 0 + , எனும் உள் எதிர் கோணங் 
களின் கூடுதலுக்குச் சமமாகும் என்பதும் அறிவோம் . 


ஃ 


9 


i.e. 


tane 


41 - 2 
tan ( V - 4 ) 
tan | tan 

Van 
1 - tan | tan / 


i.e. 


tan G 


உ 


m | 


ms 


i.e. 


tana 


== 


1 + ml me 


= tan ( + m, m 


me 


a 


.. 


இந்த முடிவிலிருந்து இரண்டு வளைவரைகளுக்கிடையே 
உள்ள கோணத்தைக் கணக்கிடுவது வழக்கமாகும் . 


குறிப்பு : 


( ) tan e- ன் மதிப்பு ( - * + m ) 


என்றும் இருக்கக் 


கூடும் . பொதுவாக , tane 

m 

என்று கொள் 

1 + my me 
வது மரபாகும் . 

( இங்கு m1 ~ m , என்றால் 11 , m , இவற்றிற்கிடையே உள்ள 
வேறுபாடு என்று பொருளாகும் . ) 


கொள்ளும் 


( ii ) இங்கு m = m , எனில் , tan a 

m , எனில் , tano = 0 என்றாகும் . 
அதாவது , 

இரண்டு வளைவரைகள் வெட்டிக்கொள்ளும் 
கோணம் , = 0 என்றாகும் . 

8 = 0 என்றாசம் . எனவே , 4 . = / > எனும்போது 
இரண்டு வளைவரைகளும் தொட்டுக்கொள்ளும் என்றுகூறுகிறோம் . 
இந்நிலையில் இரண்டு வளைவரைகளும் தொட்டுக் 
புள்ளியில் ஒரு பொதுத்தொடுகோடு வரையமுடியும் என்று , 
அறியவும் . 
( iii ) இதேபோன்று , my m , = - 1 என்றால் , tan e 

- , = . 
என்றாகும் . 


அதாவது , உளைவரைகள் வெட்டிக்கொள்ளும் கோணம் , 6 


* 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


என்பதாகும் . இவ்வாறு , " ~ 4 , = 2 எனில் , இரண்டு வளை 
வரைகளும் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்வதாகக் கூறுகிறோம் . 

எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 
1. கீழ்க்காணும் வளை வரைகள் ஒவ்வொன்றிற்கும் , குறிப் 
பிடப்பட்டுள்ள 

புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 
சாய்வு விகிதம் காண்க . 


8 


வளைவரையின் மீதுள்ள 


( i ) y = x 4x2 + 2 என்ற 
( 2 , 

6 ) எனும் புள்ளி . 


( ii ) y = 16x என்ற பரவளையத்தின் மீதுள்ள ( 4 , 

எனும் புள்ளி . 


- 8 ) 


( iii ) v = sin x என்ற வளை வரையின் மீதுள்ள x = 


X = 


2 


எனும் புள்ளி . 


தீர்வு : 

( i ) கொடுக்கப்பட்ட வளை வரையின் சமன்பாடு , 


y = x8 


4x2 + 2 என்பதாகும் . 
இங்கு , x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுகாண , 
dy 

= ( 3x3 - 8x ) என்று கிடைக்கும் , 
dx 


கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியை 

P என்று 

குறிப்பிடுவோ , 
மானால் , P- ன் ஆயக்கூறுகள் ( 2 , - 6 ) என்பனவாகும் . 

dy 
. 

= 3. 22 - 8. 2 = - 4 


( 2 ) 

- 


dx / P 


P- ல் 


அதாவது , 
சரிவு 

4 . 


வரையப்படும் 


தொடுகோட்டின் 


( ii ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 

y2 = 18x 


ஃ 


1 


X- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 

dy 
2y 

16.1 
dx 


. 


வகைக்கெழுவிற்கு வரைகணித விளக்கம் காணுதல் 
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8 


i.e. 


* 


= 


16 
2y 


( x 


y 


புள்ளியை P என்று 


( 4 , - 8 ) எனும் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
குறிப்பிடுவோமானால் , 


( * ) 


8 
-8 


1 . 


P 


தொடுகோட்டின் சாய்வு 


அதாவது , P- ல் வரையப்படும் 
விகிதம் - 1 . 


( in ) வளை வரையின் சமன்பாடு , 


v = sin x 
dy 

= cos X 
dx 


என்ற கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை P என்போ 

2 
மானால் , 
dy 

= 0 

= 0 
dx P 

2 


T 


COS 


அதாவது , 

P- ல் வரையப்படும் தொடுகோடு X- அச்சுக்கு 
இணையாக இருக்கும் . 


2. பின் வரும் சமன்பாடுகளினால் குறிக்கப்படும் வளை 
வரைகள் ஒவ்வொன்றின் மீதும் உள்ள குறிப்பிட்ட புள்ளியில் 
வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு ஆகியவற்றின் சமன் 
பாடுகள் காண்க . 

( i ) 5y 
5y = x - 7x 

7x - 4 என்ற வளைவரையின் மீதுள்ள 
x = 1 என்ற புள்ளி . 


( ii ) xy = 4 என்ற அதிபரவளையத்தின் மீதுள்ள ( 2 , 2 ) 

எனும் புள்ளி , 
( iii ) 2y x " ( x - 5 ) + 10 என்ற 

வளை வரையின் 
மீதுள்ள x = 4 என்ற புள்ளி . 


தீர்வு : 


( i ) கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடு , 

5y = x8 - 7x - 4 


... 


... 


( 1 ) 
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ஓர் அற்பகம் 


x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 

dy 
5 

- 7.1 
dx 


= 3x2 


வளை வரையின் மீதுள்ள x = 1 எனும் புள்ளியை P எனக் 
குறிப்பிடுவோம் . 


.. 


( 2 ) = - ( 8.1 - 7 ) 


= 


4 


- 


அதாவது , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சரிவு , 

4 
5 

என்பதாகும் . P எனும் புள்ளியின் y- ஆயக்கூறைப் 
பெற சமன்பாடு ( 1 ) -ல் x = 1 என்றிடுக . 


m = 


.. 


5y = 1 - 7 - 4 = - 10 
i.e. y = - 2 
P என்பது ( 1 , - 2 ) எனும் புள்ளியாகும் . 


எனவே , P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 


} - ( - 2 ) 

( x - 1 ) என்பதாகும் . 

5 
i.e. 5 ( y + 2 ) = - 4 ( x - 1 ) 
i.e. 4x + 5y + 6 = 0 


( 2 ) 


1 


5 


P- ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சரிவு = 


| 


|| 


m 


.. 


செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 


5 
y - ( - 2 ) = 

( x - 1 ) என்பதாகும் . 
4 


i.e. 4 ( y + 2 ) = 5 ( x - 1 ) 
i.e. 5x - 4y - 13 = 0 


... 


( 3 ) 


... 


( ii ) பரவளையத்தின் சமன்பாடு , 


xy = 4 


... 


... 


( 1 ) 


( 2 ) , 


// 


i.e. * 
வகைக்கெழுவிற்கு வரைகணித விளக்கம் காணுதல் 
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ஃ x- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 

dy 
+ 

0 என்று கிடைக்கும் . 
dy 
i.e. 

y 

dx 
கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி ( 2 , 2 ) என்பதை P எனக் குறிப் 
பிடுவோம் . 
ஃ . P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் 

dy 
சாய்வு விகிதம் , 11 = 

2 

- 1 

2 
எனவே , தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

y - 2 = ( - 1 ) ( x - 2 ) என்று கிடைக்கப்பெறும் . 
i.e. x + y = 4 

( 2 ) 
P- ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சரிவு 

1 

1 

1 

-1 
செங்கோட்டின் சமன்பாடு , 

y - 2 = 1 ( x - 2 ) 
i.e. x = y .... 

( 3 ) 
( iii ) வளை வரையின் சமன்பாடு , 
2y = x " ( x - 5 ) + 10 

( 1 ) 
இருபுறமும் x- ஐப் பொறுத்து வகையிட , 
dy 

23 ( x - 5 ) + x ( 1 ) 
dx 

30 10x 
dy 1 

(3x 

10x ) 
dx 


m1 


000 


... 


( 


... 


... 


2 


2 


8 


அ . - 39 
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கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை P என்போமானால் , P- ன் 
x- ஆயக்கூறு = + . P- ன் ; -ஆயக்கூறு கிடைக்க ( 1 ) -ல் x = 4 
என்றிடுக . 

2y = 16 ( 4 - 5 ) + 10 = - 6 


. 


i.e. 


y 


3 


. 


. P என்பது ( 4 , - 3 ) எனும் புள்ளியாகும் . 


இப்பொழுது P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சாய்வு 
விகிதம் , 


m 


( 2 ) 

p 


1 
2 


( 3.16 - 10.4 ) = 4 


தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

y - ( -3 ) = 4 ( x - 4 ) என்று கிடைக்கும் . 
i.e. 4x - y = 19 


இதேபோன்று P- ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் சமன் 
பாட்டை , 

x -- 4y + 8 = 0 என்று பெறலாம் . 


3. y = 2x2 - 3x + 5 எனும் வளை வரையின் மீதுள்ள 
ஒரு புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , y = 5x + 7 என்ற 
கோட்டிற்கு இணையாக இருக்குமானால் அப்புள்ளியின் ஆயக் 
கூறுகளையும் , அதில் வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகளையும் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள வளை வரையின் சமன்பாடு , 

2x2 

Sx + 5 


y = 


( 
1 
) 


... 


ஃ 


dy 
dx 


* = 4x 


4x - 3 


அதாவது , வளைவரையின் மீதுள்ள P ( x , 1 ! ) எனும் புள்ளியில் 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சரிவு = ( 4x -- 3 ) என்பதாகும் . 
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கொடுக்கப்பட்டுள்ள நேர்கோடு , 

I = 5x + 7 
இக் கோட்டின் சரிவு = 5 . 


... 


... 


( 2 ) 


வளை வரைக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு , இந்நேர்கோடு 
( 2 ) -க்கு இணையானது என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் , 

( 4x - 3 ) = 5 என்று அறிகிறோம் . 
i.. 


x = 2 


அதாவது , P- ன் x- ஆயக்கூறு = 2 
மேலும் , P- ன் y ஆயக்கூறு = 7 என்று நிறுவலாம் .. 

P என்பது ( 2 , 7 ) எனும் புள்ளியாகும் . 
எனவே P- ல் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

v - 7 = 5 ( x - 2 ) என்பதாகும் .. 
i.e. 

5x - y = 3 
இதேபோன்று செங்கோட்டின் சமன்பாட்டை 

x + 5y = 37 என்று நிறுவக்கூடும் . 


4. y = xs - 3x ? - 8x - 4 , y = 3x3 + 7x + 4 என்ற 
சமன்பாடுகளால் குறிக்கப்படும் வளைவரைகள் இரண்டும் ( -1,0 ) 
எனும் புள்ளியில் தொட்டுக்கொள்ளும் எனக் காட்டு . மேலும் , 
அப்புள்ளியில் வளைவரைகளுக்கு வரையப்படும் பொதுத் தொடு 
கோட்டின் சமன்பாட்டையும் காண்க . 


y = x 


... 


தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள வளை வரைகளின் சமன்பாடுகளாவன 
3x2 8 

( 1 ) 
y = 3x2 + 7x + 4 

( 2 ) 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியை P என்க . 
சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ -ஐப் பொறுத்து வகையிட , 

dy 

3x2 - 6x - 8 
dx 


ஃ . 


( 2 ) 


= 3 ( - 1 ) - 6 ( -1 ) - 8 = 1 


dx | p 


1.e. வளைவரை ( 1 ) -க்கு P- ல் வரையப்படும் 

தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் , my 


} 


= 1 
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இதேபோன்று , சமன்பாடு ( 2 ) -ஐ X- ஐப் பொறுத்து வகை யிட , 

dy 

6x + 7 
dx 

dy 
ஃ . 

= 6 ( -1 ) + 7 = 1 


dx P 


i.e. 


வளைவரை ( 2 ) - க்கு P- ல் வரையப்படும் 
தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் , 11 , 


} 


எனவே , m1 = m , = 1 என்று கிடைப்பதால் , இரண்டு வளை 
வரைகளுக்கும் இடையே 

உள்ள கோணம் பூஜ்யம் என்று 
அறிகிறோம் . 


அதாவது , இரண்டு வளை வரைகளும் P. ல் தொட்டுக் 
கொள்கின்றன . 

இரண்டு வளை வரைகளும் ( - 1 , ( ) 
புள்ளியின் வழியே செல்லும் . 


என்ற 


மேலும் P- ல் வரையப்படும் பொதுத் தொடுகோட்டின் சமன் 
பாடு , y - 0 = 1 [ x - ( -1 ) ] என்பதாகும் . 

i.e. y = x +1 
i.e. x - y + 1 = 0 


5. y = x , x2 = y எனும் வளைவரைகள் ( 1 , 1 ) என்ற 
புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்ளும் கோணத்தைக் கண்டுபிடி . 
தீர்வு : 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன் பாடுகள் ,, 
y 

( 1 ) 

( 2 ) 
என்பனவாகும் . 


X 


x = y 


இவை வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியை P என்று குறிப்பிடு 
வோம் . சமன்பாடு ( 1 ) -ன் இருபுறமும் x- ஐச் சார்ந்த வகைக் 
கெழு காண , 

dy 
2y = 1 என்றாகும் . 

dx 

dy 1 
i.e. 
dx 

2y 
dy 

1 

1 
. ml dx ) P 

2.1 2 


= 
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இதேபோன்று சமன்பாடு ( 2 )-ன் வகைக்கெழு காண , 

dy 
2x = 

என்று கிடைக்கும் . 
dx 


11 . 


( 3 ) , 


dy 
dx P 


2.1 = 2 . 


வளைவரைகள் ( 1 ) , ( 2 ) -க்கிடையே உள்ள கோணம் ( எனில் , 
பின் , 

n . 
tan 8 : 

என்று தெரியும் . 
1 Tmi ms 


1111 


- 


I 


2 


2 


ஃ . 


tana = 


3 
4 


1 
1 + 2 

2 


இதிலிருந்து 9 - ன் மதிப்பைக் கணக்கிடலாம் . 


6.x - y 8 , xy = 3 எனும் அதிபரவளையங்கள் 
வெட்டிக்கொள்ளு : கோணத்தைக் கணக்கிடுக . 
தீர்வு : 
அதிபர வளையங்களின் சமன்பாடுகளாவன : 
y = 8 

( 1 ) 
Xy 

( 2 ) 


12 


= 


60 


( 2 ) 


முதலில் இவ்விரண்டு வளைவரைகளும் வெட்டிக்கொள்ளும் 
யுள்ளியைக் காணவேண்டும் . 
( 1 ) x - y ? 8 

xy 
i.e. 

3 ( x2 - y ) = 8 xy 
i.e. 3x2 - 8xy - 3p3 = 0 
1.e. 3x2 - 9xy + xy - 3ye 

3y = 0 
i.e. 

3x ( x - 3x ) + y ( x - 3y ) = 0 
i.e. ( x - 3p ) ( 3x + y ) = 0 
3y 

( 3 ) 
அல்லது 
3x = - V 

( 4 ) 


... 


... 


000 


... 


2 
. 
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எனவே சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 3 ) - லிருந்து , 

3y. y == 3 என்று கிடைக்கும் 
i.e. 

2 

1 
i.e. 



= + 1 


ஆகையால் x = = 3 என்று பெறலாம் . 


வளை வரைகள் ( 1 ) . ( 2 ) வெட்டிக்கொள்ளும் 

புள்ளிகள் 
P ( 1 , 3 ) , Q ( - 1 , -3 ) என்பனவாகும் . 

இப்புள்ளிகளில் 
அவை வெட்டிக் கொள்ளும் கோணங்களை 

கோணங்களை அறியவேண்டும் . 
( 1 ) -ன் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழுகாண , 


2x - 2y 


dy 
dx 


= 0 என்று கிடைக்கும் . 


i.e. 


dy 


X 


dx 


y 


m 


( 2 ) 


dy 
dx 


1 
3 


இதேபோன்று ( 2 ) -ன் x- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 
1. y + x 

dy 

= 0 என்றாகும் 

dx 
i.e. 

dy 

* 
dx 


X 


3 


mg = 


( 2 ) , 


dy 
dx 


- 3 


1 


எனவே , வளை வரைகள் இரண்டும் P- ல் வெட்டிக்கொள்ளும் 
கோணம் 9 எனில் , 

11 
tan 9 
1 + in me 

1 
ஆனால் , my me 

3 

= -1 என்று கிடைப்பதால் , 
3 


M ) 


tano = 0 என்றாகும் 


6 = 


2 

என்றறிகிறோம் . 


இதேபோன்று . எனும் புள்ளியிலும் 

அவை வெட்டிக் 
கொள்ளும் கோணம் 90 ° என்று நிறுவ முடியும் , இவ்வாறு P.G 
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என்ற இரன்டு புள்ளிகளிலும் அதிபர வளையங்கள் 
தாக வெட்டிக்கொள்கின்றன என்று அறிகிறோம் . 


செங்குத் 


ஆனால் , சமன்பாடுகள் ( 2 ) , ( 4 ) -ன் தீர்வுகள் காண்போ 
மானால் , x- ன் மதிப்பு 

மதிப்பு கற்பனை எண்ணாகக் கிடைக்கின்றது . 
( 

x2 = - 1 என்றாகும் ) . எனவே , இவை பொருந்தா மதிப்புக 
ளாகும் . 


பயிற்சி 
1. பின் வரும் வளைவரைகளின் மீது அமைந்துள்ள குறிப் 

பிடப்பட்டுள்ள புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடுகோடு 

களின் சாய்வு விகிதங்களைக் கணக்கிடுக .. 
வளைவரையின் சமன்பாடு 

வளைவரையின் மீதுள்ள புள்ளி 
i ) y = 3x2 + 1 

( 1 , 4 ) 
( ii ) y = 6 + x - x2 

( 2 , 4 ) 


1 


( iii ) y 


2x 


( 1 , 1 ) 


( iv ) x + y = 9 


( 2,1 ) 


2. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாடுகளால் குறிக்கப் 

படும் வளைவரைகளின் மீதுள்ள புள்ளிகள் எதிரே குறிப் 
பிடப்பட்டுள்ளன . அப்புள்ளிகளில் வரையப்படும் 
தொடுகோடுகள் , செங்கோடுகள் ஆகியவற்றின் சமன் 
பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 

1 
( i ) y = x 

2 8 
) 


3 


009 


. 


( ii ) y = 2x2 
( iii ) y 3x 
( iv ) xy 

- 8 ... 
( v ) x2 + 5ye 


- 3 ..... ( 2 5 ) 

( 12 , 6 ) 

( 4,2 ) 
14 ....... ( y = 1 ) 


( vi ) y = 


6x 
12 


( 2 , 4 ) 


1 


( vii ) y ( 4 - x ) = 3 

x ) = x : ...... ( 2 , 


- 2 ) 


( viii ) x = sint , y = cos 21 ....... 


( - + ) 
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3. X- அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும் கோடுகள் 

2x + 18 எனும் வளை வரையை தொடும் 
புள்ளிகளைக் காண்க . 


y = x3 


4 
. 


2x - y + 6 = 0 என்ற நேர்கோட்டிற்கு போக , 
x -- y2 5 எனும் 

வட்டத்திற்கு ! ம் 
தொடுகோடுகள் வளை வரையைத் தொடும் புவளிகள் 
யாவை ? 


5 . 


y = ( 23 - 3 ) எனும் பரவளையத்தின் மீதுள்ள ஒரு 
புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சரிவு 2 
எனில் , அப்புள்ளியைக் கண்டு பிடித்து , அப்புள்ளியில் 
வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டையும் 
காண்க . 


6. y = ( x - 2 ) ( x + 3 ) என்ற வளை வரை X- அச்சை 

வெட்டும் புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் 
சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 


7. y = x2 + 4x + 2 என்ற வளை வரையின் மீதுள்ள ஒரு 

புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு 2x - 4y + 5 = 0 
என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக இருக்குமானால் , 
அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு 
இவற்றின் சமன்பாடுகள் காண்க . 


8. y = 4ax எனும் பரவளையத்திற்கு ( at , 2at ) என்ற 

புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு , செங்கோடு 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 


9. y = 6 + x - x2 ; y ( x - 1 ) = ( x + 2 ) என்ற இரண்டு 

வளைவரைகளும் ( 2 , 4 ) என்ற புள்ளியில் தொடும் எனக் 
காட்டு . மேலும் அப்புள்ளியில் வரையப்படும் பொதுத் 
தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டையும் பெறவும் . 


10. y ( x - 3 ) 

3 ) = ( 2x2 + x – 7 ) எனும் வளைவரையின் 
மீதுள்ள P ( 2 , 3 ) என்ற புள்ளியையும் , y + x + 5x 
+ 2 = 0 எனும் வளைவரையின் மீதுள்ள Q ( -1,2 ) என்ற 
புள்ளியையும் இணைக்கும் கோடு , அந்த வளைவரைகளின் 
மீதுள்ள P , Q என்ற புள்ளிகளில் வரையப்படும் செங் 
கோடுகளுக்கு இணையாக இருக்கும் என்று காட்டு . 
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11. y " ( 2a - x ) = x8 என்ற வளை வரைக்கு ( a , a ) என்ற 
புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோடு . மீண்டும் வளை 
2a 2a 

எனும் புள்ளியில் சந்திக்கும் என்று 
5 5 
நிறுவுக . 


12 . 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒவ்வொரு ஜோடி வளைவரை 
களுக்கும் இடையே உள்ள கோணத்தைக் கணக்கிடு . 
( i ) y = x2 - 3x ; 9y = 2x2 - 4x + 20 ; வெட்டும் 

புள்ளி ( 4 , 4 ) 
( ii ) 12 = 4x ; x2 + y = 12 ( வெட்டும் பள்ளியைக் 
காண்க ) 

8 
( iii ) x 4y ; y = 

( வெட்டும் புள்ளியைக் 

( x + 4 ) 
காண்க ) 
( iv ) y : = ( x - 2 ) * ; // = ( x - 1 ) ( x -2 ) ( x - 3 ) ; 

வெட்டும்புள்ளி ( 2 , 0 ) 


2 


= 


13. y = 21 எனும் நேர்கோடு y ( 5 - x ) = x என்ற வளை 

வரையை வெட்டும் கோணங்களைக் காண்க . 


14. 4x2 + 9y2 = 72 என்ற நீள்வளையமும் , x2 -y : = 5 

என்ற அதிபரவளையமும் செங்கோணத்தில் வெட்டிக் 

கொள்ளும் என நிறுவுக . 
15. y = 4 ( x + 1 ) , y " = 36 ( 9 - x ) என்ற பரவளையங்கள் 

வெட்டிக் கொள்ளும் கோணம் ஒரு செங்கோணம் என்று 
நிரூபி . 


16 . 


x8 + 8 + x + 2y = 0 , xy + 2x = y என்ற) வளை 
வரைகள் ஆதியில் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும் 
என்று நிரூபிக்கவும் . 


x2-7x + 11 
y 

என்ற வளை 

I - 1 
வரைகளுக்குப் பொதுவான ஒரு புள்ளி ( 2 , 1 ) என்று 
காட்டு . மேலும் , அப்புள்ளியில் வளைவரைகள் 45 
கோணத்தில் வெட்டிக்கொள்ளும் என்று நிறுவுக . 


18 . 


x3-3xy2 = - 2 ; 3xy - y : = 2 என்ற வளைவரைகள் 
செங்கோணத்தில் வெட்டிக்கொள்ளும் என்று நிறுவுக . 
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விடைகள் 


1. ( i ) 


6 


( ii ) 


-3 


( iii ) 3 


( iv ) -4 


2. ( i ) 


X 


9x 

43: = 1 , 32.2 + 2 4y = 19 
( ii ) 8x - y = 11 , x + y = 42 
( iii ) 4y = 2 , 4x + y = 54 
( iv ) x + 2y = 8 , 2x - y = 6 

( v ) 3x + 5y = 14 , 5x – 3y = 12 
( vi ) 10x + 3y = 32 , 3x 

10y + 34 = 0 
( vii ) 2x + y = 2 , X – 23: e 
( viii ) 4x + 2y = 8 , 2x - 4y + 1 = 0 


3. ( 2 , 2 ) , 


( -2 , 84 ) . 


4. ( -2 , 1 ) , ( 2 , -1 ) . 


5 
. 


( 1.4 ) 

:) , 4y = 8x – 13 . 


6. y = 5x - 10 , 5x + y + 15 = 0 . 


7. 


2x + y + 7 = 0 , 


2y = x + 1 . 


8. ty = x + ata , 


y + tx = 2at + a18 . 


9. 8x + y - 10 = 0 . 


12 , ( i ) tan - 1 

i 


" ( 28 ), 


( ii ) tan - 1 ( 2 V2 ) , 


( iv ) 45 ° 


( iii ) tan - 1 ( o ) , 
13. tan - 1 ( 2 ) , 

( 


tan - 1 


( ) . tan - ( s) 


5. வகைக்கெழுவை வீத அளவையாகப் 

பயன்படுத்துதல் 
(Derivative as a rate measurer ) 


Δν 


5.1 திசை வேகமும் , மூடுக்கமும் : y = f ( x ) என்ற x- ன் 
சார்பு கொடுக்கப்பட்டால் , சாராமாறி x- ல் ஏற்படும் ஒவ்வொரு 
மாற்றத்திற்கும் ஒப்ப , சார்புடை மாறி y- ல் உண்டாகும் மாற்றத் 
தைப்பற்றியும் , மற்றும் அம்மாற்றங்களின் விகிதத்தின் தன்மை 
பற்றியும் இதுகாறும் பார்த்தோம் . அதாவது , 1x , Ay என்பன 
முறையே x , y என்ற மாறிகளில் ஏற்படும் மாற்றங்களை ( அல்லது , 
கூடுந்தொகைகளைக் குறிக்குமானால் , 8 பூஜ்யத்தை அணுகும் 
நிலையில் , 

எனும் விகிதம் ஒரு குறிப்பிட்ட , வரையறுக்கப் 
பட்ட மதிப்பை அணுகுமானால் , அம்மதிப்பை ( அதாவது 
எல்லையை ) x- ஐச் சார்ந்த y- ன் வகைக்கெழு என்று வரையறுத் 

Δy 
தோம் . இங்கு என்ற விகிதத்தை x- ஐப் பொறுத்து ; -ல் 
Ax 

dy 

எனும் வகைக் 

dx 
கெழுவை , ஒரு குறிப்பிட்ட நேரத்தில் , x- ஐப் பொறுத்த ) -ன் 
மாற்ற வீதம் என்றும் கூறுவதுண்டு . இவ்விளக்கத்தின் அடிப் 
படையில் ஒரு நகரும் புள்ளியின் திசைவேகம் , முடுக்கம் 
முதலியன பின் வருமாறு வரையறுக்கப்படுகின்றன . 


5.2 வரையறை ஒரு நேர்கோட்டின் மீதுள்ள நிலையான 
புள்ளி ஒன்றை 0 என்றும் , அதன் மீது நகரும் ஒரு துகளை P என்றும் 
குறிப்பிடுவோம் . t எனும் நேரத்தில் துகள் P அக்கோட்டின் 
மீது கடந்துவந்த தூரத்தை S என்றும் , ( t + At ) நேரத்தில் அத் 
துகள் கடந்து வந்த துரத்தை ( S + AS ) என்றும் கொள்வோம் . 
அதாவது 41 எனும் மிகக் குறுகிய நேரத்தில் துகள் கடந்துவந்த 
தூரம் AS என்று அறிகிறோம் . 


இங்கு , 


AS 
இங்கு , 

எனும் விகிதத்தை At கால அளவில் ( அல்லது 

At 
நேரத்தில் ) துகளின் சராசரி வேகம் என்று கூறுகிறோம் . மேலும் , 
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ras 


11 பூஜ்யத்தை அணுகும் போது ( 2 ) 


-ன் எல்லை உளதாயிருக்கு 


மானால் , அந்த எல்லை மதிப்பு . t எனும் நொடியில் துகளின் 
திசை வேகம் என்றழைக்கப்படும் . அதை V என்று குறிப்பிடுதல் 
வழக்கமாகும் . 


V 


( A ) 


ds 

L : 
இவ்வாறு , 

itt At + 0 

... பறு அறிகிறோம் . 

A 
அதாவது , ஒரு துகள் நகரும்போது அதன் இடப்பெயர்ச்சியின் 
மாற்ற வீதம்தான் திசை வேகம் என்பதாகும் 

நன்கு 
விளங்கும் . 


என 


( A ) 


- 


a 


|| 


இதேபோன்று , திசைவேகம் ! -ன் மாற்ற வீதத்தை துகளின் 
முடுக்கம் என்று கூறுகிறோம் . எனவே , 

dx 

Lt Δν 
1 - நொடியில் P. ன் முடுக்கம் 

At + 0 
என்று கிடைக்கப்பெறும் . இதை எனக் குறிப்பிடுதல் வழக்க 
மாகும் . இவ்வாறு , 
dv d ds 

des 
dt dt 

dt2 

என்று அறிகிறோம் . 
குறிப்பு : 

இங்கு s , v இவற்றின் மதிப்புகள் 1 - ன் சார்பாக இருக்கும் 
என் பதை அறியவும் . அதாவது தூரமும் , திசை வேகமும் 
நேரத்தைச் சார்ந்தன என்பது 

பொருளாகும் . எனவே , S- ன் 
முதலாம் வகைக்கெழு திசை வேகத்தையும் , 

இரண்டாம் 
வகைக் கெழு முடுக்கத்தையும் குறிக்கின்றன என்று அறிகிறோம் . 


எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் 


1. t வினாடிகளில் ஒரு பொருள் கடந்துவந்த தூரம் 
s = 13 - 312 + 5t + 7 என்று கொடுக்கப்பட்டால் , 1 கணத்தில் 
அப்பொருளின் திசை வேகத்தையும் , முடுக்கத்தையும் கண்டு 
பிடி . மேலும் t = 1 எனும்போது திசைவேகமும் , முடுக்கமும் 
என்ன ? 


1 நேரத்தில் இடப்பெயர்ச்சி ( அதாவது கடந்துவந்த தூரம் ) 
3 எனில் , 

S = 13 

13 - 312 + 51+ 7 


வகைக்கெழுவை வீத அளவையாகப் பயன்படுத்துதல் 
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எனவே , 1 - ஐப் பொறுத்து வகையிட . 

ds 
= 312 

6+ 5 என்றாகும் . 
dt 


அதாவது , 1 கணத்தில் திசைவேகம் , V = 312 - 6+ 5 
என்று கிடைக்கிறது . 


மீண்டும் t- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 


2S 


dra 


61 - 6 என்றாகும் . 


.. 


t = 1 


v = 3.12 


அதாவது , t கணத்தில் முடுக்கம் , a = 6t - 6 

எனும்போது , 

6.1+ 5 = 2 /விநாடி . 
t = 1 எனில் , a = 6.1 - 6 = 0 | (விநாடி ) 

அதாவது , 1 = 1 எனும் நேரத்தில் திசைவேகம் சீராக 
உள்ளது என்று தெரிகிறது . 


9 


2. ஒரு சக்கரம் 1 விநாடிகளில் சுழலும் கோணம் 9 - வை , 
9 = 9000t - 3t என்ற சூத்திரத்தின் மூலம் கணக்கிட்டால் , 

10 விநாடியாக இருக்கும் போது ஒரு விநாடிக்கு எத்தனை 
சுழற்சிகள் வீதம் சக்கரம் சுற்றும் என்றும் , அது எப்பொழுது 
சுழலாமல் நிலையாக இருக்கும் என்றும் கண்டுபிடி . 


தீர்வு : 

t விநாடிகளில் சக்கரம் சுழன்று வந்த கோணம் 9 பின் 
வருமாறு : 

G = 90001 - 32 


t- ஐச் சார்ந்த வகைக்கெழு காண , 
do 

= 9000 - 6 
dt 


எனவே , 1 = 10 எனும்போது , 
da 

= 9000 - 6x10 = 8940 
dt 


அதாவது , t = 10 விநாடியில் சக்கரத்தின் சுழற்சி வேகம் 

= 8940 ° | விநாடி . 
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ஒரு விநாடியில் சுற்றிவரும் சுற்றுகளின் எண்ணிக்கை 


C 


t 


2 


என்று 


8940 149 
360 

6 
( ஏனெனில் , சக்கரம் ஒரு முறை சுழலும் போது 360 ° 
கோணம் உண்டாகும் என்று தெரியும் ) சக்கரம் 

சுழலாமல் 
de 
இருக்கவேண்டுமானால் , 

0 என்றிருக்க வேண்டும் . 

di 
எனவே , 

9000 - 6t = 0 என்றாகும் . 

9000 
i.. 

விநாடிகள் 
6 
= 1500 விநாடிகள் 

= 25 நிமிடங்கள் 
அதாவது , 25 - ஆவது நிமிடத்தில் சுழலாமல் இருக்கும் .. 

3. ஒரு உறிஞ்சு தாளில் விழுந்த மைத்துளி ஒன்று வட்ட 
வடிவமாக பரவிக் கொண்டே செல்கிறது . 

1 விநாடிகளில் அவ் 
வட்டத்தின் ஆரம் / = 1 

6 

கொடுக்கப்படுமானால் , 
2 விநாடிகளுக்குப்பிறகு வட்டத்தின் பரப்பு என்ன வீதத்தில் 
அதிகரிக்கும் என்று கணக்கிடுக . ( ஆரம் செ.மீ - ல் அளக்கப் 
படுகிறது ) 
தீர்வு : 
t விநாடியில் வட்ட ஆரம் r = 1 - 

6 
dr 
= 1 செ.மீ /விநாடி 

( 1 ) 
dt 
t விநாடியில் வட்டத்தின் பரப்பு A எனில் , 

A = W / 2 என்று தெரியும் . 
.. 1 - ஐப் பொறுத்து வகையிட , 
d4 

dr 
= * { 2r ) 
dt - 

( 2 ) 
dt 
எனவே , 

DA 
( 1 ) - லிருந்து , 

2m 1 . 

ச.செ.மீ / விநாடி 
dt 


12 


t 


-- 


... 


லெல 


4 
3 


செ . மீ . 


இப்பொழுது , t = 2 என்றிட , r = 2 
என்றாகும் . 


| 


ம 


வகைக்கெழுவை வீத அளவையாகப் பயன்படுத்துதல் 
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da 


மேலும் , t = 2 என்றால் , 


dt 


4 
2m 

1 

3 
80 

ச.செ மீ / விநாடி 
9 


அதாவது , 2 விநாடிகளுக்குப் பிறகு , வட்டபரப்பு அதிகரிக்கும் 

87 
வீதம் 

ச.செ.மீ என்று கிடைக்கிறது . 
9 


4 . ஒரு கோளத்தின் கன அளவு விநாடிக்கு 20 கன செ.மீ. 
என்ற வீதத்தில் அதிகரிக்கிறது . கோளத்தின் ஆரம் 10 செ.மீ. 
என்றிருக்கும் போது , அதன் மேற்பரப்பு , ஆரம் இவைகள் என்ன 
வீதத்தில் அதிகரிக்கின்றன என்று கண்டுபிடிக்கவும் . 


தீர்வு : 

கோளத்தின் ஆரம் r என்றும் , கன அளவு V என்றும் , மேற் 
பரப்பு S என்றும் கொள்வோமானால் , பின் , 

4 
V | 

S = 4rr ? என்று தெரியும் . 
3 


இப்பொழுது , V = 


4 

Tr3 என்பதால் , 
3 


-ஐப் பொறுத்து 


வகையிட , 

dV 
d t 


4 
3 


블 


* Sra 


dr 
dt 


dr 
4r2 

31 என்று பெறலாம் . 


அதாவது , 


20 = 4rre 


dir 
dt 


dV 
dt 


20 க . செமீ / விநாடி 


) 


5 


dr 
அதாவது , 

ut 


ஈ / 2 


1 


dr 
dt 


r = 10 விநாடி எனில் , 


5 
* 100 


ஃ 


செ.மீ / வி . 


20m 


மேலும் , S = 4mr என்பதால் , 


ds 
dt 


= 8 


dr 
dt 


என்றாகும் . 


di 


ds 

1 
. r = 10 எனும்போது , 

87 x 10 x 

201 
= 4 ச.செ.மீ /விநாடி 

அதாவது , மேற்பரப்பு அதிகரிக்கும் வீதம் = 4 ச.செ.மீ / வி . 
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கணிதம் - ஓர் அறிமுகம் 


1 . 


பயிற்சி 
ஒரு துகள் 1 விநாடிகளில் கடந்து வந்த தூரம் S எனில் , 
S- ன் மதிப்பை -ன் சார்பாக பின் வருமாறு கொடுக்கப் 
பட்டிருந்தால் , அத்துகளின் ஆரம்ப வேகத்தையும் , 
( நேரத்தில் அதன் வேகத்தையும் , 

வேகத்தையும் , முடுக்கத்தையும் 
கணிக்கவும் . 
( i ) S = 12 + 201 212 
( ii ) S = 4 

S = 4 - 212 + 1 


3 


7 


( iii ) s = 6 + 

( 1 ) 
( iv ) S = 

S = 8 cos 21 + 4 sint 
2 . ஒரு துகள் செங்குத்தாக மேல் நோக்கி எறியப்படுகிறது . 

அத்துகள் 1 விநாடிகளில் சென்றடைந்த உயரம் 
h = 160t - 161 * என்று கொடுக்கப்பட்டால் , 1 நேரத்தில் 
அதன் வேகத்தையும் , முடுக்கத்தையும் காண்க .. 
மேலும் , அது மீப்பெரும் உயரத்தை அடைய எடுத்துக் 

கொள்ளும் நேரத்தையும் கணக்கிடு . 
3 . ஒரு நேர்கோட்டில் நகர்ந்து செல்லும் துகள் ஒன்று t 

நேரத்தில் கடந்து வந்த தூரம் , s = 13-912 + 24t - 18 
என்றிருக்குமானால் , அதன் திசை வேகம் பூஜ்யமாக 
இருக்கும் நேரத்தைக் கண்டுபிடி . மேலும் , அப்பொழுது 
அதன் முடுக்கத்தின் மதிப்பு என்ன ? 

t 
4. 

s = aet + be - 1 என்ற சமன்பாடு ஒரு பொருள் 
நேரத்தில் நகர்ந்து செல்லும் தூரத்தைக் குறிக்குமானால் , 
எந்த நொடியிலும் அதன் முடுக்கத்தின் மதிப்பும் அது 

கடந்து வந்த தூரமும் சமமாக இருக்கும் என்று காட்டு . 
5. ஒரு பொருள் நேர்கோட்டின் மீது நகர்ந்து செல்கிறது . 

அப்பொருள் t விநாடிகளில் கடந்து வந்த தூரம் S 
என்றும் . அந்நேரத்தில் அதன் திசைவேகம் ) என்றும் 
கொடுக்கப்பட்டால் , 2s 

vt என்று பெறப்படும் . 
இதிலிருந்து , எந்நேரத்திலும் அப்பொருளின் முடுக்கம் 

மாறாது இருக்கும் என நிறுவுக . 
6 . வட்ட வடிவமுள்ள தகடு ஒன்று வெப்பத்தினால் விரி 

வடைகிறது . அதன் ஆரம் 2 செ.மீ. என்றிருக்கும் 
போது , விநாடிக்கு 0.01 செ.மீ. எனும் வீதத்தில் 
ஆரம் அதிகரித்துக் கொண்டிருக்குமானால் , அதன் பரப்பு 
விரிவடையும் வேகத்தைக் கணக்கிடுக . 


வகைக்கெழுவை வீத அளவையாகப் பயன்படுத்துதல் 
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7 . 


ஒரு கோள வடிவ பலூனில் விநாடிக்கு 10 க.செ.மீ. 
என்ற வீதத்தில் காற்று உள்ளே செலுத்தப்படுகிறது . 
அதனுடைய ஆரம் 15 செ.மீ. என்றிருக்கும்போது ,, 
ஆரம் அதிகரித்துச் செல்லும் வீதத்தைக் கண்டுபிடி . 


8. ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் - என்றும் , பரப்பு A என்றும் 

கொடுக்கப்படுமானால் , எந்த ஒரு சிறிய மாற்றத்திற்கும் 
ஒப்ப A- ல் ஏற்படும் சதவீத அதிகரிப்பு , -ல் ஏற்படும் 
சதவீத அதிகரிப்பைப் போன்று இரண்டு மடங்காக 
இருக்கும் எனக் காட்டு . 


9. சமபக்க முக்கோணம் ஒன்றின் பக்கங்கள் ஒவ்வொன்றும் 

மணிக்கு 2 செ.மீ. எனும் வீதத்தில் அதிகரிக்குமானால் , 
ஒவ்வொரு பக்கமும் 10 செ.மீ. நீளம் இருக்கும்போது , 
அம் முக்கோணத்தின் பரப்பின் வளர்ச்சி வீதத்தைக் 


காண்க . 


8 


10. y = x 

2x + 1 என்ற வளைவரையின் மீதுள்ள 
( 2 , 5 ) எனும் புள்ளியில் , x- ன் மதிப்பு அதிகரிக்கும் 
வேகத்தைப்போன்று 10 

மடங்கு வேகத்தில் y- ன் 
மதிப்பு அதிகரிக்கும் 

என்றும் , மற்றும் 12 மடங்கு 
வேகத்தில் சரிவு அதிகரிக்கும் என்றும் நிறுவுக . 


11 . 


அடிப்பக்க 


வட்ட நேர்கூம்பு அமைப்பில் உள்ள ஒரு வடிதாளின் 
ஆரம் 2 அங்குலம் 

என்றும் , உயரம் 
4 அங்குலம் என்றும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன . அதன் 
அச்சுச் செங்குத்தாகவும் , உச்சி கீழ்நோக்கியும் இருக்கு 
மாறு வடிதாள் 

வைக்கப்பட்டுள்ளது . கூம்பினுள் 
ஒரு திரவம் உச்சிவழியே நிமிடத்திற்கு 
2.25 க . அங் . எனும் வீதத்தில் வெளியாகிக்கொண்டே 
இருக்குமானால் , 

திரவத்தின் உயரம் 3 அங்குலமாக 
இருக்கும் போது , திரவத்தின் மட்டம் என்ன வீதத்தில் 


இருக்கும் 


குறைந்து வரும் ? 


12 எப்பொழுதுமே ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் இருக்கு 

மாறு , 24 அடி நீளமுள்ள ஏணி ஒன்று செங்குத்தான 
சுவரின் மீது சாய்த்து வைக்கப்பட்டுள்ளது . ஏணியின் 
கீழ்ப்பக்கம் நிமிடத்திற்கு 3 அடி வீதம் தரையில் நகர்ந்து 
செல்கிறது . ஏணியின் கீழ்ப்பக்கம் 8 அடி தூரத்தில் 

இருக்கும்போது , அதன் மேல்பக்கம் என்ன வேகத்தில் 
க . ஓ . அ . - 40 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


கீழே இறங்கிவரும் என்றும் , இரண்டு முனைகளும் சம 

வேகத்தில் எப்பொழுது செல்லும் என்றும் கண்டுபிடி ? 
13 . 6 அடி உயரமுள்ள ஒரு மனிதன் , 20 அடி உயரமுள்ள 

விளக்குக் கம்பத்திலிருந்து விலகி ஒரு நேர்கோட்டுப் 
பாதையில் நடந்து செல்கிறான் . அவன் நடந்து செல்லும் 
வேகம் மணிக்கு 3 மைல் என்றால் , அவன் கம்பத்தி 
லிருந்து 10 அடி தூரத்தில் இருக்கும்போது அவனுடைய 

நிழலின் முனை நகர்ந்து செல்லும் வேகத்தைக் கணக்கிடு . 
14. அரைக் கோள வடிவில் உள்ள கிண்ணம் ஒன்றினுள் , 

நிமிடத்திற்கு 3 க.அங் . எனும் வீதத்தில் தண்ணீர் 
நிரம்பிக் கொண்டிருக்கிறது . கோளத்தின் ஆரம் 
9 அங்குலம் என்று கொடுக்கப்பட்டால் , நீர் மட்டத்தின் 
உயரம் 3 அங்குலமாக இருக்கும்போது நீர்மட்ட உயரம் 
என்ன வீதத்தில் அதிகரிக்கும் என்றும் ; அந்நேரத்தில் 
நனைந்துள்ள பகுதியின் பரப்பு என்ன வீதத் தில் அதி 
கரிக்கும் என்றும் கண்டுபிடி . 
( இங்கு , a ஆரமுடைய ஒரு கோளத்தின் பகுதியின் 
உயரம் X என்றுள்ள ஒரு கிண்ணத்தின் கன 

கன அளவு 
Tx 

( 3a - x ) 
3 

என்றும் , மேற்பரப்பு 2x ax என்றும் 
கொள்ள வேண்டும் . ) 
15. அமைதியான நீர் நிலை ஒன்றில் ஒரு சிறு கல்லை எறியும் 

போது ஏற்படும் அலைகள் வட்ட வடிவத்தில் விரிந்து 
கொண்டே செல்கின்றன . அவ்வாறு ஏற்படும் ஒரு 
வட்ட வடிவ அலையின் ஆரம் விநாடிக்கு 5 அங்குலம் 
வீதம் அதிகரிக்குமானால் , ( i ) 3 விநாடிகளுக்குப் பின் , 
( ii ) வட்டத்தின் ஆரம் 30 அங்குலமாக இருக்கும் 
போது , கலங்கிய நீரின் பரப்பு அதிகரிக்கும் வேகத்தைக் 
கணக்கிடுக . 


விடைகள் 


( i) Vo | 


1 . 

20 ) , 
( ii ) v . = 0 , 
( iii ) v . = -1 , 


y = ( 20 

( 20 - 41 ) , a = 
( 31- 41 ) , a = ( 61 - 4 ) 
( 61 + 121-1 ), 

14 
( 1+ ) 

(11) 
y = ( -18 sin 2t + 4 cos t ), 

a = - ( 32 cos2t + 4 sint ) 


V 


a 


( iv ) y = 4 , 


827 


வகைக்கெழுவை வீத அளவையாகப் பயன்படுத்துதல் 


2 . v = ( 160 - 321 ) , a = -32 , t = 5 
3 . t = 2 , 4 , 

a = - 6 , 6 . 
6 . 0.1257 ( செ.மீ. j2 / விநாடி . 

1 
7 . 

செ.மீ. / விநாடி . 
900 
9. 1073 ச.செ.மீ. மணி . 


11 . 


அங் . / நிமிடம் . 


3 


12 . 


272 அடி / நி . , 


x = y = 12 2 அடி . 


30 


13 . 


-- மைல் / மணி . 


1 


6 
5 

ச.அங் / நிமிடம் . 


14 . 


அங் . நிமிடம் , 


151 


15 . 


( i ) 1501 ச.அங் /விநாடி . 
( ii ) 3001 ச.அங் . /விநாடி . 


6. சார்பின் மீப்பெரு , மீச்சிறு 

மதிப்புகள் 

(Maxima and Minima) 
முன்னுரை 

இங்கு -ன் எம்மதிப்புகளுக்கு . f ( x ) எனும் சார்பின் மதிப்பு 
மீப்பெரிதாக அல்லது மீச்சிறியதாக இருக்கும் என்பதை அறிய , 
வகைக்கெழுக்களை எவ்வாறு பயன்படுத்த முடியும் என்று காண 
விருக்கிறோம் . முதலில் கூடுஞ்சார்பு , குறையுஞ்சார்பு இவற்றை 
வரையறுப்போம் . பின்னர்க் கொடுக்கப்பட்ட சார்பின் பெருமம் , 
சிறுமம் ஆகியவற்றைக் காணும் முறையை விளக்குவோம் . 
6.1 . கூடுஞ்சார்பும் குறையும் சார்பும் ( Increasing and decreasing 

functions ) 


B 


P 

AA 


. 


W 


X 


படம் 4 


y = f ( x ) என்ற ஒரு x- ன் சார்பை எடுத்துக்கொள்வோம் . 
இங்கு , f ( x ) - ன் முதல் வகைக்கெழு உளதாயிருப்பதாகக் கொள் 
வோம் . y- ன் மதிப்பு x- ஐச் சார்ந்திருப்பதால் , x- ன் மதிட்பு 
அதிகரிக்கும்போது , y- ன் மதிப்பும் அதிகரிக்கவோ , அல்லது 
குறையவோ கூடும் . x- ன் மதிப்புடன் y- ன் மதிப்பும் அதிகரிக்கு 
மானால் , f ( x ) - ஐக் கூடுஞ்சார்பு என்றும் , மாறாக , -ன் மதிப்பு 
அதிகரிக்கும் போது y- ன் மதிப்புக் குறையுமானால் , f ( x ) - ஐக் 
குறையுஞ் சார்பு என்றும் அழைக்கிறோம் . ( x -ன் மதிப்புக் குறையும் 
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போது , f ( x ) - ன் மதிப்பு அதிகரித்தாலும் f ( x ) - ஐக் குறையுஞ் 
சார்பு எனலாம் . ) 


y = f ( x ) என்ற சமன்பாட்டால் குறிக்கப்படும் வளை 
வரையைப் படத்தில் உள்ளவாறு வரைவோம் . படத்திலிருந்து , 
A எனும் புள்ளியிலிருந்து B வரை f ( x ) - ன் மதிப்பு அதிகரிக்கும் 
என்றும் , B- யிலிருந்து C வரை f ( x ) - ன் மதிப்புக் குறைந்து 
கொண்டே செல்கிறது என்றும் அறியலாம் . AB எனும் பகுதியில் 
உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை P என்றும் , BC என்ற பகுதியில் 
உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை Q என்றும் குறிப்பிடுவோம் . 
மேலும் , P என்ற புள்ளியில் வளை வரைக்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடு X- அச்சுடன் 4 எனும் கோணத்தை உண்டாக்கட்டும் . 
பின் , 

dy 

= tan | என்று தெரியும் . 
dx 

P 


மிகை 


ன் 


மதிப்பு மிகையாக 


ஆனால் படத்திலிருந்து என்பது ஒரு குறுங்கோணம் என்று 
அறியலாம் . ஆகையால் , tan | 

மதிப்பாக இருக்க 
வேண்டும் என்று தெரியும் . எனவே , P 

எனும் புள்ளியில் 
dy -ன் மதிப்பு மிகையாக இருக்கும் . இதே போன்று AB 
dx 

) -ன் 
எனும் பகுதியினுள் இருக்கும் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் (கி. 

இருக்க 

வேண்டும் என்று தெரிகிறது . 
இவ்வாறு , ஒரு குறிப்பிட்ட இடைவெளியில் அமையும் x- ன் 

dy 
ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் ஒப்பக் கிடைக்கப்பெறும் 

dx 
மதிப்பு மிகையாக இருக்குமானால் , அந்த இடைவெளியில் f ( x ) 
என்பது ஒரு கூடுஞ்சார்பாக இருக்கும் என அறிகிறோம் . அதாவது , 
எந்த ஓர் இடைவெளியிலும் f ( x ) எனும் சார்பு கூடுஞ்சார்பாக 
இருப்பதற்கான நிபந்தனை , அந்த இடைவெளியில் உள்ள ஒவ் 

dy 
வொரு புள்ளியிலும் , 

> 0 என்றிருக்கவேண்டும் என்பதாகும் . 
dx 


ன் 


இதே போன்று Q என்ற புள்ளியில் வளை வரைக்கு வரையப் 
படும் தொடுகோடு 

X- அச்சுடன் எனும் கோணத்தை 
உண்டாக்குமானால் , 


( 2 ) 


dx | o 


tan / என்று கிடைக்கும் . 
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கணிதம் 


ஓர் அறிமுகம் 


மேலும் , என்பது விரிகோண மாதலின் , tan V குறை மதிப் 

dy 
பாக இருக்கும் . எனவே , ) எனும் புள்ளியில் -ன் மதிப்புக் 

dx 
குறையெண்ணாக இருக்க வேண்டும் . அதாவது , ஒரு குறிப்பிட்ட 

d ] 
இடைவெளியில் உள்ள x- ன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் 

-ன் 

( dx 
மதிப்புக் குறையெண்ணாக இருக்குமானால் , அந்த இடைவெளியில் 
f ( x ) எனும் சார்பு ஒரு குறையும் சார்பாக இருக்கும் என்பது 
தெளிவாகும் . அதாவது , ஒரு குறிப்பிட்ட இடைவெளியில் /( x ) 
என்ற சார்பு குறையம்சார்பாக இருப்பதற்கான நிபந்தனையா வது , 
அந்த இடைவெளியில் அமையும் x- ன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் . 

dy 
ஒப்ப < 0 என்றிருக்க வேண்டும் என்பதாகும் . 

dx 


இவ்வாறு , ஒரு குறிப்பிட்ட இடைவெளியில் f ( x ) என்ற 
சார்பு கூடுஞ்சார்பாக அல்லது குறையுஞ்சார்பாக இருப்பதை 
அறிய f ( x ) - ன் வகைக்கெழுவின் அடையாளம் பயன்படுவதை 
அறிகிறோம் . 


குறிப்பு : 


இம் முடிவுகளைப் பின் வரும் விளக்கத்தின் மூலமும் பெறக் 
கூடும் . y = f ( x ) எனும் சார்பு கூடுஞ்சார்பாக இருக்குமானால் 
x , y இவற்றின் கூடுந்தொகைகளாகிய Ax , AY இரண்டும் ஒரே 
அடையாளத்தை உடையனவாகவும் ( அதாவது 

( அதாவது இரண்டுமே 
மிகையாகவோ , அல்லது குறையாகவோ இருக்கும் ) , அச் சார்பு 
குறையுஞ்சார்பாக இருப்பின் , 

இருப்பின் , Ax , Ay என்பன மாறுபட்ட 
அடையாளங்களை உடையனவாகவும் ( அதாவது X குறையாக 
இருப்பின் Ay மிகையாகவும் , Ax மிகையாக இருந்தால் 
Ay குறையாகவும் ) இருக்க வேண்டுமென்பது நன்கு 


dy 


( A ) 


விளங்கும் . மேலும் , 

Lt 

என்று 
dx 

வரையறுக் 
Ax + 0 

dy 
கப்பட்டுள்ளதால் , -ன் அடையாளம் , Ay , Ax இவற்றின் 

dx 
அடையாளங்களைப் பொறுத்து அமையும் . அதாவது கூடுந் 
தொகைகள் இரண்டும் மிகையாகவோ அல்லது இரண்டும் குறை 

dy 

- ன் 
dx 

அடையாளம் மிகையாகவும் , 


யாகவோ இருந்தால் ( 


கூடுந்தொகைகள் இரண்டும் மாறுபட்ட அடையாளங்களைக 
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ax ) 


dy 
உடையனவாக இருப்பின் , 

ன் அடையாளம் குறை 

dx 
யாகவும் இருக்கும் என்று தெரிகிறது . எனவே , f ( x ) கூடுஞ் 
சார்பாக இருக்கும் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் f ( x ) > 0 என்றும் , 
f ( x ) முறையும் சார்பாக இருக்கும் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் f ( x ) < 0 
என்றும் அமைந்திருக்கும் என்று அறிகிறோம் . 


fort 


P 


* 


படம் 5 


6.2 மீப்பெரு , மீச்சிறு மதிப்புகள் 

y = f ( x ) என்பது ஒரு கொடுக்கப்பட்ட தொடர்ச்சியான 
3 - ன் சார்பாக இருக்கட்டும் . மேலும் அச்சார்பின் முதல் இரண்டு 
வகைக்கெழுக்களும் . கொடுக்கப்பட்டுள்ள இடைவெளியில் 
உளதாயிருப்பதாகக் கொள்வோம் . y = f ( x ) எனும் சமன் 
பாட்டினாமல் குறிக்கப்படும் வளை வரையின் ஒரு 

பகுதியாகிய 
PO- வைப் 

படத்தில் காட்டியுள்ள வாறு எடுத்துக் கொள்வோம் . 
வளை வரையின் மீது குறிப்பிடப்பட்டுள்ள A , B , C , D , E ஆகிய 
ஐந்து புள்ளிகளின் 

x- ஆயக் கூறுகளை முறையே a , b , c , d , e 
எனக் கொள்வோம் . 


X 


வரையறை : வளை வரையின் மீதுள்ள 

எனும் 
புள்ளியில் 

கிடைக்கப் பெறும் 1 - ன் மதிப்பு , அப் புள்ளிக்கு மிக 
அருகிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் பெறப்படும் y- ன் மதிப்பை 
விடப் பெரியதாக இருக்குமானால் , 

என்ற புள்ளியில் 
y = f ( x ) என்ற சார்பு மீப்பெரு மதிப்பை உடையதாகக் கூறு 
கிறோம் . மேலும் அப்புள்ளியில் கிடைக்கும் f ( x ) - ன் மதிப்பாகிய 
f ( a ) என்பது f ( x ) - ன் மீப்பெரு மதிப்பு ( அல்லது பெருமம் ) எனப் 
படும் . படத்திலிருந்து A எனும் புள்ளியின் குத்துயரம் அதனருகி 


